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Einleitung

Wir untersuchen in dieser Arbeit schwach hyperbolische Differentialgleichungen der Gestalt
F(0% U, OUst, U, OUz, U, u, , 1) = 0, u(x,0) = @o(x), ui(z,0) = p1(z). (0.1)

Hierbei ist o(z) > 0 eine Funktion, die die Art der Entartung beschreibt. Da ¢ Nullstellen
besitzen darf, liegt der Fall der Ortsentartung vor. Dariiberhinaus benutzen wir o, um das
Erfiilltsein der fiir schwach hyperbolische Differentialgleichungen typischen Levi-Bedingungen
zu sichern. Die Funktion F ist so beschaffen, daf3 die nichtlineare Differentialgleichung

F(wzzv Wyt, Wity Wy, Wt, W, T, t) =0
strikt hyperbolisch ist. Wir werden unter gewissen Voraussetzungen die Existenz und Eindeu-

tigkeit periodischer Losungen in speziellen Rdumen unendlich oft beziiglich x differenzierbarer
Funktionen nachweisen.

Historischer Uberblick

KAJITANI untersuchte in [7] schwach hyperbolische nichtlineare Differentialgleichungen. Ein
Spezialfall der von ihm untersuchten Gleichungen lautet

F(uxaz;uztvutt;uz;ut;uvxvt) = Oa U(I’,O) = 800($)7 ut(:c,()) = @1(1‘)

Kajitani setzte voraus, dafl F' in u und den Ableitungen von u eine analytische und in x,¢
eine Gevrey-Funktion der Ordnung s ist, 1 < s < 2. Die Anfangsdaten sollten ebenfalls zur
Gevrey-Klasse s gehoren. Er konnte unter anderem zeigen, dafl genau eine lokale Losung u
existiert; sie ist eine Gevrey—Funktion der Ordnung s.



Die Einschrénkung s < 2 ist zu erwarten, wie ein Beispiel von GEVREY (vgl. [5]) zeigt: Er
untersuchte

uiy — (@(@)ug), = b(@)uz, u(z,0) = po(), w(z,0) = @i(x). (0.2)

Dabei seien g, ¢1 Funktionen der Gevrey-Klasse s, s > 2. Gevrey konnte zeigen: Fiir a = 0,
b =1 ist das Anfangswertproblem nicht korrekt gestellt.

Fiir s > 2 kann man Korrektheit nachweisen, wenn der Differentialoperator sogenannte LEVI-
Bedingungen erfiillt. Eine Moglichkeit, Levi-Bedingungen zu formulieren, sind algebraische
Beziehungen zwischen Koeffizienten des Hauptteils und Koeffizienten niederer Ableitungen.
Will man die Existenz von C°°-Losungen beziiglich x nachweisen, dann lautet die Levi-
Bedingung fiir (0.2)

|b(x)|* < Ca(x) Yz e€R

mit einer von x unabhingigen beliebigen Konstanten C. Im Fall ¢ = 0 erhalten wir
zwangsldufig b = 0, das heifit, wir haben in diesem Fall eine gewo6hnliche Differentialglei-
chung zu untersuchen.

Im Falle allgemeinerer schwach hyperbolischer Differentialgleichungen mufl man die Levi-
Bedingungen geeignet modifizieren. Dabei ist zu unterscheiden, ob die Entartung von der
Ortsvariablen x (wie im Gevrey—Beispiel) oder von der Zeitvariablen ¢ erzeugt wird:

COLOMBINI und SPAGNOLO betrachteten in [1] das schwach hyperbolische Anfangswertpro-
blem

upg — a(t)uge =0, wu(z,0) = @o(z), wu(z,0)=1(x).
Levi-Bedingungen sind in diesem Falle iiberfliissig, weil es keine Terme mit niederen Ablei-
tungen gibt. Sie konnten zeigen, dafl es eine C'*°—Funktion a(t) gibt, so dafi das Problem
nicht C*°—korrekt ist. Dabei wurde die Funktion a(t) so gewéhlt, daf sie unendlich viele

Ostzillationen aufwies. Man kann Korrektheit nachweisen, wenn man Bedingungen fordert,
die diese Oszillationen ausschlieffen, zum Beispiel

ar(t) < Aa(t), A>0.
REISSIG und YAGDJIAN untersuchten in [10] die quasilineare Differentialgleichung

g — (a(z, t)ug), = f(z, t,u,uy), w(x,0)=po(z), uiz,0)=p(z)

unter der Voraussetzung a(x,t) < Aa(z,t).

Weiterhin nahmen sie an, daff es zu jeder kompakten Menge K C R, x [0,T] X R, X R,
Konstanten Cx, Mg gibt mit

|611,f(:1:,t,u,p)| < CKM}(Z!S/\/a(aj,t) V(z,t,u,p) € K (1<s" <s).

Diese Voraussetzung stellt eine Levi-Bedingung dar. In [10] konnte gezeigt werden: wenn ¢y,
01, a, f s-Gevrey in z und s’-Gevrey in u,u, sind, dann existiert genau eine lokale Losung
u(z,t), die s-Gevrey in z ist.

In einer Reihe von Arbeiten von Spagnolo wurden globale Regularitéitsaussagen fiir Losungen
schwach hyperbolischer Gleichungen hergeleitet. Dabei ben6tigt man lokale Existenzresulta-
te. In [12], [13] wurde als solches der Satz von Cauchy-Kowalewskaja herangezogen. Damit
beschriankt man sich aber auf den Fall globaler analytischer Regularitét. In [8],[10] konnte fiir



semilineare und quasilineare Differentialgleichungen eine globale Gevrey-Regularitét nachge-
wiesen werden. Nicht behandelt werden konnte bisher die globale Gevrey-Regularitét voll
nichtlinearer Differentialgleichungen der Form (0.1). Eine Ursache liegt im Fehlen eines loka-
len Existenzresultats. Damit ist die Motivation fiir den Beweis eines lokalen Existenzresultats
fiir (0.1) in Gevrey-Réumen als ein Hauptziel dieser Arbeit gegeben.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wenden wir uns dem C°°-Fall zu. Hier gelingt es, die lokale
Existenz von Losungen des Cauchy-Problems fiir quasilineare Differentialgleichungen nach-
zuweisen.

Philosophie des Zugangs

Zunéchst untersuchen wir nur den periodischen Fall in z. Im Abschnitt 2 beweisen wir, dafl
eine in = periodische Funktion u genau dann die nichtlineare Gleichung (0.1) 16st, wenn

@ i= (W, Upy OUg, Ut Utt, O(Ut) gy OU, (OUL )¢, (00U, ), ) periodische Losung eines quasilinearen
schwach hyperbolischen Differentialgleichungssystems

L(ﬁ)ﬁ: (’Ja ’l_l:t,O"lZz,Z',t)

ist. Dabei ist L(%) ein Matrixdifferentialoperator in Diagonalgestalt. Die Matrix enthilt auf
der Diagonale die Komponenten 9y +0(2)b(z, t, @)0y — 0% (x)a(x, t, @) O, mit gewissen Funk-
tionen a, b.

Im Abschnitt 5 zeigen wir die lokale Existenz einer Losung dieses Systems durch Untersuchung
linearer Hilfsprobleme

—

L(0)d = f(U, U, 00y, x,t).
Dabei wenden wir die Energiemethode und den Fixpunktsatz von Schauder—Tychonoff an.

Die Abschéitzung der Losungen der Hilfsprobleme wird in den Abschnitten 3 und 4 vorberei-
tet. Dabei ist die passende Wahl der Energien wesentlich. Im Gegensatz zu obigen Arbeiten
wihlen wir die Energien nach Steinberg [14] unter Verwendung der charakteristischen Wur-
zeln des Differentialoperators L(¥). Deshalb werden im Abschnitt 3 Evolutionsoperatoren
Or — Az, t, ¥)0, untersucht.

Im Abschnitt 6 fassen wir die Ergebnisse der Abschnitt 2 und 5 zusammen und zeigen ein
Existenz— und Eindeutigkeitsresultat fiir (0.1).

Im Abschnitt 7 beweisen wir die lokale Existenz von C'*°-Lésungen quasilinearer Gleichun-
gen. Dabei spielen die in den Abschnitten 4 und 5 hergeleiteten Energieabschatzungen eine
wichtige Rolle.

Im Abschnitt 9 zeigen wir die lokale Existenz fiir den allgemeinen nichtperiodischen Fall. Die
erforderlichen Hilfssétze werden im Abschnitt 8 bereitgestellt.

1 Hilfsmittel

H1 Esist [[,a; > > " a;, fallsay,as,...,a, > 2, und [[}-; a; > >0 a;—1, fallsag > 1,
as,...,0an 22

H2 Wenn h; > 1, dann I! - hy!- oo - B! < (b 4+ ...+ ).



H3 Fiir ein festes s > 1 gibt es eine von s abhingige Konstante Cp > 0 (B steht fiir
Binomialkoeffizient), so daf§ fiir j > i + 1 gilt:

<])1 < Op(i+ 1)~

7

H4 Zu jedem kompakten Intervall P C R gibt es eine Konstante Cp > 0, so daf fur P-
periodische Funktionen g(x) gilt:

< Cp |0ty vji>1,

H(’?mg HLOC(P) ( HLz(P)’

||9($)||LW(P) < CP(”g(x)”LQ(P) + ||aﬂ€g(x)||L2(P))'
H5 Es gilt die Leibniz-Regel

ll 2

i) = 3 T 303 s )

1+l—] " li4la=lv1=0v2=0

h m
% Z @}jlu...@z"lu Z 8;”1])61 Uzp
hi!...h,! mi!...my,!
hi+...thyy =11 1 V1 mi+..Amyy=lo 1 v2
1<hy 1<my,

Dabei gelten die Vereinbarungen: Falls 1 = 0 (2 = 0), dann ist auch I3 = 0 (I3 = 0)
und sowohl die vorletzte (letzte) Summe als auch die Summanden, fiir die 14, = 5 =0,
aber ¢ < j, gelten als nicht geschrieben.

H6 Es gilt
oMy .. oMy

X

oMy .. 9y
> GaaTsr X R

hal. . by,
hi+4...4+hy=l hi+4...4+hy=l
1<hy 1<hp<hy

H7 Sei P C R ein kompaktes Intervall. Wir definieren fiir s > 1

s
X5o(P):= {uEC"O( ) :3Cu, 0u >0 ||0ul|, < %,Vj},

=
s 00 j C’u]|5 .
Yio(P):= {u € C®(P):3Cy, 04, >0: ||8fbu||L2(P) < 7,W} ;
: i
Hqu,s = Sl]lp ||6%U||L2(P) F

Fiir kompaktes P sind die Réume X3 ,(P) und Y,(P) dquivalent.
H8 Wir definieren

C(0. 71, Yo(P)) i= {u e CO.T),C=(P)) s ult) € Yio(P) Vi€ 0.7,
Jo>0: Vi tlggl() [u(t) — ulto)ll, . = 0}.



H9 Sei G C R™ ein Gebiet. Unter X(écl’ 1) (@) verstehen wir die Menge aller u € C®(G),
fiir die zu jedem Kompaktum K C G Konstanten C, x, M, i existieren mit

02 0wy, x| < CU,KMZT;”J”"jl!Sl cogn Y(x, .. m) € K.

H10 Satz 1.1 (Schauder—Tychonoff) Sei X ein separierter lokalkonvezer Raum, () #
K C X, K konvex und in X kompakt. Die Abbildung ® : K — K sei stetig. Dann hat
® ceinen Fizpunkt in K.

Wir definieren einige Energien:
e3(t) = e?(u)(t) = /P |07 u(z,t)|*dr  (partielle Energie)

e; (Dot~ + 1)
e

n(7) :=mu(j) =

En(t):=En(u)(t) := Z n(j)  (Energien endlicher Ordnung) .

Hierbei ist k eine natiirliche Zahl (in der vorliegenden Arbeit ist k = 2), ¢ eine stetig diffe-
renzierbare, streng monoton fallende Funktion, die nur positive Werte annimmt, s > 1.

Spéter verwenden wir folgendes

Lemma 1 Seien f1(x,t), fo(z,t) € C([0,T],C>®(P)) P-periodisch in x und o(0) < 1. Dann
gibt es eine von fi, fo unabhdingige Konstante Cprodq, so daf

En(f1f2)(t) < CproaEn(f1)(H)En(f2)(t) VN = 1,t€[0,T].

Beweis Es ist Ex(f1f2) = Z;V:1 @]%g]'ijl)ks

8g(f1f2)H2+g_k || f1f2]|5 und mit HI, H4 folgt

0 1
o WSl < 07 Co il (1l + 102 £21,) = Com(0) (250 + 261 )

< Cp@(t)EO(fl)(t)El (f2)(1),

j=1 /.
"ai(f1f2)"2 < Z (i) Hai_iflaiszQ + "(aifl)f2"2 + H(aih)leQ ;
i=1

=1 ,. L3 j—1 .

J j—i ¢ o j—i i J j—i i
S (1o raisl,<ce (S (DI al, o sl X (1)lor a0,
i=1 =1 i:L%J«‘rl

I.j
=Cp

() 00— by,
y (,7 —i4+ 1)ksgj—i—k(l' + 2)ksgi+1—k

H'Mﬂ

+ Ji <J) m =i+ D —i+ DPna(i)il*

_ LJ+1 j—z+2)ksgﬂ i+1— k(l+1)ks 11—k

e 13 . - N (7 — j
Cpjl*(j +1)° Z 7\ TmG =)l + 1) . jzl U — i+ Die(d)
TR ks | & (G—i+1) ‘L (i+1)°

i= i= % +




In den beiden Summen ist (j—i+1)* > (j— 4] +1)* > (j+1)*/C bzw. (i+1)* > (| 1] +1)* >
( + 1)*/C mit einem gewissen C' > 1. AuBerdem ist

. 1(4)g!° 5 (0 (1 Cpj'®
H(f’ifl)th <Cp G Z l(;lzigjk (ng(k) + 21:75;1)1@) < G+ l)ksjg]Jrl ar () (m2(0) +72(1)) .

Daraus folgt
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D om( = Dme(i+ 1) + m(G)(0) +

. cC -1
|63 )], < CCrIe" (

O R(G 1)

+ Z m(j =i+ 1)ma(i) +771(0)n2(j)>,

j=1
N [l%] j
<CCpo) m( = imli+1)+m@)me0) + Y m@—i+ (i) +m0)n())
Jj=1 \ =0 Z:L%J+1
L5) N
<CCpo (@+1)Z (j—i +Z772 D)y m(—i+1)+ Ex(f1)EN(f2)

0 j=i
< 3C'C’ngN( 1)EN(f )
Also kann man z.B. setzen Croq = (3C 4+ 1)Cpp(0).

Ahnlich beweist man ein weiteres

Lemma 2 Sei f(z,v1,...,v,) € x (55 ’s)(R"H) Vi, .., € Yi(P), s < s,

loc

En(vi) < Cy Yi,N. Dabei sei zu festem Kompaktum K die skalierende Funktion o(t) so
gewdhlt, daff o(0)My i < 1. Dann ist auch f(x,vi(z),...,vn(x)) € Y7o(P) und es gibt eine
Konstante Cy = C¢(Cy), so daf8 En(f(z,v1(z),...,v,(2))) < Cp(Cy) VN.

Spéter benodtigen wir das

Lemma 3 Sei N > 2,v > 1. Dann ist

N-1
By =Y > mha+ 1) (b, +1).

n=v hi+...4+hy=n
1<hy

Beweis Es gilt

> nimi)..opm,) =" Y nlma)...n(m,)

mi,..., m,)E[0,N]¥ =0 mi+...4+mp=I1
(ma J€l0.N] (mye mu)E[0,NTV



vN N+v—1
> oo nma).onmy) = Y > nlma)..nimy)
=20  mi+..4+my=l =20 my ... +my =l
(mq,..., my)E[2,N]V (mq,..., my)E[2,N]V
N-—1 N—-1
= o nma).nimy) = > n(ha+1)...n(h, +1)
n=y mi+..+my=ntv n=v hi+...+hy=n
(771.1 ,,,,, my)E[2,N]V (h1,..s hy)€[l,N—-1]¥
N-—1

= > nlha+1).n(hy +1).

2 Aquivalenzsatz

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gleichung (0.1). Wir betrachten hier nur den peri-
odischen Fall und werden beweisen, dal unter gewissen Voraussetzungen diese nichtlineare
Differentialgleichung dquivalent ist zu einem System quasilinearer Differentialgleichungen mit
semilinearem Hauptteil.

Mit Fi, Fs, ..., Fr7, Fg bezeichnen wir die partiellen Ableitungen Fiz,,_ , Fouys-- -y Fu, Fi.
Entsprechend werden Fiq,..., Fis, ..., Fgs definiert.

Sei F3 > a > 0. Das bedeutet, da eine Auflosung uy = G(0*Ugy, OUrt, OUL, Up, U, T, 1)
existiert. Sei weiterhin G € C([0,T], X°***)(K)) mit einem geeigneten Kompaktum K.

loc

AuBlerdem sei (Fy/F3)? — 4(F1/F3) > 7 > 0. Das heifit, daf die Differentialgleichung strikt
hyperbolisch wird, wenn man die Funktion o weglifit. All diese Voraussetzungen sollen in
einem geeigneten Bereich des R® gelten, der von den Anfangsbedingungen abhingt. Wir
Wéhlen Y2 (:E) = G(UQ(PO,mwa U(Pl,ma U(PO,ma ®Y1, %0, T, 0)

Im folgenden setzen wir voraus, dafl alle Umformungen durchgefiithrt werden kénnen.

Wir gliedern den Beweis in zwei Teile.

2.1 Teil A

Wir beweisen den

Satz 2.1 Es ist u eine periodische C*([0,T],C*(P))-Lésung von (0.1) genau dann, wenn
der Vektor (U2, u1,up) := (ouz,us,u) eine periodische (C*([0,T), C3(P)), C3([0,T],C*(P)),
C4([0,T], C*(P)))-Lésung von

O'QFlﬂgﬁzx + O'Fgﬂgyxt + FgﬂQﬁtt =+ O'F4527I + O'F5’U,17I + O'FG’U,O@ =+ O'F7 = O'O'//FlﬂQ (21)
02 Fiuy zo + 0 Fouy ot + Fyuy g + Fylla s + Fyuy s + Fougy + Fs =0
02 Fiug py + 0 Fotig gt + Faug e = Fi(0Ua, — 0'T2) + Folla,y + Fauqp — (2.3)

_ J— — —
- F(UUQ,I — 0 u27u2,t7ul,t; u27u17u07‘r7t)

ist. Dabei ist F; = F;(0Ug,; — 02, Uat, U1,t, U2, U1, Uo, X, 1) und es gelten die Anfangsbedin-
gungen ﬂQ(xv 0) = J(I)Wo,z(x); ﬂQ,t(za 0) = 0(1')%01@(5”), ul(xv 0) = 901(35); ul,t(za 0) = 902(39)7
uo(x,0) = po(x), ug(z,0) = p1(z).



Beweis ,,—“
Wir differenzieren (0.1) nach x und erhalten

Fl(o—zuzz)m + FQ(qut)m + FB(utt)x + F4(qu)x + F5(ut)z + FGU:n + F7 =0.

Diese Gleichung multiplizieren wir mit o und erhalten (wenn wir 02(0uy)ze = 0(02Uzy )z +

020" u, beachten)
02 Fi(0Uy)pr + 0 Fo(0Uy) ot + F3(0uy )+ 0 Fa(0uy)w + 0 Fs (up) o + Foouy +0 Fr = 00" Fy (ouy).
Daraus folgt sofort (2.1).
Nun differenzieren wir (0.1) nach ¢ und es folgt
F10% (Ugy )t + Foo(ugt)e + F3(up)e + Fio(ug)e + Fs(ug)e + Foug + Fg = 0.
Daraus erhélt man (2.2).
Aus (0.1) folgt wegen 0%y, = o(0uy ), — o’ (ou,) unmittelbar (2.3).
77<:“

Sei (U2, u1,up) eine periodische Lésung von (2.1), (2.2), (2.3). Wir differenzieren (2.3) nach
t und erhalten

02 Fy (w0 22)t + 0 Fo(uo zt) + F3(uoue)t + (07 F1) 1o za + (0F2)uo ot + Fs 0,40

=F1 (02, — 0'Us) + Fo oy + F3u1y — Faliay — Fyur,y — Fouoy — F.
Wegen (02 F1)1ug gz = F1 t(0(0uo 2)e — 0/ (0ug ;) erhalten wir

02 Fyug zot + 0 Foug pir + Fauo e + Falla + Fyug g + Fouo e + Fs +
+ Fii(o(oug z — U2)y — 0’ (0ug o — U2)) + Fot(ouoe — Ua)e + F3¢(uor — ur)e = 0.

Von dieser Gleichung subtrahieren wir (2.2) und erhalten:

02 Fy(uos — u1)ax + 0 Fo(uo s — u1) e + Fs(uos — ur)e +
+F1¢(O’(O”LL011 — ﬂg)x — O'I(O"U,()yac7 — ﬂg)) + F21t(0'u011 — ﬂQ)t + ngt(uoﬁt — Ul)t = 0 (24)
Wir differenzieren (2.3) nach x:
02F1 (UO,ww)z + UFQ (U/O,zt)m + F3 (UO,tt)z + (U2F1)zuo,ww + (UFQ)muO,zt + FB,qu,tt
=F o (02, — 0'U2) + Fo oy + F pur s — Fulis o — Fsuy o — Fouoe — Fr.
Wir verwenden (02 F1),uo 40 = F1 2(0(0U0.2)z — 0/ (0U0 2)) + 2F100"ug 2 und erhalten
02 F1ug puw + 0 Fotg pre + F3u0 110 + Fi 5 (0(0u0 2 — U2)x — 0/ (0ug,z — Ua)) +
+2F100'ug 5z + Fop (0w, — Ua)t + Foo'ug ut + Fap(uo e — ur) +
+ Fytz o + Fsu e + Feuge + F7 = 0.

Diese Gleichung multiplizieren wir mit o. Wenn wir 0 Fyug zge = F1(0U0,3)ze — F10" 00,5 —
2F10'u0 55 und 0 Fotg gty = Fo(0uo,z) st — Foo'ug ¢ beachten, folgt:
0?F1(0u0,2)ae + 0F2(0U0 0 ) st + F3(0uo2)ue + 0F1 4(0(0ue — Un)z — 0’ (0ug e — Ua)) +
+0F y(ouo e —U2)t + 0F5 2 (w0t — 1) + 0FuTs o + 0 F5u1 4 + 0Fguo » +
+0F; = 00" Fy(oug ).



Von dieser Gleichung subtrahieren wir (2.1) und erhalten:

02 F1(0uo e — W) gz + 0 F2(0U0 2 — o)zt + F3(0tgz — Wa)ee +
+0F) 4 (0(oug s —U2)y — 0 (upe —U2)) + 0Fs 2 (0ug 2 — Ua)t +
+0F5 5 (uoe —u1)e = o'oF (oug,z — Ua). (2.5)

Die Gleichungen (2.4), (2.5) stellen ein lineares homogenes schwach hyperbolisches Differen-
tialgleichungssystem fiir die Funktionen (oug , —%z2), (uo,s —u1) dar. Dieses System besitzt in
der Menge der periodischen Funktionen genau eine globale Lésung. Dies folgt aus Bemerkung
5.1 im Abschnitt 5. Daraus erhalten wir oug , = U, uos = uq fiir alle (z,t) aus P x [0, 7.
Daraus folgt

0(Ua)y — 0"y = 0(0Ug .z )y — 00U w = 02U wy  Uzp = (UL )t = TUQ w1

Wenn man das in (2.3) einsetzt, folgt F(0%ug zu, 0U0 xt, U0 11, OUOz, U ¢, Uo, T, ) = 0. Die
Behauptungen beziiglich der Anfangswerte ergeben sich unmittelbar. Damit ist Satz 2.1 be-
wiesen.

Bemerkung 2.1 Alle Unformungen sind méglich, wenn F; € Cl([(),T],X(s’s/""’s/)(PxR6))

loc
fiiri =1,2,3 und F;, Fy; € C([0,T), X\ ")(P x R%) firi,j=1,...,8. (Vgl. V5.8 und
V5.4 in Abschnitt 5)

Bemerkung 2.2 Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an u,ws, u1, ug konnen um jeweils
eine Ordnung beziiglich x und t abgeschwdcht werden. Diese Maéglichkeit werden wir jedoch
nicht ausnutzen, weil das System (2.1), (2.2), (2.3) im Teil B weiter reduziert werden wird
und wir dann die schirferen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen bendtigen.

2.2 Teil B

Wir untersuchen das quasilineare System

N o 0o o 2
k(T, @y, 0ty, T, t)u; 10 + ob(U, Uy, Olg, T, t)Uj g1 — O

a(ﬁ7 ﬁta Uﬁma x, t)ui,mw = fl(ﬁ7 _’ta Uﬁma x, t)a
ui(2,0) = pio(x), wi(z,0)=@n(x), i=1,...,n. (2.6)
Dabei steht @ fiir (ui,...,uy). Sei k > a > 0 und (b/k)? + 4(a/k) > v > 0.
Mit @;2(x) bezeichnen wir die Funktion, die der Gleichung
k((ﬁb, ()515 Uﬁp_bxa x, 0)9012 + O’b((p_(’)a (p_ia 090_613 x, 0)()01'1@ - GQG(%a ()51; 090_613 x, O)SDiO,IZ =
= fz(gp_ba 80_17 U%mv x, 0)

genugt.
Dann gilt folgender Satz:

Satz 2.2 FEs ist © = (u1,...,uy,) eine periodische (C3([0,T],C3(P)))"-Lésung von (2.6)
dann und nur dann, wenn (Uig,...,Un2, U1, .-, Unl, U10,- - -, Uno) = (Ua,U1,Uy) =
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(0iiy, Uy, @) eine periodische (C3([0,T],C?(P)))™, C?([0,T],C3(P)))™,C3([0,T], C3(P)))" -
Liosung von
k wit e + obUit gt — 02U gy + (2.7)
+ ((Mk)io,e + (Nak)iire + (Bk)Tz, + ki) win e +
+ ((Mb)io,¢ + (Vab)iiy e + (VBb)Tz,¢ + by) Tin,g —
— ((Ma)io: + (Vea)tiy s + (VBa)ta, + ar) (0Tiz,e — 0'Ui2)
= ((V1fz')ﬁ0 ¢+ (B fi)t: + (VBfi)ﬁZt + fi,t) ,
k Uig,pt + Oblin 0t — 07 Qi 00 + (2.8)
+ ((Vik)oto,n + (VBk)ois z + (Vk)oTz, + 0ky) uin g +
+ ( b)otio,r + (Vb)oty » + (ng)oﬁgym + O’bz) OUil, —
( Ma)otp . + (Vea)ot » + (%G)Uﬁz,z + Uax) (0o, — 0'Us2)

= (M fi)otoe + (B fi)ot s + (B fi)otz . + ofiw) —ac’ oy,

k wio 1t + obuio gt — 02aui07m = fi(do, @1, Uz, T, t)y (i=1,...,n) (2.9)
ist mit den Anfangsbedingungen Uia(x,0) = o0(z)ioz(x), T2 (2,0) = o(x)pne(z),
uin (2,0) = @in(z), wii(2,0) = @ir(x), wio(z,0) = @io(x), wio,i(w,0) = pir(x). Dabei be-
zeichnet Vi = N, Vb =V, und N = Vs, , und k ist gleich k(idy, @1, a2, x,t). (Fir a,b, f;
gilt sinngemdf$ das gleiche.)

Beweis ,—“
Wir differenzieren (2.6) nach ¢ und erhalten sofort (2.7).
Wir differenzieren (2.6) nach x und es folgt

kit + b(oUi z) ot — (U Uizz)e + (M ) + (Wk)tg + (BE)(0tg) s + ko) it +
+ ((Mb)tz + (Vb) izt + (V30)(0liz ) + ba) OUi 2t —
— ((Ma)iy + ()t + (Ba)(0lz)s + 02) 0 Ui 22
=((Mfi)is + (WM fi)tar + (B fi)(0Uz)a + fiz) -
Wenn wir diese Gleichung mit o multiplizieren und o(0%uizy)z = 0%(0Ui z)ze — 0" 0(0U; 1)
ausnutzen, erhalten wir (2.8).
Aus (2.6) folgt offensichtlich (2.9).

é «
2

+
U,

x

Sei (Ty, i1, o) eine Losung von (2.7), (2.8), (2.9). Wir differenzieren (2.9) nach ¢ und erhalten
k wio,see + 0bUi0 wtt — 02 QU0 wat + ((Vlk)ﬁo,t + (Wk)ty ¢ + (VBk)ﬁZt + kt) U0, ¢t +
+ ((Mb)io,¢ + (Vab)iiy e + (VBb)Tz,t + br) owio .zt —
— ((Ma)ios + (Vea)iy: + (Vaa)ls,e + ar) 02 Uio wa
= (M fi)ido,e + (Bfi)ire + (B fi)uz,e + fir) -

Davon subtrahieren wir die Gleichung (2.7):

k (wio.r — wir)er + ob(wio s — i)zt — 02 a(wio — Uit )zz + (2.10)
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+ ((Mk)do,e + (Vak)i e + (Bk)tg,: + ki) (wio,e — ui )t +
+ ((Mb)do,: + (Vab)ir e + (Bb)Tia + + be) (ouio,e — Wi2)t —
— ((Ma)dos + (Vba)iy: + (Va)ia,; + at) (0(ouio,e — Uiz)e — 0’ (CUi0,0 — UWiz)) = 0.

Wir differenzieren (2.9) nach x:

k wio tte + 0(0Ui0.2t) e — a(0* U0 22 ) +
+ ((Vik)do,e + (Bk)Ur e + (k)i . + kz) wio,u +
+ ((V1b)ﬁ0,x + (Wb)t1 o + (%b)ﬁZ,x + bz) OUi0,xt —
= ((Va)to,z + (a) . + (Vsa)ta,. + az) 02Ui0,5a
= ((Vifi)to,e + (B fi)i1,e + (B fi)az,e + fiz) -
Wir multiplizieren mit o, verwenden o (02u;0 2z )z = 02 (00,2 )zx — 0" (0 Uip o) und subtra-
hieren anschlieflend die Gleichung (2.8):
k (0wion — Wia)ur + 0b(0Ui0 w0 — Wiz)at — 02 a(0Ui0, — Wiz)wa + (2.11)
+ ((Vik)otoo + (Vk)ot 5 + (Bk)oTa . + okz) (wio — wit)e +
+ ((Vib)otlo, + (VBb)oti,. + (WBb) oz . + oby) o(wio s — Ui1)e —
— ((Ma)oto, + (VMa)oid . + (VMa)oTs z + 0ag) (0(0uine — Tiz)e — 0 (CUio,e — Ti2))
=—aoc"o(oui0r — Uia).
Die Gleichungen (2.10), (2.11) sind ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem fiir
die Funktionen (w0t — 1), (00,6 — Wiz). Da das Cauchyproblem fiir solche Gleichungs-

systeme in der Menge der periodischen Funktionen eindeutig 16sbar ist, folgt wuio: = w1,
OUio,z = Use. Aus (2.9) folgt dann (2.6). Damit ist der Satz 2.2 bewiesen.

Bemerkung 2.3 Alle Umformungen kdénnen durchgefiihrt werden, wenn k,b,a,f; €
C([0,T), X&) (P x R3)). (Vgl. V5.8, V5.4 im Abschnitt 5).

loc

Bemerkung 2.4 Die beiden Sdtze zusammen besagen, dafS die mnichtlineare Glei-
chung (0.1) dquivalent ist zu einem System quasilinearer Gleichungen, wenn F; €

C’l([O,T],X(s’s/"”’s/)(P x R%)) firi=1,...,8. Dabei hat der Hauptteil dieses Systems Dia-

loc
gonalgestalt und hingt semilinear von den gesuchten Funktionen ab.

3 Evolutionsgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Anfangswertproblem
u(z,t) — A, t,0(x, 1), w(z, t)u (2, 1) = fz,t)  V(z,t) €Q:=Px[0,T],  (3.1)
u(z,0) = uo(zx) Vz € P, P C R kompakt

unter den Voraussetzungen

V3.1 ), f,ug sind P-periodisch in z,
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V3.2 fe C(0,T],Y:o(P)),

V3.3 Ae C([0,7), X2 (P x Ry x Ry)), 1<5 <s,

V3.4 Ug, Vo, Wy € YfO(P),

V3.5 v,w € C([0,T],Y{o(P)), wv(z,0) = vo(x), w(x,0) = wo(xz), wv,w sind P-
periodisch.

Wir wéhlen zu beliebigem § > 0 die kompakte Menge

Ks = {(,t,0,9) : (x,1) € Q[ —vo(x)| <6, —wo(z)| < 0}

und beweisen in diesem Abschnitt den folgenden Satz:

Satz 3.1 Die Voraussetzungen V3.1 — V8.4 seien erfillt. Dann gibt es zu jedem Ks eine
skalierende Funktion o(t) und Konstanten C*, Ceyor, so daf8 fiir jedes Paar (v,w), das V3.5
und die Bedingungen

(x,t,v(z,t),w(x,t) € K5 V(x,t) € Q,

En(0)(t), En(w)(t) <C* VN, t€[0,T]
erfillt, gilt:

Falls u(z,t) € C1([0,T],C>®(P)) eine P-periodische Losung von (3.1) ist, gilt die Differen-
tialungleichung vom Gronwallschen Typ

En(u)'(t) < Cepar En(u)(t) + Ex(f)(t) VN,t € [0,T].

Dabei hingt Ceyor nur von vg, wo, A, § und T, P ab, jedoch nicht von f oder ug.

Den Beweis gliedern wir in mehrere Schritte.

3.1 Konstruktion von o(t), C*, Ceyy
Wegen V3.3 gibt es positive Konstanten Cy = Cy\(K), My = Mx(K), so da8

15 (nlm!)*’

i Qn Qm i+n+m?
|0LO2 O (2, t, v, w)| < CAMT™ G V(z,t,v,w) € Ks.

Wegen V3.4 existieren positive Konstanten Cy, My, so daf fiir vy, wo gilt
|0%vol|, s |Ohwo|, < CoMgit® Vi

Wir wihlen g9 = 0(0), so da 0 < g9 <1, oMy < %, oo M)y < %

Aus goMy < 1/2 folgt, dal man C* < oo so wihlen kann, daf§

C* > 2 sup {Ex (v)(0), Ex (w)(0)}. (3.2)
N>0

13



Falls das Supremum Null sein sollte, wéhlt man C* > 0 beliebig. Wir wéhlen p(t) :=
00 exp(—C,t), dabei ist

CQ = CS + 01/2 mit 01/2 = CAM)\ (1 + CPC*) ,

2
Cs:=2C\Cp | M%+2° <Z (CpM,\C*)"y!S,_S> n

v=0

v=0

Weiterhin setzen wir Ceyor := 3(Cs + C1/2).

3.2 Herleitung einer Abschitzung fiir e;(u) (¢)

Die Funktionen v,w seien gemé&fl den Voraussetzungen des Satzes gegeben. Sei u eine P-
periodische Losung des Anfangswertproblems. Dann folgt:

ej(t)es(t) :/P (97u) (82uy) da

=2 .
:/ (93) (a;f + A A A0+ Y <j> (d277N) a;Hu) dz.
P im0 \!

Den zweiten Summanden der Klammer formen wir mit partieller Integration um. Mit Hilfe
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dann

40 < N0+ - 120 + Y (1) @ o, 63
i=0
Wir erhalten

. . N v, Wy
|j—1/2||)\m||00§(j+1)0,\M/\<(§) +|I IIOO+H ||oo>

ks ks
: 21°Cp (n(2) + 1w (2))
< 1)Ca\My |1
< (7 +1)CO\M, ( + 63 o(t)2—F
. * . 218 1
S (] + I)CAMA (1 + CPC ) = (] + 1)01/2, denn % S 5
Wir schétzen die Summe Zz;é ... aus (3.3) wie folgt ab:
i=2 ,. i=2 ,.
5 (1) M) 2572ul, < 81060+ 82000+ 8200) = 3 (7) 02 Ao )] e +
=0 =0

s,

L]

+Cp ("7&) Hd]zizA(za t, ’U(I, t)7 w(i, t)) H2 ei+2(u) +
i=0

£ 5 ()l ol
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Dabei wird in jedem Summanden von S3(j), S5(j) jeweils mindestens einmal nach v oder w
differenziert, in den Summanden von S;(j) treten solche Differentiationen nicht auf.

3.2.1 Abschitzung von 51 (j)

Mit H1, H3 folgt

i—2 i\ s -2 . i s g ‘ s
<c X MG, ]Z P\ MG =) i+ 1)+ 1)!
A —\i) (j—i+2)k o A = \i) (J—i+2)k p(t)H1=F(i+2)k

L (1) joi_ i+ D+ 1)
< Cyj! §<z) e e G+ 2
CCBIY (0, o)y =i + 1)+ 1),

=G oRetyF L

3.2.2 Abschitzung von Ss(j)

Seiv>1,hi+...4+h, =1,1<h,. Mit H1, H2, H4 erhalten wir

H (95 ) (35'2"1))

(j;€h1+1---ehu+1
N hil...hy!

CCfnp(ha+1) . on(hy + D((he + 1)V (hy + 1)D®
o)Ak ((hy +2) ... (hy +2))kshy!. . by
~ Chnha +1)...n(hy + 1) (ha! . R ) (R + 1) .. (hy +1))°
- o)+ =R ((h1 +2) ... (b + 2))Fs

_Cpn(a+1) . (b + s pts

o(t)+1- k(l + 2)(k=1)s ’

hil.. k!

Daraus folgt (wegen vy +v5 > 0 ist [ > 0):

2 £ 5 b,

i= L%JJrl gtl=5—1i, ! lLi+la=lv1=01v2=0

Z 5;};11)...5;1'/11) Z a;nlwainy2wH
| | | |
hi+..thyy =l1 hl ..h/ul . gty =la ml....ml,2. o
1<h“ IS""LL
G = ol o) it e
- (Z+2)’“ (t)iri=k (g +2)ks( ul'uz')l s
i:LlJ+1 ati=j—i, ! l1+l2=lv1=0rv2=0
4 1>0
y > C%ny(hy + 1) onp(hy, + D15 110
o(t)uF1=k(ly 4 2)(k—1)s

hi+...4hyy =11
1<hy
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Z CEnw(ma +1)...nw(my, + 1)l2!5_11/2!17S
o(t)2 1Tk (ly 4 2)(F=Ds

mit.Amyg=ly
1<my

Mit H1, H3 erhalten wir

(’L + 1)]5 (] _ Z) q|sl i 1 '17512!5711/2!175
il(j — )l ()=
_ (4 DY) T i+ DG )T Cpli+ 1))
i!l S(l/1|l/2 )5 s - !1 S(Vl!l/Q!) —s' - (1/1!1/2!)575/ ’
1 < 1
(i +2)ks(q + 2)ks((I1 4+ 2)(I2 + 2))B=Ds = (i + 2)ks(q+2)5(j — i + 2)(k—Ds
1 45 2°
< < < —
T H2)EDs(g+2)(i+2)0 T (G +2)BDs(g+2)5(5+2)0 T (2

und
1 < 1 _ o o
oit1—kplitl=kplatl—k = pitl—kpl+1-k - 0iT2-2k - oIk’
also
. j—2 I I
. 250)\03]!5 3 . .
S30) < Sy + 2= Y. omGHDGE+) Y (M) Y > D x
i:l_%j-i—l "“li{) l1+l2=lv1=012=0
(CPM)\)V1+V2
XW Z T]U(h1+1)nv(hyl+1) X
172 hit..thyy =11
1<hy
X Z Nw(mi +1)...npw(my, +1)
my+otmu,=la
1<my

3.2.3 Abschitzung von Ss(j)

Seiv>1,hi+...+h,=1,1<h, <h,. Dann folgt mit H1, H2 und H4:

(9z10) . (9z+v)
bt | Bl !

_ c;*n(hl + 1) (=1 + D) ((hr + D (s + DY)
= h!
)

v—1
CP €hi+1:--€h,_1+1€h,

o)+ AR =Y ((hy +2) . (hy—1 + 2)(hy + 1))Esha !
Oy n(ha +1) . on(hy—1 + Dn(hy)(ha! . B (R + 1) . (hy 4 1))°
o(t) Y A=F)=1((hy +2) ... (hy—1 + 2)(hy + 1))F5 (R, + 1)
_ Cp il + 1) oy + Dn(hy )71t
- o)~ ’“(l + 1) Ds(h,, 4 1) '
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Daraus erhalten wir:

15 .
Sa(j) <Cp Z €i42 (i) Z
i=0

q+l=j—1i, li+l=lv1=0v2=
>0

h m
8211)...81"11) oM w...0p Pw
| > D ey e
hi!...h, ! ma!...my,!
hy+..thyy =11 1 V1 2,00 mi+...+myy=ly 1 v2
1<hy 1<my

Die Schreibweise |.||, ., ist dabei so zu verstehen:

b2l (O,
ho<las (Do) Q)

Wir fithren eine weitere Schreibweise ein:

fiir ll Z 12 sei (l<7l>ay<7l/>a77<777>) = (l25l17l/2;yl777w777v)7

und fiir Iy <lg sei (I, 1o, v, vs,ne,ns) = (l1, 12, V1, V2, Ny, ) -

Daraus erhalten wir:

NS,
—

' 3 e e

2,00

LT . . . . 15 lo +v1+rvs
. mali +2)(i +2) (5 CAMST™ 4"
S2(4) SCPZ; (i + 3)ksgit2—F \§ Z Z Z Z (g + 2)ks (v lwp!)t=¢

q+l=j—1i, l1+1l2=lv1=0v2=0
1>0

X Z Crne(hi +1) . on(hy. + 1)1y 1170 .
hitethe o =l< Q(t)l<+1_k(l< + 2)(k_1)5
1<hy
ve—1 -~ y
X Vs Z Cr ns(hi+1)...ns(hye 21+ 1)ns (hoo )IS! .

ey o(t)>=k(l. +1)(k=Ds(h,_ +1)s
1<hy<hyy

Wir schétzen im Folgenden die rechte Seite ab und benutzen dabei H1 und H3:

(l+2)"s (j—z) qlél |s— 1V 11— él |s— 11/ |1-s
(7 —i)lg! ()=

_ (i + 1)%(i + 2)% 5! (gl a!)* T < (j)lsj!s(i—i—l)s(i—i—Q)s < J°Cp(i+1)(i +2)°

7:!175(1/1!1/2!)575/ 7 (1/1!1/2!)575/ - (1/1!1/2!)575/
Vs
(i +3)% (g +2)k((I< + 2) (1> + 1)) B~ (hy, +1)°
< vovs < 25V§+1
=T33 (g 2R+ DEDs (o hy. 1 1)° = (i 4 3)F5(q + 2)F(1 + 1)Es
QSVi+1 QSVi+1

< <
S+ G—i+2)R (G +2)FDs(i+3)°( —i+2)°
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< (8) S < (8) (vs + 1)
“\3) (G+2)FDs(i+3)5(j+2)° ~ \3/) (+2)ks(i +2)
1 1 o

Qi+2_le<+1_le>_k - Qi+2—k+l—k - Qj—k'

Daraus folgt

, . 1)
, 85 C\Cpjl® S
SQ(J)S35Q(t)fk(j‘7+2)ks;m(zm)(zﬂ) ST e S S x

q+l=j—i l1+1l2=lv1=01v2=0
1>0

M\Cp)rtv2(p +1 s+1
X( ACr) I |(sjs' ) Z Ne(hi+1)...nc(hy. +1) | x
(l/l.VQ.) bt T _
1+ Fhy o =lc
1<hy
X Z > (hl + 1) BERR /S (hV>*1 + 1)77> (h’l/>)
hi+t...thyy =ls
1<hy <hys

3.3 Abschitzung von Ey(u)'(t)

Es ist

= o(t) = 7
gzm%fj"(”mv D43 =12 o) +
=0 =0

Yy M (S1(4) + S2(j) + Ss(5)) .

Wir wissen 1 17— 1/2] [Aalloo 7(5) < Chy2 1o (G + 1)n(3), wegen Moo < 1/2 ist

N , N j—2
IR+ 1)k =% i .
Z oft) (i ) S1(j) < CxCpo(t)™! Z (Mxo(t))y) "'n(i +1)(i+1) =
j=2 J: =2 i=0
N-2 N o N-2
= C\Cpot) ™ Y m(i+ 1) +1) Y (Mao(t) ™" < 20xCsM3o(t) > ni+1)(i + 1),
i=0 j=i+2 i=0
N .
t j—k +1 ks .
=2 I’
N j—2 5
s . . (CpMy)rtve
<2 CACBZ DEUNGUSNCESY Z (Mro(®)? > Z A=
j=2 i:LiJJrl <1+l;10 i l1+lo=lv1=0v2=0
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x > b+ 1) (b, +1) > nwlma 1) nw(me, +1)

hi+...+hyy =l my+...tmyy=lg
1<hy, 1<my

Man beachte bei den folgenden Umformungen ¢ > 1. Daraus folgt [ < j, also ist [ < N —1,
lo <N—-1,h,+1<Nundm,+1<N.Dieobige Summe ist dann wegen Mo < 1/2 und
Lemma 3 kleiner gleich

2O S+ i1 Y Y (1)

i=1 Jj=i+2 q+l J i,

I

C M vi+tvg
> oy y G,

l1+lo=lv1=0v2=0

\_/

X Z No(h1+ 1) ...y (hy, +1) Z Nw(m1 +1) ... 7w (me, +1)
hy+...+hyy =11 mi+.Amyy=lo
1<hy 1<my
N-2 N—i—1 1 N—1N-1
<200 Y i+ 1)(i+1) Y 5 3 Z
i=1 q=0 11=0 15=0

U1

< | > (@M YT (b4 1) (b, + 1)

v1=0 hit..thy, =1
1<hy

< | YT @Myt ST (ma + 1) (e, 1)

vo=0 my+. +my27l2
1<WLM
N—-2 N—i— 1
< QSCACBZ (l+1)( +1) Z EX
=1 q=0
N—-1
X (CpMy)" 1y !°~ s Z Z No(h1 +1) . cony(hy, +1) | X
v1=0 li=vq b1t thoy =l
1<hy

(CPMA ) 2wyl Z > me(mi+1) . n(me, +1)

lo=vo mi1+-. +mu2712

HMZ

N—2 N—i—1 1 N-1
< 2°C\Cp Y i+ 1)(i+1) Y % (Z (CpMrEn (v)(£)" 111 ) y
=1 q=0 v1=0
N-1
X (Z (CpMyEn(w)(1))"* vy!® )
vo=0

IN

N-—2 00 2

i=1 v=0
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Analog zeigt man:

s N—2 %) 2
<2050k <§> n(i+2)(i + 2) <Z (CpMAC*)” (v + 1)s+1l/!s/_s> )

v=0

Bei der Herleitung ist dabei zu beachten, dafl fir N > 2 folgt: i +2 < j/44+2 < N/44+2< N
und fiir N =2: j =2, also ¢ = 0 und somit i +2 < N.

Insgesamt erhalten wir damit:

N
(S1(4) + S2(4) + S3(5)) < Cs Z n(i)i.

0 2

En(t) <> () (”‘g’“ﬂ + st) +1(0) (_ki)—(t)) +Exn(£)(®) +Crya > (5 + Dn())
( GOt clm) + En(F)).

Wegen ¢'(t)/o(t) = —C, = —(Cs + Cy3) erhalten wir

((j — k)o'(t)

Q(t) + (j + 1)(05 + C11/2)) = (CS + C'1/2)(1{/’ + 1) = C'evol-

Das fithrt zur gewiinschten Differentialungleichung vom Gronwallschen Typ
EEV(t) < CevolEN(t) + EN(f)(t) VN > Ovt € [07 T]7 (34)

wobei Ceyo tatséchlich nur von vy, wg, A, § und 7', P abhéngt. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

Bemerkung 3.1 Bei genauerer Betrachtung der Rechnungen stellt man fest, daff A auch
von n > 2 Funktionen abhdngen darf. Die Umformungen miissen nur sinngemdjf abgedndert
werden. Dabei ist vor allem zu beachten, daf die Trennung der Summationen von Sa(j) und
S3(j) nicht an der Stelle L%J, sondern bei LQJ—nJ erfolgen sollte.

Bemerkung 3.2 Die Funktion A muf nicht fiir alle (v,w) € R? definiert sein. Insbesondere
geniigt es, wenn A nur in Ks definiert ist.

Bemerkung 3.3 Wenn X\ = A(x,t) € C([0,T],CY(P)) und v € C1([0,T],C(P)) eine pe-
riodische Lésung ist, dann ist En(u) nur fir N =0 und N = 1 definiert und Ungleichung
(3.4) gilt mit N =0.
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4 Spezielle lineare schwach hyperbolische Gleichungen

Wir untersuchen zu gegebenem @ = #(x,t) das Cauchy-Problem

ugt + o (2)b(z, t, T(w, t))ug — o> (2)a(z, t, T(2, 1))ty (4.1)
:f(matvﬁ(m7t>7ﬁt( ) (m)'f)’z( )) V(aj’t) €Q,
u(z,0) =uo(z), w(z,0)=wus(x) VreP

unter den Voraussetzungen

V4.1 o,b,a, f,ug, u1, v, v;1 sind vorgegebene in x P-periodische Funktionen,

V4.2 o,up,u1,vi0,vi1 € Yi(P),

V4.3 bae C'([0,T], XV (Px R1)), 1<s <s,

loc

Va.4 fe (0,7, X5 (P x R3Y),

loc

V4.5 es gibt § > 0,y > 0, so dal mit

Kso:={(z,01,...,0n) :x € P,|0; —vio(z)| <6}, Ks:=Ksox1[0,T)

gilt:
b2(‘r7ta(pla .. a(pn) +4a($7t7¢1’ .. aSDn) Z v V(I‘,t@l, .. aSDn) € K(S;
V4.6 v; € C'([0,T],Y5((P)), wv; P-periodisch und v;(z,0) = vio(z), wvi¢(z,0) = vi1 (),
(ZL', t,’U( t)ﬂ?t( ) (QZ‘)’UI (:L', t)) € Kf,zi V(ZL', t) € Q7 wobei

Ky = {(2,t,6,9,7) : (2,8, 8) € Ks, [t —vaa ()] < 8, |n; — o(2)vio,0 ()] < 5}

Wir setzen

Mo, 1,8) = 5o(2) (b, 1,) £ VI, 6 9) 105, 6,9)) = o), 1,9,

(91' = 81(1}) = 8t - )\i(xvta ﬁ(zat))afﬂ

und definieren die Energie Eﬁ)(u)(t) = En(u)(t) + EN(GYJ)U)(t) + EN(8§U)U)(1€). Es gilt
folgendes Lemma:

Lemma 4 Sei Ex(v;)(t) < Cy VN, i,t € [0,T]. Wir setzen weiterhin voraus, daf fir FPunk-
tionen v; mit dieser Eigenschaft En(5;)(t), En(1/(B2—01))(t) < Co VN, it € [0,T) erfiillt
sei. Dann gibt es Konstanten C§, C3', so dap fiir alle u € C'([0,T],Yo(P)) gilt

En (up)(t) < CREY (w)(t) VN, t € 0,1,

En(ou,)(t) < CHEY (u)(t) VN,t € [0,T).
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Beweis Es gilt

01— 0o
pr— 4.2
%= TN (42)
n M
0= 5t e (4.3)
Damit folgt
B2 B
En(ut) < CproaEN En(01u) + CproaEN En(O2u).
B2 — B1 B2 — B

Mit Cé = sz 4C3 folgt die Behauptung. Den zweiten Teil des Lemmas beweist man analog,
wobei C} := CproaCa.

Mit diesen Beziehungen beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 4.1 Die Voraussetzungen V4.1 — V4.5 seien erfillt. Dann gibt es eine skalierende Funk-
tion o(t) und Konstanten C** > 0,0 < T* < T, so daf§ (falls v;(x,t) die Bedingung V4.6 und

die Ungleichungen 5](\7) (v;)(t) < C*™ VN,t € [0,T*] erfiillen) fiir jede periodische Lésung
u(z,t) von (4.1) gilt:

1
W (u)(t) < 507 VNt (0,77,

4.1 Vorbereitende Uberlegungen fiir den Beweis
Es ist
01001 = ug + o (x)b(x, t, V)ugs — o (x)a(x, t, 0)uee + (M (2,1, V) Aag (2, 1, T) — Aot (2,1, 7)) Ug.

Die Differentialgleichung kann also umgeformt werden zu

(8182 + A101 + Agag) u = f(l‘,t, 17, ﬁt, O”UZ) mit A; = ﬁ ()\2,5 — )\1)\21) R Ay = —A;.
2 — A1
An einer spiteren Stelle des Beweises verwenden wir eine Funktion As, sie ist definiert durch
1
Ag : ()\2)\193 - )\1)\235 + )\215 - )\1,5) und erfiillt [82, al]u = A3(81 — 62)u

T — N\

Die Funktionen A; sind Gevrey—Funktionen in x, U, ¥y, o¥,. Hierfiir ist wesentlich, dafl o
nicht von ¢ abhéngt.

Das heifit, es existieren C'y, M4 mit
;AT A aF Lo o I (I Lo
|0J0LOT Ok Ay(w,t, &, 0, )| < Caday ] *"“"7(](. +2)k3 V(x,t, @9, 7) € K.
Hierbei sind I = (Iy,...,ln), M = (m1,...,mn), k = (k1,...,ky,) Multiindizes und es gilt
[I| =l+.. .+l und Il = {4!-...-1,,! (fiir die anderen Multiindizes entsprechend). Weil die Wur-

zelfunktion in [y, 0o) analytisch ist, folgt mit Lemma 2 Ay, Ay € C1([0, 7], Xl(os(f, """ S/)(thﬁo)),
also gibt es C)y, M, so daf
- La '!sﬁs/
IO (2,8, @) < OXMITT L2 y(z 1 5) e K
| e} (ZC, 7%0)|— A A (]+2)ks (‘r7 )(p)e d
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Jrene
(G +2)r
Dieselben Abschéitzungen mogen gelten, wenn man A; durch \;; ersetzt. Weiterhin verlan-

gen wir, dafl dhnliche Ungleichungen gelten fiir 3,32 mit Konstanten Cg, Mg. In diese
Abschétzungen sei auch 1/(f2 — 1) einbezogen. Wir wéhlen Cy und My so, dafl

1030L 0, Ai(, 1, @) < Cy Mt V(a,t,7) € K5, Vk=1,....n.

o i i+ 7 1 (@D
(050507 0% f(w,t, 8,6, 7)| < Cpay T ﬁ Y(a,t, 3,9, 1) € K.

Wegen V4.2 gibt es Konstanten Cy, My, so daf3

19201l , [[05uoll, s 05l , 10 wolly  [| 95 violl » [ O5via [0 will, < CoMgit™.

4.2 Beweis des Satzes
4.2.1 Konstruktion von o(t), C** T*

Nun legen wir die Funktion o(t) fest: Wir wihlen gg so, dafl

1 1
0<o00<1, opoMy<z, ooMpg<-, o0oMs<

1 1
M < — M, < —.
=5 =9 <) f_2, 00 0_2

1
2 3
Wir setzen C** := 3maxi<;<n supNZO{EZ(\;J) (u)(O),EJ(\;J) (v;)(0)}. Falls sich dabei der Wert 0
ergeben sollte, wiahlt man C** > 0 beliebig.

Dieses C** erfiillt die Voraussetzung (3.2) an C* aus Abschnitt 3 (die Funktionen vy, ..., vy,
iibernehmen die Rollen von v, w aus Abschnitt 3, vgl. Bemerkung 3.1). Wir kénnen also analog
zum Satz 3.1 die Konstanten C,, Ceyor und die skalierende Funktion o(t) = g¢ exp(—Clt)
wéhlen.

Die Funktionen wv;(x,t) seien gemidfl den Voraussetzungen des Satzes gegeben. Weil

5](\7;) (v;)(t) < C** VN, kénnen wir (man vergleiche Lemma 2 und Lemma 4) gleichméBig fiir
jedes N und unabhingig von ¥ die Energien En(A;(x,t, 0,0, 00)), En(f(z,t,0,0;,00;))
abschitzen durch Konstanten C7) = C3(C*), C7 = C3(C™).

Nun wird T™ festgelegt. Sei Cg 1= 3Cpr0dC) + Cevot + 1. Die positive Konstante 7" < T'
wird so gewahlt, daf3

1 ! 1
gC**eCGt + 2/ eCG(t_T)C; dr < 50** Vit € [0,T].
0

4.2.2 Herleitung der Energieabschitzung fiir u

Wir nehmen an, daf§ es eine periodische Lésung u(x,¢) von (4.1) gibt. Nun wollen wir Ener-
gieabschéitzungen fiir v herleiten. Es ist 910ou = 0102u, daraus folgt mit Satz 3.1

EN(&QU)/(t) < EN((’)lagu)(t) + CevolEN(ag’u)(t)
< EN(f)(t) =+ EN(Alc’)lu)(t) + EN(AQ&QU)(t) =+ CeUOlEN(ag’u)(t)
<En(f)(t) + CproaCh (En(01u)(t) + En(02u)(t)) + Cevor En (O2u)(t).
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Weiterhin ist
EN(agalu) < EN(alc’)gu) + EN([ag, al]u) < EN((’)lc’)gu) + EN(A361U) + EN(AgaQU).
Daraus folgt mit 0201u = 02011

EN (alu)’(t) < EN (8261U)(t) + CevolEN (61u) (t)
< EN(alc’)gu)(t) + EN (A351u)(t) + EN(AgaQ’U,)(t) + CeleN((’)lu)(t)
<En(f)(t) +2CproaCh (En(01u)(t) + En(02u)(t)) + Cevor En (01u)(t).

Aus 01u = d1u erhalten wir En (u)'(t) < En(01u)(t) + Cevor En (u)(t).
Das ergibt zusammen
EN (u) (1) <2BN (£)(1) + CatRy (u) (1), (44)

Nach Anwendung des Gronwallschen Lemmas ergibt sich
(v) 1 c e 1
E9W)(H) < 50 Gt+2/ DB (f)(r)dr < 5O YNt 0,17
0

Bemerkung 4.1 Dieser Satz wird im folgenden Abschnitt verwendet werden. Die Vorausset-
zungen V4.1-V4.6 werden durch die entsprechenden Voraussetzungen V5.1-V5.6 garantiert.

Bemerkung 4.2 Wenn a = a(z,t) € C1([0,T],CY(P)), b = b(z,t) € C*([0,T],C*(P)),
f = f(z,t) € C([0,T],CHP)) gilt und u € C?([0,T],C*(P)) eine periodische Losung ist,
dann gilt wegen Bemerkung 3.3 die Ungleichung (4.4) mit N = 0.

5 Spezielle quasilineare Systeme schwach hyperboli-
scher Differentialgleichungen

Wir betrachten das schwach hyperbolische Differentialgleichungssystem

Wi gt + o (2)b(2, t, @2, 1)) i pe — o2 (@)alz, t, @(2, 1)) Ui 2o (5.1)
= fi(x, t,U4(x, t), @ (z, t), o(x)ty (2, ) Y(z,t) €Q,i=1,...,n,
’LLZ(ZL',O) :’U,io( ), uiyt(z,()) = ’U,il(l') VY cP.

Dabei setzen wir voraus:
V5.1 o,b,a, f;, u;0,u;1 sind P-periodisch in x,
V5.2 0,u0,uin € Y7 (P),

V5.3 ba € C1([0,T], X5 ) (P x R")),

loc

V5.4 f; € ([0, T], X2 (P x R3™)),

loc

V5.5 b2(x,t, @) + da(x,t,§) > v >0 Y(x,t,p) € Ks.

24



Analog zu Abschnitt 4 definieren wir Ky = {(z,t, g, 1;, 7) ¢ (z,t) € Q,lp; — uio(x)] <
6, i —ua(@)] <0, ni — o(2)uio e ()] < 6}

Die Untersuchung von (5.1) fithren wir auf die Untersuchung linearer Hilfsprobleme zuriick.
Als Hilfsproblem betrachten wir mit einem beliebigen ¥(z, t)

et + o()b(z, t, T(x, b)) ¢ — o?(x)a(z,t,v(z, 1)) Ui ze (5.2)

= fi(z, t,0(z, t), Ui (2, 1), 0(2)0p (2,t)) V(zr,t) €Q,i=1,...,n,
ui(z,0) =wuio(x), wi(z,0) =un(z) VreP

unter den Voraussetzungen

V5.6 v; € C*([0,T],Yo(P)), wv; P-periodisch und v;(z,0) = uio(z), vit(z,0) = uii (),
(x,t,0(x,t), Uy (x, ) o(z)ty(z,t)) € Kf5 Y(z,t) € Q.

Als Energie definieren wir 51(\}})(12') () := maxi<i<n 5](\7) (u;)(t). Wir beweisen folgenden Satz:

Satz 5.1 Die Voraussetzungen V5.1 — V5.5 seien erfillt. Dann gibt es eine skalierende Funk-
tion o(t) und Konstanten C > 0, 0 < T* < T, so daf$ (falls U(x,t) die Bedingung V5.6 und

die Ungleichungen 5](\7) (U)(t) < C VN,te€[0,T*] erfillt) fir jede periodische Lisung @(x,t)
von (5.2) gilt:

W (@)(t) < gC VN, t e [0,T],
(x,t, U4z, t), (2, t), 0(x)Uy (2, 1) € Kf(; V(x,t) € Q@ := P x [0,T7].

Beweis Wir wihlen g9 wie im vorigen Abschnitt angegeben. Wir setzen C :=
SSupNZOEZ(\;J)(U)(O) = BSupNZOEZ(\;L)(U)(O). Nach Satz 4.1 erhalten wir, da es ein
positives T3 < T gibt, so dafi (falls 51(\7)(17)(1?) < C VYN,t € [0,7y] und
(@, t,0(z,t), Uy (x,t), 0(x)Tp(x,t)) € Krs5 Y(x,t) € P x[0,11]) fiir jede periodische Losung
von (5.2;) gilt:

W (us)(t) < c VN, t € [0,T}].

Es bleibt zu zeigen, da§ ein positives T* < T} existiert, so daf 51(\7)( @) (t) < 2C VN,t €
[0,T*] und (x,t,U(x,t), U (z, t), 0(x)ty(z,t) € Kps V(z,t) € Q.

Wegen En(v;)(t ) < C VN und Lemma 2 sind fiir jedes N die Energien En(5;(x,t,7)),
En(Bii(x,t,0)), E (ﬁz v; (2,1, 7)) kleiner als eine feste Konstante Cj = Cj3(C). Dabei ist
i=1,2,j=1,...,n (mit §;, ist nicht die totale Ableitung nach ¢ gemeint, sondern die
partielle).

Wir wihlen 0 < T5 < T so klein, dafl mit C,, := ZC’E + ZHCPTOdC’EC’éC’ gilt:

t
1
Cova =10 dr < ———— VYt e [0,T:
< 2/-
/0 GCprodCII [ ) ]
Wir setzen C, = ||0| o, Ca = maxg;lal, Cp = maX§K5 |b], Cy = maxg,, |f| und wihlen
— 3 - 29 — 20 5
Ty = omeisel T, = orotoa, Ts = G TCr0l0C, G, 1020,0r0" wihlen Tg > 0 so, daf3

00 > 0(Ts) > 00/2 und setzen T := min{Ts, T3, T4, T5,T6}.
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Aus 51(\1,’) (@) < C/2und Lemma 4 folgt En(u; ) < C’éC/Q und Ey(u;) < C/2. Daraus folgern
wir [|ug ey, < CéC/Q, it |, < CéC/Q, Ui, twally < CéC/Q, lwi,wazlly, < C/oo und

somit  |luigll. < CpCC,  uisello, < CpCIC/2,  |ltimelloy < CpClon.
Dann gilt fiir t < T% |u;(x,t) — wio(z)| < 6 und |o(x)u; » (2, t) — o(x)ui ()] < 0.

Aus der Differentialgleichung entnehmen wir [Ju; || ., < Cy+CoCoCpCLC/2+C2C,CpC/00.
Durch die Wahl von T ist gesichert, dal |u; (z,t) — w1 (z)| < 6, falls ¢ < T*.

Also ist (z,t,td(x,t), Uz, t), 0(x)Uz(z,t)) € Kps fir t < T*. Damit ist folgende Energie
wohldefiniert:

E(@)(t) = xmax { Bw(w)(t) + En (0] i) (1) + Ex (25" ui)(0)}

1<i<n

Es ist Ex (0" u)(t) < En((0r — M (2,6, 7))ui0)(t) + Ex((Ar(2,t,5) — M (2,8, @) uig ) (1)
Daraus folgt

EN () (1) < €N (wi) (1) +
+ EN(()\l (l‘, t, ’U) -\ (l‘, t, U))uz,w)(t) + EN(()\Q(.Z‘, t, ’17) — )\2(1‘, t, ﬁ))’u,l@)(t)

Bs gilt A (¢, 8) — M\ (2, ¢, @) = o(2)(Br(,t, ) — Bi(z, t, @) =: o(2)a(z,t). Dann ergibt sich
En (M (2, t,0) — M (2,8, @) ) () < Cproa En (B1(, £, 7) — Bi(z,t,@)) (t) En (oui o ) ()
< 5 CoreaC CE ()(1).
Aus (0p — 00;)a(z,t) = au(x, t) folgt zusammen mit a(x,0) =0
Ey(a)(t) < En(a)(t) + Cevar En(@)(t), also
En(a)(t) < /0 t eCerrt =T B () (T)dT YN, t € [0,T%].
Es ist ay(z,t) = Pule,t,0) — Pule,t, @) + 35_, Bro, (2,1, 0)vje — Puo, (2, t, @)uje. Wegen

51(\7;) (@) < C/2, 51(\7;) (v) < C, Lemma 1, Lemma 2, Lemma 4 und der Wahl von C}, Cy
ist En(a)(t) < C, fiir alle t < T,

Damit ist Enx((A1(z,t,0) — (2, t, @))ui ) (t) < %CpdeéICEN(a)(t) < +5C. Daraus erhal-
ten wir 5](\7) (W) < 2C.

Nun beweisen wir einen weiteren

Satz 5.2 Das System linearer schwach hyperbolischer Gleichungen (5.2;) i =1,...,n besitzt
eine globale periodische Losung im Raum C?([0,T],Y:,(P)).

Beweis Es geniigt zu zeigen, dafl die Gleichung

gy 4 ob(z, g — 02a(x, uge = fla,t), u(z,0) = @o(x), us(z,0) = (x) (5.3)

eine globale Losung besitzt, wenn a,b € C([0,T), Y, (P)), f € C([0,T],Y$,(P)), 0,00, 1 €

Y3o(P) und b* 4+ 4a > v > 0.
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Wir ndhern die periodischen Funktionen o, b, a, f, o, @1 durch periodische analytische
Funktionen oy, by, Gn, fn, Yon, p1n an, so dafl

On =0, $on = %0, Pin— @1 im CFTH(P),

an —a, by, —bim C([0,T],C*(P)),

fu— [ im C([0,T], C*(P)),

bi+4an2g.

Das Problem

Utt + Onbp (T, ) Ut — 0o an (T, ) Uge = fol,t), w(z,0) = on(x), u(z,0) = p1,(2)

hat nach dem Satz von Cauchy-Kowalewskaja eine periodische, analytische, lokale Losung
u, im Intervall [0,7). Da alle vorkommenden Funktionen analytisch und periodisch sind,
konnen wir auch hier Energieabschiitzungen (s = 1) herleiten und erhalten En(u,)(t) < C,
falls N > 0 und 0 <t < 7. Das garantiert zusammen mit der Eindeutigkeit, daf u,, und uy,
als analytische Funktionen von z in ¢ = T,; eindeutig fortgesetzt werden konnen. Nun 148t
sich der Satz von Cauchy-Kowalewskaja ein weiteres Mal anwenden, und man erhélt, daf} die
Losung w,, im Intervall [0, T;*), T > T, existiert.

Es 1d8t sich auf diesem Wege zeigen, dafl u,, im gesamten Intervall [0, 7] definiert ist.

Nun betrachten wir zwei solche Lésungen uy,, ty,. Wir setzen w := u, — u,, und erhalten

Wyt + OpbpWet — U%anwm = fu— fon + (Ombm — 0nbn)Umat —
_(Ugnam - gian)umzz;
’LU(Z',O):(pon — Pom; ’LUt(:L',O) = Pin — Pim-

Ungleichung (4.4) liefert nach Anwendung des Gronwallschen Lemmas und einigen Vereinfa-
chungen

[wll g2 + 1wl g2 < Cr—2(T) ( lpon = omll g1 + l1n = Prmll g2 +

t
+/ ||fn - meHk—2 + ||Unbn - Umbm||ck—2 + Ho'ian - UznamHCkfz dT),
0

denn {u,} ist im Raum C'([0,T],C*(P)) eine beschrinkte Menge, da En(u)(t) < C fiir
alle 0 < ¢t < T, alle u € {u,} und geeignete N gilt. Folglich ist {u,} eine Cauchyfolge
im Raum C1([0,T], H*=2(P)). Aus der Differentialgleichung erhalten wir, dafl {u,} gegen
eine C2([0,T], H*=3(P))-Loésung von (5.3) konvergiert. Aus der Energieabschitzung folgt die
Eindeutigkeit dieser Losung.

Weil diese Uberlegungen sich mit jeder natiirlichen Zahl k durchfithren lassen, folgt die Exi-
stenz einer C2([0,T],C*°(P))-Losung von (5.3). Diese mufl dann (wegen unseren Energie-
abschétzungen) sogar eine Gevrey-Losung sein.

Damit ist der Satz bewiesen.
Nun werden wir ein Existenzresultat fiir quasilineare Systeme beweisen.
Satz 5.3 Das quasilineare System (5.1) hat unter den Voraussetzungen V5.1-V5.5 eine lo-

kale Lésung in der Menge der periodischen Funktionen aus dem Raum C*([0,T*], Y, (P)),
wobet T die Konstante aus Satz 5.1 ist.
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Beweis Wir definieren X; = (C*([0,7%],N¥_oW3 (P)))", i = 0,1,2 und wihlen zwei
Mengen M, M’ C X;:

M = {¢ € X; : ¥ ist P-periodisch , 0(x,0) = tp(x),

)
VN,t €10, T*], (x,t, 0(z,t) z,t))
M' = {# € Xy : ¥ ist P-periodisch , #(z,0) = (), T (x,0) = i1 (x), E (D) () < %c
VN,t € [0, 7], (x,t,0(z,t),0:(z,t),0(x)0,(2,t) € Kfs V(x,t) € Q*}.

Wir wissen, da8 fiir jedes ¥ € M das lineare Problem (5.2) genau eine periodische Lésung
@ € X5 besitzt. Nach Satz 5.1 liegt dann @ in M’. Diese Abbildung ¢ — @, M — M’ nennen
wir ®. Sie ist stetig, denn aus ¢, — ¥ in X; folgt b(z,t, 7, ) — b(z,t,7), a(z, t,v,) — a(x,t, V)
im Raum Xy und f;(x, ¢, Ty, Un ¢, 00n5) — fi(z,t, 7,0, 00,) im Raum Xo. Weil die Losungen
linearer schwach hyperbolischer Systeme stetig von den Koeffizienten abhéngen, folgt u,, — u
mit Konvergenz im Xs.

Wir verwenden folgendes
Lemma 5 Es gilt conv(M') C M.

Beweis des Lemmas Seien v,w € M’', 0<wv,u, v+p=1.Dannist vv+ pw periodisch,
erfiillt die Anfangsbedingungen und es gilt (z, ¢, (V0 + p), (VT + pw) s, o (VT + p),) € K5,
falls (x,t) € @*. Firi=1,...,n folgt

EVTTH) vy + ) = En (vvi + pwi) + En (vvr + pawn)e — M (, £, v + ) (vor + paoy)a) +
+En((vv; + pw;)e — Aa(x, t, v0 4+ pdd) (vo; + paw;) )
<VEN(v;) + pEx(w;) + vEN (0" 0;) + vEN (A1 (2, T) — M (2, &, v + 1010) )vi.0) +
+uEN (08 w;) + pEn (A (2, t, %) — A (2, t, 07 + b)) )wi p) +
+VEN(050;) + vEN (A2 (2, t, §) — Ao(@, £, 05 + i) )vi.0) +
BN (08 w;) + pEn (Mo (2, £,18) — Aa(, t, U + i) Jwi o).

Esist En((M(z,t,0)= A1 (x, t, vT+pd) )v; 4) < %CpdeéICEN(Bl (x,t,0)— 1 (z, t, vT+pd)).
Wir setzen a(z,t) = f1(z,t,0(x,t)) — f1(x, t, (v + pw)(z,t)). Dann erhalten wir wegen
a(x,0) = 0 entsprechend dem vorhergehenden Beweis zu Satz 5.1

¢

Ex(a)(t) < / (Cevatt=7) B (00)(7) dir.
0

Es gllt Oét(l' t) - ﬁlt($5t7ﬁ) - ﬁlt(x7ta vii + M’LU) + Z;'lzl ﬁlvj (,fC,t,’U)’th - ﬁlvj (.I',t, v +

pw)(v0; + pd;),. Wir wissen En(v;) < 2/3C < C, Enx(vvj; + pw;) < 2/3C < C und

En((vo; + pw;)e) < vEN(vje) + pEx(wje) < C4C. Nach Wahl von C3(C) folgt damit

En(at) <2C5(C) + QnCE(C)CpdeéC = C,. Daraus schlieflen wir

1
E t) < ———, fallst <T™".
¥(@)O) < g, flls e
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Also ist En((M(z,t,7) — A (x,t, 00 + pd) )v; ) < C/9. Daraus folgt
vv w 2 2
L) (s + pw;) < sC+g0<c

Damit ist das Lemma bewiesen.

Nun haben wir alle Mittel fiir die Anwendung des Satzes von Schauder—Tychonoff in der
Hand. Wir wissen, dal ® die abgeschlossene, konvexe, nichtleere Menge conv(M') in sich
abbildet.

Aus dem Differentialgleichungssystem erhalten wir, dafl es Konstanten Cn gibt, so daf fiir

die Losung @ gilt: [lug (., t)[,~» < COn fiir alle N > 0 und alle 0 < ¢ < T*. Dabei héngen
2

die Cn nicht von @ oder ¥ ab.

Also bildet @ die Menge
K := conv(M') N {ﬁ €Xo: sup |uiu(,t)|y~y <Cn VN, i=1,... ,n}
0<t<T> 2

in sich ab. Die Menge K ist beschrénkt und konvex in X;. Mit dem Satz von Arzela—Ascoli
und der Montelraumeigenschaft von N3F_, W4 (P) erhalten wir, daB K sogar kompakt in X;
ist. Nach dem Fixpunktsatz von Schauder—Tychonoff besitzt dann die Abbildung ® einen
Fixpunkt in K. Damit ist die Existenz einer Losung gesichert. Daraus folgt die Behauptung
des Satzes 5.3.

Wir zeigen einen weiteren

Satz 5.4 Unter den Voraussetzungen V5.1-V5.5 hat das quasilineare System (5.1) héchstens
eine periodische Lisung @ € (C*([0,T*],C?(P)))™.

—

Beweis Seien u, U zwei periodische Losungen. Wir setzen @ = @ — ¢ und erhalten

wi,tt +0-b(x;t7ﬁ)wi,lt - U2a($at7ﬁ)wi,ll fz( _’ U 0-_» ) fi($5t767 Utaaﬁm) -
— o (b(z,t, 1) — bz, t,0))vs 21 + 0*(a(z,t, u) a(z,t,7))vi zz-

Es ist

1
b t,0) = b ti) = [ Ot T+ (@ - 1) ds
0 S

1 -
:/ Vb(z,t, @ + s(T — @) ds - (U — i) = bz, t)w(z, 1),
0
dabei ist b(x,t) periodisch. Nach dhnlichen Umformungen erhilt man

Wy gt +ob(x, t, W)w; 41 — o?a(z,t, W)W gz + Z (bij(z, t)w; + cij(x, t)w; s + odij(x, H)w; ) = 0.
j=1

Wir fassen die Summe als rechte Seite auf und folgern mit Bemerkung 4.2 (N = 0)

S (wy) () < CE™ () (8).
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Daraus erhalten wir wegen w(x,0) = 0, w;(x,0) =0
t t
£ (wi)(t) < © / £ (@) (7) dr, also £ ()(t) < C / E()(7) dr.
0 0

Wenn man nun das Gronwallsche Lemma anwendet, folgt é'éu) (@) = 0. Damit ist die Ein-
deutigkeit periodischer Losungen nachgewiesen.

Bemerkung 5.1 Dem letzten Satz entnehmen wir, daff erst recht ein lineares System
héchstens eine periodische Lésung im Raum (C?([0,T*], C%(P)))"™ haben kann.

6 Voll nichtlineare periodische Gleichungen

Nun kénnen wir die Sétze 2.1, 2.2, 5.3, 5.4 zusammenfassen zu einem Existenz- und Eindeu-
tigkeitsresultat fiir das Cauchy-Problem (0.1).

Dazu setzen wir voraus:

I Die Funktion F(0%ua2, cuia, u11, oug, U1, u, x,t) € CQ(I,XZ(OSC """ s'9)

offenen Menge M C RS, wobei I ein geeignetes Zeitintervall ist.

) sei definiert in einer

II Fiir die Ableitung F3 gilt F3 > « > 0 {iberall in M (wir verwenden die im Abschnitt 2
eingefiihrte Schreibweise).

Das heif3t, daf die durch F(Ungg, oula,U11, U2, U1, U, T, t) = 0 beschriebene Menge des RS

sich darstellen 148t durch uy; = G(0%uaa, ouia, ouz, Ui, u, z,t), wobei G € C?(I, XZ(OSC, """ S,’S)).

Auflerdem nehmen wir an:
IITI In M gelte (FQ/F3)2 — 4(F1/F3) Z ol > 0.

Dann ist uy = G(0%Uyg, OUgt, OUL, Ut, u, T,t) eine schwach hyperbolische Differentialglei-
chung mit Ortsentartung.

Weiterhin setzen wir voraus:

IV Es existieren ein kompaktes Intervall P C R und periodische Funktionen (), ¢1(x) €
Yo (P), so daB

®2 ((E) = G(U(x>2§00,mma 0’(1‘)901@’ 0’(1’)(,00@, ®Y1, %0, T, 0)
definiert ist und die abgeschlossene Menge
{(0(2)*00,00(2), 0 (2) 1,0 (2), p2(2), 0 () 0,2 (), 1 (), po (), 2,0) : = € P}

enthalten ist in der im R offenen Menge M N {t = 0}.
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Dann existiert ein > 0, so daf} mit

Kr5.0 = {(u22, u21, u11, u2, u1,u0,x) : ¢ € P, |use — 0(2)%00 42 (2)| <6,
lu21 — o(z)p1,0(2)| <6, |uir — p2(2)| <6,
lug — o (2)po,z ()] <6, |ur —pi(2)| <6, |ug — po(z)] <6},
prg = prgﬁo X [O,T]

gilt: Kps0x {0} C MN{t=0}.
Die positive Konstante T sei so gewéhlt, dal Kps C M. AuBlerdem setzen wir voraus:
V Die Funktionen F, o, ¢q, ¢1 sind in & P-periodisch.

Dannn gilt der Satz:

Satz 6.1 (Existenz und Eindeutigkeit fiir voll nichtlineare Cauchy-Probleme)
Unter den Voraussetzungen I, II, IIT, 1V, V hat (0.1) genau eine Lisung in der Menge
der periodischen Funktionen des Raumes C*([0,T*),Y;((P)).

Der Beweis folgt aus den Satzen 2.1, 2.2, 5.3, 5.4.

Bemerkung 6.1 Dieser Satz schliefst nicht aus, daf8 das Cauchy-Problem (0.1) aufler der
periodischen Ldsung noch eine weitere, dann aber nichtperiodische Ldsung besitzt. Im Ab-
schnitt 8 werden wir einen anderen Zugang verwenden, um diesen Fall auszuschlieflen.

7 Untersuchungen zur ("*°-Korrektheit

In der Literatur ([2], [3]) wurden C°°-Aussagen fiir recht spezielle schwach hyperbolische
Anfangswertprobleme mit Hilfe der Nash-Moser-Theorie hergeleitet. Im Unterabschnitt 7.1
soll skizziert werden, warum es nicht gelang, diesen Satz von Nash und Moser auf Anfangs-
wertprobleme

Ut — F(U2u$$; OUgt, OUg, Ut, U,.’L‘,t) =0, U(.%‘,O) = UQ(ZE), Ut(l‘, 0) = Ul(l‘) (71)

anzuwenden.

Spéiter werden wir einen anderen Zugang verwenden, um quasilineare Probleme
gy + ob(z, ) ugr — o2a(x, gy = f(x,t,u, up, ouy) (7.2)

auf C*°-Korrektheit zu untersuchen.

7.1 Nichtlineare Anfangswertprobleme

Wir betrachten das Anfangswertproblem (7.1). Dieses soll in einer geeigneten Menge, die von
den Anfangsdaten abhingt, schwach hyperbolisch sein. Die Funktionen o, ug, u1, F' sollen
P-periodisch in  und unendlich oft differenzierbar sein.

Bei unseren Untersuchungen wollen wir die Nash-Moser-Theorie verwenden. Deshalb
zuniichst eine Zusammenstellung der grundlegenden Aussagen dieser Theorie (vgl. [6]):
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Ein Frechet—-Raum F heifft GRADED SPACE, wenn er durch eine aufsteigende Folge von
Seminormen topologisiert wird, das heit || f[|,, < ||fl,,,, n=1,2,..., f € F.

F, G seien graded spaces, U eine Umgebung aus F', P eine nichtlineare Abbildung von U
nach G. P erfiillt eine TAME-ABSCHATZUNG in U, genau dann wenn es b, > 0 gibt,
so daB fiir alle f aus U gilt:

PN, < Cu(L+ [ fllyr)s n >0

U sei eine offene Teilmenge aus F', P eine Abbildung U — G. P ist TAME, genau dann wenn
P eine tame-Abschitzung in einer Umgebung eines jeden Punktes f aus U erfiillt.

P ist REGELMASSIG TAME, genau dann wenn P unendlich oft differenzierbar ist und alle
Ableitungen von P tame sind.

Beispiel Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, ;G = C'*°(X). Dann ist z. B. jeder (nicht
notwendig lineare) Differentialoperator der Form L(x,u,d,u), wobei L in allen Argu-
menten C'*° ist, regelméfBig tame.

Nash-Moser-Theorem Seien F, G tame-Raume, U C F, U offen. P : U — G sei regelméfig
tame. Wir setzen voraus, daf} es fiir jedes v € U und jedes k € G genau ein h € F
gibt mit DP(u)h = k und definieren h =: VP(u)k. Sei weiterhin VP : U x G — F
regelméfig tame.

Dann ist P lokal invertierbar und jede lokale Inverse ist regelméfig tame.

Diese Theorie wollen wir nun anwenden. Als tame-Raume wihlen wir die Rdume der in z
P-periodischen Funktionen

F=C?([0,T],C®(P)),
G =C([0,T],C®(P)) x C™(P) x C(P)

mit den Normen

[z = sup {ILfC Ol gn + [1feC Ol g+ | feeC Ol g d
te[0,T)

(91592, 92) | . ::ts[up g1 Ol g + 1920l g + g3l g -
S

)

Fiir die Abbildung P : FF — G wihlen wir
P:u Pu= (uy — F(0°Upg, OUgt, OUz, ug, u, - t), u(, 0) — ug(L), ue (-, 0) — ui () -
Nun konstruieren wir die offene Menge U C F'. Dazu sei
1
w(x,t) := ug(x) + tug (x) + §t2F(02u0m, OULz, OUQg, UL, Ug, T, 0)

und
U::{uGF:||u7w||F7m<C'm, m:O,l,...,mO}. (7.3)

Die Abbildung P bildet U in G ab. Wir untersuchen P(U). Es ist
P(w) = (g(,1),0,0) mit g(x,0) = 0.
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Also gibt es ein g € C([0, T], C*°(P)) mit g(x,t) = tg(z,t). Wir wihlen eine C°°-Funktion ¢
mit

p(t)=0fiir t <1 und p(t) =1 fur t > 2.
Dann gilt in der Topologie von G

(w <£) g(z,t),(),()) — (g(x,6),0,0), falls £ — 0.

Folglich gibt es ein ¢y > 0, so dafi (falls T < g¢) die Funktion (0,0,0) in P(U) liegt. Die
Konstante T kann also nicht beliebig grof§ sein. Deshalb kénnen wir héchstens die lokale
Existenz, nicht aber die globale Existenz nachweisen.

Falls P in U lokal invertierbar wére, dann gébe es eine Funktion u* € U mit P(u*) = (0,0, 0).
Damit wére das Anfangswertproblem gelost.

Wir priifen nach, ob die Voraussetzungen des Satzes von Nash-Moser erfiillt sind:

Die Rdume F, G sind tame-Riume, U ist in F' offen. Geméafl obigen Beispiels ist P : U — G
regelméfig tame.

Die Frechet-Ableitung von P lautet
DP(u)h = (hy — F10%hyy — Fyohgs — F3oh, — Fyhy — Fsh, h(.,0), he(., 0)) -

Bei der Wahl von U sei die Konstante C aus (7.3) so klein gewihlt, dal DP(u)h = k mit
u € U eine schwach hyperbolische Differentialgleichung fiir h darstellt. Diese ist dann in der
Menge der periodischen Funktionen eindeutig losbar. Dann existiert die Abbildung

VP:(uk)—h, VP:UxG-—F.

Zu untersuchen ist, ob VP regelméafig tame ist. Wir wollen zuerst der Frage nachgehen,
ob VP tame ist. Sei dazu (u°, k%) € U x G beliebig gewiihlt. Es ist zu untersuchen, ob es
Konstanten b,r und eine Umgebung V von (u, k°) gibt, so dafl

IV PG, k) gy < Co (1 0l g+ 1)
gilt. Diese Umgebung V koénnen wir beschreiben durch
V={(uk)eUxG:|u—u|| <Cp, mel0o,m], |k—-& <Cp, mel0,m]}.
Die Gleichung DP(u)h =k, k = (k1, k2, k3) kann man umformulieren zu
(0102 + A101 + A202)h = k1,  h(x,0) = ka(z), he(z,0) = ks(x),

wobei 0; = 0¢ — A\i(x,t,u)0,, A; = A;(x,t, u, ut, ou, ). Bei der Definition der Energien wihlen
wir s = 1 und ¢ = 1 und erhalten

eV (R () < ConEW (h)(t) + 2En (k) (t)

mit Co N = 3CproaCh + Cevor + 1 und C% = maxyepo,1)(En (A4;)(t)). Man konnte natiirlich
s und ¢ anders wihlen (z.B. s = 0), aber dann liele sich Cg ny woméglich nicht mehr ein-
fach darstellen. En(A;) hingt von En(u) ab und En (u) 148t sich mit Hilfe von |lu(., )| g~
abschétzen. Nach Anwendung des Gronwallschen Lemmas folgt damit

1P Ol v + e () L + lohe (5 O

t
< COn exp(Dn ([|ull g x)t) <|k2|HN+1 + ksl v +/O [ (o ) v dT) :
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Fiir N > max{mog,m1} 1dBt sich aber exp(Dn(|[ullp y)t) nicht durch Cy (1 + [lullp ;)
abschétzen, zumindest ist eine solche Abschétzung nicht offensichtlich.

Wir kénnen also nicht zeigen, daf§ V' P tame ist. Es bleibt also offen, ob P lokal invertierbar ist.
Damit kénnen wir auch keine Aussage iiber die C°°-Korrektheit von (7.1) erzielen. Deshalb
wenden wir uns nun im néchsten Unterabschnitt quasilinearen Problemen zu.

7.2 Quasilineare Anfangswertprobleme

Wir betrachten das schwach hyperbolische Anfangswertproblem (7.2) und setzen voraus, daf
ug, U1, 0, a, b und f unendlich oft differenzierbar und P-periodisch in x sind.

Wir wollen mit dem Fixpunktsatz von Schauder-Tychonoff die Existenz einer lokalen Losung
nachweisen. Dazu betrachten wir die Abbildung & : v — u, wobei die Menge der zuldssigen
Funktionen v spéter festgelegt wird und

g+ ob(@, g — 02a(z, gy = fla,t,0,0,,00;)

u(z,0) =v(z,0) = up(x), u(x,0)=vi(x,0)=ui(x)
gilt. Die Funktion v sei ebenfalls periodisch. Wir formen die Differentialgleichung um zu
(0102 + A101 + A202)u = f(x,t,v, v, 00;)
mit 0; = 0 — \i(x,t)05, A; = Ai(z,t). Bei der Definition der Energien wihlen wir (z.B.)
s =1, o =1 und erhalten
En(u)'(t) < CnEn(u)(t) +2EN (£)(1),
daraus folgt
[ Ol v + [uwe (Ol g + llowa (s D)l v

<Cn(t) (IUOIIHN+1 + l[wall g +/0 1F (om0 ), v (5 m)s 00 (7)) v dT) :

wobei Cn(t) eine monoton nichtfallende Funktion ist. Nun werden wir die Norm
NG, mv(,7),vr(,7), 005 (., 7))|| g~ abschétzen:

15 L2 l3

([ERICRRN0 RS DI DRED DB DI DY FCCIRIenen)

i+l=j l1+ls+l3=l v1=0v2=0v3=0

1
2

1
2|2 hoy \2
<Y Y e )]+
hid.othyy=l1 mi4...+myy=ly ni+...+nyg=lg 1 Laul
1<hy 1<my, 1<ny
: ot : 2%
x| @mwp|” | @) w2 @)
Lg, LBUQ 71 L’YVS
wobei
1 1 1 1 1 1
— 4+ ...+ +=+.. .+ —+—+.. .+ —=1 (7.4)
o oy, [t Bv, M Vvs
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Wir verwenden die Ungleichung von NIRENBERG-GAGLIARDO:
: & g7 7) : 1_J5 .1 J
Jozul,, < cloralfy ;. o<ism 1-Li(i-L

Wir wihlen o, = ,57 By = m% Yy = # Offensichtlich ist (7.4) erfiillt. Mit r = 2ay,, p = 2,
q=o00, m=1,j=h, erhalten wir
1 h h
he V2|12 ek N
@)’ = Norelly,,, < C ol ol

analoge Abschétzungen gelten fiir die Ableitungen von w und p. Also folgt insgesamt
|2 f (. t,0,0,p)] . <on (0] s 1wl s IP]]0) X
. b . Lo . l3
[] [] [
<{ 22 > ol loswl , loeel, +1
i+I=N l1+1lo+13=1
<o (vl s lwlloo s [1Pllo) (10l v + llwll g + NPl 1)
Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir

S(u, N, t) = fu, D)l ga + lue (0w + llowa (5 ) v -

Dann erhalten wir

t
S(u, N, t) <Cn (1) (IIUo||HN+1 +luall g Jr/owzv(llvlloo vellog s llovell o) (1 + S (v, N, 7)) dT) ;

wobei ¢ in jedem Argument eine monoton nichtfallende Funktion ist.

Es gibt eine Konstante C'p, so da8 fiir jede Funktion g die Ungleichung ||g||.. < Cp ||g||
gilt. Sei
M = Cu(T) (luoll g2 + lluall g + 1) -

Wir wihlen 0 < Th < T, so dal Tyo1(CpM,CpM,CpM)(1 + M) < 1. Dann folgt aus
S(v,1,t) < M fiir alle 0 <t < T die Abschitzung S(u,1,t) < M fiir alle 0 <t < T7.

Dieses T7 wird fixiert. Fiir ¢ < T3 folgt dann
t
S(u, N,t) < An +BN/ S(v,N,T) dr.
0

Fiir v gelte S(v, N,t) < AnxeBNt, falls t < T.
Dann folgt S(u, N,t) < Ay + Bn fot AneBNT dr = AneBnt.
Folglich bildet ® die Menge der in x periodischen Funktionen
K :={ve 0 [0,T1],C=(P)) : S(v,N,t) < AyeP¥* VWN, S(v,1,t) <M, t<Ti}

in sich ab. Aus der Differentialgleichung gewinnen wir eine Abschétzung fiir ||u||~. Mit
dem Satz von Arzela-Ascoli und der Montelraum—FEigenschaft des Raumes C'*° folgern wir,
da ® die Menge K in eine kompakte Teilmenge von sich abbildet. Der Fixpunktsatz von
Schauder-Tychonoff garantiert dann die Existenz eines Fixpunktes von ® in K. Also gilt:

Satz 7.1 Seien a,b, f,ug,u1,0 periodisch, o,ug,u; € C°(P), a,b € C*([0,T],C>(P)), f €
C([0,T),C®°(P x R3)) und b* + 4a > ~v > 0. Dann hat (7.2) eine eindeutig bestimmte
periodische lokale Losung u € C?([0,T*),C>(P)).
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8 Abhéangigkeitskegel bei linearen und quasilinearen
Gleichungen

In diesem Abschnitt werden wir die Existenz von Abhéngigkeitskegeln nachweisen und dabei
auf die Voraussetzung der Periodizitat verzichten.

8.1 Lineare Gleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Gleichung

Lu = k(x, t)ugy + o(2)b(x, t)uzs — o2a(x, gy + oc(z, t)u, + d(z, t)us + gz, t)u = 0,
u(z,0)=0, wu(x,0)=0. (8.1)

Sei 2 eine Umgebung von (0,0). In  gelte

V8.1 k,a,be C*Q), ¢,d,g € C(Q), 0 € CLOAN{t =0}),

V8.2 k,b,a,c,d, g,o0 sind zusammen mit ihren jeweils existierenden Ableitungen gleichméflig
beschrankt,

V8.3 mit einer Konstanten kq gilt 0 < k1 < k(z, t),
V8.4 (b/k)*+4a/k >~ > 0.

Satz 8.1 (Lokale Eindeutigkeit) Unter den obigen Voraussetzungen gibt es eine offene
Menge Q1 mit (0,0) € Q1 C Q, so dap jede Lisung u € C?(Q) von (8.1) in Q1 verschwindet.

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, da8 fiir ¢t < 0 u(x,t) =
0 gilt. Wir fithren die Holmgrentransformation

T:t+x2, Y=z

durch. Man erhiélt, daf es ein positives Ty gibt, so da8 fiir alle (y, 7) € [—2v/T0, 2v/T0] % [0, To]
mit 7 < y? gilt:
u(z,t) =1 v(y,7) = 0.

To
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Nun wenden wir diese Transformation auf den Differentialoperator an:

0y =0y + 290, O = 0r,
Opz = ayy + 4y8y7' + 4?/287'7' + 26‘n
amt - ay‘r + 2?/87'7" att = a‘r‘r-

Daraus folgt

k + 2yob — 4y*0%a)v,r + o(b — dyoa)vy, — o2avy, + ocv, + (d + 2yoc — 20%a)v, + gv = 0,
Y vy Yy
’U(y, 0) = 07 UT(ya 0) = O (82)

Man kann Tp so klein wihlen, daff es Konstanten k1, 7 gibt mit

(b0 4ty )
0<y < <I§:( ) + l%(y,r)

fir (y,7) € [-2v/T, 24/T0] % [0, Tp]. Dann ist (8.2) eine schwach hyperbolische Gleichung mit
Levibedingungen. Demnach kann man ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dafl
die Losung u von (8.1) in P x [0, To] = [—2+v/T0, 2v/Tp] % [0, To] kompakten Triger beziiglich
x hat.

Bei der nun folgenden Faktorisierung des Differentialoperators % verwenden wir die charak-

teristischen Wurzeln des Hauptteils:

1 b, t) b(a,t)\* | dalz,t)
Ma(@,t) = 50(@) ‘k@s,t)i\/(k(x,t)) " W’t)) |

O1,2="0; — A\1,20z,

L
—:8182+A181+A232+2
k k
mit
1 oc  Aad 1 oc  A\d
A = — Mgz +—+—], A= Aoy — A ——— .
1 )\2/\1()\215 12+k+k) 2 )\2/\1(12 2t+k k)

Nun untersuchen wir wieder Evolutionsgleichungen
(at - )‘(mﬂ t)am)u = f’ U(.’E70) = L)00('1;)

Wir verwenden die Energie eo(u)(t) = eo(t) = [[u(x,t)|/;,p) und erhalten (u hat kompakten
Triger in x)

eo(t)ef)(t):/Pu(z,t)ut(z,t)dx:/Pufdoer/Pu)\umdx§eo(u)(t)eo(f)(t)—%/P)\IUde

<eo(u)(t) (eo(f)(t) + Creo(u)(t)),

also eo(u)'(t) < eo(f)(t) + Creol(u)(?).

37



Fiir die Losung der Differentialgleichung (8.1) wiihlen wir die Energie E(u)(t) = eg(u)(t) +
eo(O1u)(t) + eo(O2u)(t). Dann folgt aus 010xu = 0102u die Abschiitzung
€o (agu)/(t) S 60(818211,) + C,\GO (ag’u,) (t)
S eo(Alalu)(t) + eo(AQagu)(t) + eo(gu/k)(t) + C,\eo(agu)(t)
< CLE(u)(t).

Aus 0201u = 0201w = 0102u + [Oa, 01]u erhidlt man (fiir die Definition von As vergleiche
Abschnitt 4.1)

eo(alu)’(t) <eg (816210 + 60([82, 61]u) (t) + C,\eo(alu) (t)
< ClE(u) (t) + eo(Ag,@lu) (t) + eg (A362’u)(t)
< CyB(u)(t).

SchlieBlich ergibt sich aus d;u = 01u die Abschitzung
eo(u)'(t) < eo(Oru)(t) + Creo(u)(t) < C3E(u)(t).

Daraus folgt E(u)'(t) < (C1 + C2 + C3)E(u)(t).

Mit E(u)(0) = 0 und dem Gronwallschen Lemma erhélt man E(u)(t) = 0 fir 0 < t < Ty,
also u(z,t) = 0.

Damit ist die lokale Eindeutigkeit gezeigt.

Bemerkung 8.1 Die Konstante Ty hingt nur von ki, ki, v, 7, SUPo (=0} o] und
supq{|kl, |b], |a|} ab. Diese Aussage gilt also auch fiir ;.

Bemerkung 8.2 FEin entsprechendes Ergebnis lafit sich fiir Systeme

n
kui gt + 0w ot — 02 aU; 1o + Z 0CijUj ¢ + dijujt + gijuj =0, (8.3)
j=1

uz(x,()) :0, Uiyt(ZL',O) =0

herleiten. Beim Beweis wihlt man als Energie E() = Y7 eo(u;) + eo(d1u;) + eo(auy).

Fiir das System (8.3) werden wir nun die Existenz eines Abhingigkeitskegels nachweisen.

Wir definieren

— oy Yoy | D) b(x,t)\* | 4a(z,t)
i a2 k@in¢<M%®)+k@¢)'

Fiir einen festen Punkt A = (24,t4) € Q (t4 > 0) betrachten wir die folgenden Mengen:

Cai={(2,0) : |t —tal = | —wal, 0<t<ta},
DA:CAm{tZO}

Der Punkt A sei so gewihlt, dal Cy C Q.
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Satz 8.2 (Abhingigkeitskegel) Seien die Voraussetzungen V8.1-V8.4 erfiillt (V8.1 und
V8.2 sind sinngemdfy abzuwandeln). Sei it € C*(C4) eine Lisung von (8.3). Dann ist i = 0
in Cy.

Beweis Im Folgenden sei A, > 0. Anderenfalls erhalten wir ¢ = 0 und die Behauptung
ergibt sich unmittelbar.

Wir verwenden beim Beweis eine Technik von Mizohata (vgl. [9], [10]). Das Innere C'9 von
C4 kann ausgeschopft werden durch eine Schar von Kurven Sy, 0 < 6 < )\,Qnti mit Sy =
{(z,t) : N2 (t —ta)? — (x —wa)? — 0 =0}.

Sei B € CY beliebig gewiihlt. Wir transformieren die Koordinaten:

Y=z,
Ti=A2 (t—ta)® — (v —34)? — Op.

Bei der Transformation der Differentialgleichung erhalten wir

By =0y — 2(y — x.4)0:,
O =2)\2 (t — )0,
Ona = Oyy — Ay — 24)0yr + 4(y — £4)*0r7 — 20s,
Orw = 200, (t = £4)(Ory — 2(y — 2.4)0r7),

ot
=4\ (t— - + =
att )‘m(t tA) <(t tA)aTT 9 67') )

also lauten die Differentialgleichungen in den neuen Variablen

(ANE (t —ta)%k — 402 (t —ta)(x — xa)ob — 4(x — T4)%0%Q) Ui 77 +

+0 (202,(t —ta)b+ 4(z — 24)0Q) Ui yr — OZ AUy + (8.4)
- ot
+ Z TCijUjy + (4);1”(15 — tA)Ek +20%a — 2(x — xa)ocij + 22, (L — tA)dij) Uj -+
j=1
+giju; = 0.

Wir werden jetzt nachweisen, dafi dieses System schwach hyperbolisch ist. Zunéchst zeigen
wir, dafl in einer Umgebung von (zp,tp) fiir k(z,t) gilt:

0< ki < k(x,t).

Dies gilt fiir 25 = x4, denn k(ya, 7 = 0) = 4\2 (t — t4)%k(z,t) = 4X2,0k(z,t) > C > 0. Im
Folgenden sei xp # x4. Wir betrachten fiir x # x 4 die Funktion

F(z;x,t) = 2%k(x,t) + zo(x)b(x, t) — o(x)?a(x, t).

Die Nullstellen von F' lauten




Fiir |z| > max{|z1], |22|} ist also F' positiv. Sei nun 7 = 0. Wir wihlen

Amr/(x —xA)2+0p

Z()::t
|z — @4l

)

also ist F'(zo;x,t) > 0. Andererseits gilt

2 — 2 \/_—2
F(zo;x,t)Z)\m((x 2a) +08), | Amy/ (@ = 24)" + 05

(x —x4)? |z — 24

ob— oa

— m ()\frln(t — tA)Qk + /\gn(t — tA)(l’ — xA)SigH(;E _ xA)O'b o (QZ . IA)QO'QG,)
1 -
= mk(y,f =0).

Auflerdem gilt

~\ 2
b 41 - .
21 22> (2 1 4ak),
k kTR

b2 + dak = (2X2,(t —ta)b+ 4(z — a?A)aa)2 +
+16a (A, (t —ta)’k — A2, (t — ta)(z — za)ob— (z — z4)°0”a)
=4\ (t —tA)%% +16X\L (t —ta)%ak

b\ 4
=4\ (t —ta)%K? <<E> + f) > ANE (t—ta)?k3y > 0.

Demzufolge ist (8.4) in einer Umgebung Uy von (yp,7 = 0) ein schwach hyperbolisches
System mit Levibedingungen und homogener rechter Seite.

Wir setzen zusétzlich voraus, dal auf Uy NSy, die Anfangsdaten verschwinden. Dann gibt es
nach dem vorigen Satz eine Umgebung U} C Uy um (yg,0), in der die Losung verschwindet.

Damit l&8t sich zeigen: Wenn die Anfangsdaten auf Sy := Sy, verschwinden, so gibt
es ein 0, 0 < 6 < 6, so dal die Losung im Streifen zwischen Sy und Sy Null ist.

Nun ist noch zu zeigen, daf8 ein 6y < A2 t% existiert, so daB die Anfangsdaten auf Sy,
verschwinden.

Dies folgt aber aus dem vorigen Satz, denn in einer Umgebung von (z4,0) mufl u = 0 sein.

Jetzt untersuchen wir die Menge T' := {6 : u = 0 auf Sp} und beweisen inf T = 0. Wire
nédmlich inf 7" > 0 so miifite aus Stetigkeitsgriinden inf T" € T' sein. Nach dem vorhin Bewie-
senen gibe es dann ein 6’ < inf T mit 6’ € T. Das ist ein Widerspruch.

Damit ist der Satz 8.2 bewiesen.
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8.2 Quasilineare Gleichungen

Wir untersuchen Systeme (5.1) unter den Voraussetzungen V5.2-V5.5. Wir setzen

Am = sup 1|o(x)|‘b(x,t,ﬁ)i\/(b(z,t,ﬁ))2+4a(z,t,a)

(z.t,0)EKs

und definieren C4, D 4 wie oben.

Satz 8.3 (Abhingigkeitskegel) Seien i, 7 € C%(Ca) zwei Lisungen von (5.1). Falls fiir
alle (z,t) € Ca gilt (x,t,4(x,t)), (z,t,0(x,t)) € K5, dann ist € =7 in Ca.

Beweis Wir setzen w := @ — ¥ und erhalten

Wit + ob(z, t, T)w; p¢ — 02(1(93, t, W)W gz = o(b(x,t,0) — b(x, t, U))v; gt —
— JQ(a(z,t,ﬁ) —a(,t, %))V go + filx, t, @, Uy, 0Uy) — fi(z,t, T, Uy, oUy)

oder

n
Wi + ob(x, t, W)w; gz — 0'2(1(1‘, t, W)W gy = Zgij (x,)w; + ocij(z, )wj o + dij(z, t)wj
j=1

und @(zx,0) = 0, W(x,0) = 0. Aus dem vorigen Satz folgt dann @ = 0 in Cy.

9 Voll nichtlineare nichtperiodische Gleichungen

Wir betrachten die Gleichung (0.1) mit 2 € [—R, R] unter den Voraussetzungen I, 1T, IIT, TV
aus Abschnitt 6.

Wir beweisen den folgenden Satz:

Satz 9.1 Das Problem (0.1) ist lokal dquivalent zu einem quasilinearen System der Gestalt

(5.1).

Beweis Im Abschnitt 2 bewiesen wir eine vergleichbare Aussage fiir den periodischen Fall.
Wir werden zeigen, dafl auch im nichtperiodischen Fall das Anfangswertproblem (0.1) dqui-
valent ist zum System (2.7), (2.8), (2.9), wobei sich die Funktionen k, a, b, f; aus gewissen
Ableitungen von F' ergeben.

Den in 2 Teile gegliederten Beweis aus Abschnitt 2 kénnen wir groitenteils wortlich {iber-
nehmen. Lediglich beim Nachweis der Eindeutigkeit der Losungen der linearen homogenen
Cauchy-Probleme (2.4), (2.5) bzw. (2.10), (2.11) miissen wir anders vorgehen. Denn die Ein-
deutigkeit kann nicht mit Hilfe von Energieabschétzungen gezeigt werden, weil wir fiir den
nichtperiodischen Fall keine Energieabschitzungen hergeleitet haben. Stattdessen verwenden
wir die Existenz des Abhéngigkeitskegels, vgl. Satz 8.2. Damit ist (0.1) in einem Rechteck
[-R/2,R/2] x [0,T] zu einem System der Form (2.7), (2.8), (2.9), also der Gestalt (5.1),
dquivalent.

Nun zeigen wir folgenden Satz.
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Satz 9.2 Sei [ag,00] C (—R/2,R/2). Unter den Voraussetzungen V5.2-V5.5 und einer
gewissen zusdtzlichen Voraussetzung hat das System (5.1) genau eine lokale Lésung u €

C3([0, Ty}, Yo ([0, Bo))-

Beweis Wir wihlen £1,e3 > 0 und eine abschneidende Funktion ®(x) € Y, ([-R/2, R/2])
mit dem Triger [a1, £1], so dal @ =1 in [ag — €1, 00 +&1] und (—R/2, R/2) D [a1 — 2,01 +
2] D [aa, B1] D [ag — €1, Bo + €1]. Wir multiplizieren die Daten wp, @7 und die rechte Seite f
mit ®. Wir definieren zu den neuen Anfangswerten [ das zugehérige Kompaktum

Kso={(z,8): x € P,|pi — ujp(w)| < 0}

und setzen zusétzlich voraus
V8.5 Man kann § > 0 und 7" > 0 so klein wéhlen, da§ V5.5 auch in Kj := Kj, x [0, 77 gilt.
Das wird erreicht, wenn {(0,0,G(0,0,0,0,0,0,2),0,0,0,2,0): x € P} C M.

Nun wihlen wir
1 b(z, t, @) bz, t,@)\>  4da(z,t, )
)\m = = e — + = = .
(z,:g)ng 2|0(3€)| k(z,t,q) \/(k(x,t, @) + k(x,t,@)

Falls €3 < A\, T sein sollte, wihlen wir 0 < 7" < T, so dafl e5 > A\, T’ (vgl. Skizze).

In den Gebieten
{(mat)OStST/a )\mtg(m_ﬁl)a ﬁl§$§51+52}

und

{(,t):0<t<T, Apt<(a1—1x), a1>x>a;— e}
.. . 1 / (5,8 ,...,8") o n
dndern wir a,b,o so ab, daB a,b € C*'([0,71"], X,.; (o1 — €2,61 +€2] x R™)) und o
periodisch iiber das Intervall P := [a — €9, 1 + €2] hinaus fortgesetzt werden kénnen. Wir
setzen auch 4, @}, f', o periodisch fort und erhalten dann ein periodisches Problem.

Dieses hat eine lokale Losung @ € C?([0, T"], Y (P)). Wir kénnen annehmen, da§ A, 7" < e,
(vgl. Skizze). Dann folgt mit Ty := T” die Behauptung, da die Losung @ auf dem Rechteck
[, Bo] % [0,T"] das Anfangswertproblem (5.1) 15st.

A
t
T
T
1l ] x
a1 —e2 a1 ap—e1 Qo Bo  Boter B B1+e2

42



Literatur

[1] F. Colombini - S. Spagnolo, An example of a weakly hyperbolic Cauchy Problem not well
posed in C°, Acta Math., 148 (1982), 243-253.

[2] P. D’Ancona, Local existence for semilinear weakly hyperbolic equations with time de-
pendent coefficients, Nonlinear Analysis, Vol.21, No.9 (1993), 685-696.

[3] P. D’Ancona - R. Manfrin, Local solvability for a class of weakly hyperbolic semilinear
equations, Sezione di analisi matematica e probabilita, Universita di Pisa, 2.107 (656),
July 1992, 1-18.

[4] P.A. Dionne, Sur les problemes hyperboliques bien posés, J. Anal. Math, 10 (1962-63),
1-90.

[5] M. Gevrey, Sur les équations aux derivées du type parabolique, J. Math. Pures Appl., 9
(1913), 305-471.

[6] R.S. Hamilton, The Inverse Function Theorem of Nash and Moser, Bull. (N.S.) AMS, 7
1 (1982), 65-222.

[7] K. Kajitani, Local solution of Cauchy problem for nonlinear hyperbolic systems in Gevrey
classes, Hokkaido Math. J., 12 (1983), 434-460.

[8] R. Manfrin, Some results of Gevrey and analytic regularity for semilinear weakly hyper-
bolic equations of Oleinik type, erscheint.

[9] S. Mizohata, The theory of partial differential equations, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1973.

[10] M. Reissig - K. Yagdjian, Levi conditions and global Gevrey regularity for the solutions
of quasilinear weakly hyperbolic equations, erscheint.

[11] S. Spagnolo, Analytic and Gevrey well-posedness of the Cauchy problem for second order
weakly hyperbolic equations with coefficients irregular in time, Taniguchi Symp. HERT,
Katata 1984, 363-380.

[12] S. Spagnolo, Analytic regularity of the solutions of a semi-linear weakly hyperbolic equa-
tion, Ricerche di Matematica, Suppl. Vol. XXXVI (1987), 193-202.

[13] S. Spagnolo, Some results of analytic regularity for the semi-linear weakly hyperbolic
equations of the second order, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino, Fascicolo Speciale
1988, Hyperbolic Equations, (1987), 203-229.

[14] S. Steinberg, Existence and uniqueness of solutions of hyperbolic equations which are
not necessarily strictly hyperbolic, Journ. Diff. Equ., 17 (1975), 119-153.

43



