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4 Nichtlineare Gleichungen
In diesem Kapitel betrachten wir numerische Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen nicht-
linearer Funktionen f : R™ — R

f(z) =0, r € R"

Die Fokussierung auf Nullstellensuche ist dadurch motiviert, dass man jede nichtlineare Glei-
chung der Form

durch Setzen von f = g — h in obige Form bringen kann. Wir konzentrieren uns zunichst auf
den Fall n = 1.

4.1 Intervallschachtelung (Bisektion)

Sei f: I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I = [a,b]. Das Verfahren der Intervall-
schachtelung (auch: Bisektion) ist motiviert durch den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen:

Ezistiert ein Teilintervall In = [ag,bo] C I mit f(ao)f(bo) < 0, so hat f mindestens eine
Nullstelle in Iy.

Ausgehend von einem solchen Intervall I}, = [ag, by definieren wir fiir k > 0 die Iterierte

1
Tpt1 = i(ak + bk)

sowie die neuen Intervallgrenzen

[ak+1,bk41] = [ar, xpqa],  wenn f(ag) f(zr41) <O
B [$k+1abk], wenn f(ak)f(xkﬂ) > 0.

Gilt f(xgs+1) =0, so ist eine Nullstelle gefunden.
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Intervallschachtelung

Eingabe: Intervallgrenzen ag, by mit ag < bg, f(ag) - f(bo) <O

Fir k=0,1,...
1
Setze xp11 := = (ap + bi
1= o+ i) o
) ) < 0
Setze (a1, brsa] = lak, Trya],  wenn f(ag) f(2ri1)
[Tki1,bk], wenn f(ag)f(zg+1) > 0.
Ausgabe: Iterierte xy1, Intervallgrenzen ag1,bg11
Fiir eine Nullstelle z € Ij gilt nach Definition fiir alle £k > 0
ap < app1 < 2 b < by
und auflerdem
1 1\*
]a:k—z| S\ak—bklzilak,l—bk,l\ < 5 |a0—b0|—>0 (k:—>oo) (4.2)

Der Fehler wird in jeder Iteration also ca. um einen Faktor % kleiner. Wir werden in diesem
Fall spater von linearer Konvergenz sprechen.

Die Intervallschachtelung ist ein stabiler numerischer Algorithmus zur Berechnung einer Null-
stelle fiir beliebige stetige Funktionen f. Konvergenz ist unter der Bedingung f(ag)f(bo) < 0
sichergestellt. Ist man an einer gewissen Genauigkeit (z.B. 6 Stellen) interessiert, ist die Kon-
vergenz in der Regel allerdings relativ langsam

1 k
(2> <107% =k >20.

4.2 Newton-Verfahren in R!

Wir nehmen nun an, dass die Funktion f zweimal stetig differenzierbar ist. Das Newton-
Verfahren (auch Newton-Raphson-Verfahren) basiert geometrisch auf der Idee eine (moglicherweise
komplizierte) Funktion f lokal durch ihre Tangente anzun#hern, siche Abbildung 4.1.

Sei xo € I ein Startwert. Es gilt mit Taylorentwicklung fiir ein & € [z, ]

f"(€)

Fl@) = $(a0) + £ (w0) (& = o) +1—

=Ty ()

(x — CL‘0)2 =Ty (z)+0O (\x - x0|2) )

Nahe bei zg ist Ty, (z) also eine gute Niherung von f(z). Aufgrund des Restterms spricht
man von einer Néiherung zweiter Ordnung. Im Falle f'(z) # 0 kann die Nullstelle von Ty, (z)
einfach berechnet werden

f (o)
f'(@o)

f(CUO)'i‘f,(xo)(a?—:co):O =1 =10 —
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/17%331 iU‘O

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung des Newton-Verfahrens

Die Nullstelle x der Tangente ist im Allgemeinen noch nicht die Nullstelle von f. Da die Tangente
eine Naherung zweiter Ordnung an f ist, besteht aber Hoffnung, dass diese deutlich ndher an
der Nullstelle von z liegt als xg. Wir definieren die Iteration

Newton-Verfahren

Eingabe: Startwert zg € I,
Fir k=1,2,... setze xp = xp_1 — (4.3)

Ausgabe: Iterierte xy,

Geeignete Abbruchkriterien fiir die Iteration werden wir weiter unten diskutieren.

Wir wollen nun das Konvergenzverhalten der Newton-Iteration analysieren. Wir haben bereits
gesehen, dass die Newton-Iteration nur fiir f/(z) # 0 wohldefiniert ist. Deswegen beschrinken
wir uns zunéchst auf die Suche einfacher Nullstellen z, d.h. Nullstellen, fiir die f’(z) # 0. Da f’
nach Voraussetzung stetig ist, ist dann auch f/(z) # 0 in einer Umgebung von z. Mit C*[a, b]
bezeichnen wir den Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf (a,b), die stetig bis
zum Rand fortgesetzt werden.

Satz 4.1. Die Funktion f € C?[a,b] habe eine Nullstelle z € (a,b) und wir nehmen an, dass

m = min |f'(z)| > 0.
z€[a,b]

Auferdem sei M := max,c(q) |f"(x)] und p > 0 sei so gewdhlt, dass

K,(z) :={z eR, |z —z| < p} C [a,b]. (4.4)



4 Nichtlineare Gleichungen

Dann bleiben die Newton-Iterierten xy, fiir jeden Startwert xo € K,(z) in K,(z) und konvergieren
gegen die Nullstelle z. Es gilt

M
|z — 2] < T\xk,l —2?, k€N, (4.5)
m

sowie die a priori Fehlerabschdtzung

k
M M 2
—xg — 2| < <]w0—z]> <¢', keN (4.6)

2m 2m

mit q := %p < 1 und die a posteriori Abschitzung
1 M 9
o < —lzp —xp—1]7, ke N 4.7
o — 21 < —|f(w)] < ol — aci] (@)

Im Fall M =0 (d.h. f ist linear) konvergiert das Newton-Verfahren in einem Schritt und es gilt
r1 = Zz.

Bemerkung 4.2. Wir sprechen von einer a posteriori Fehlerabschitzung, wenn nur berechen-
bare Grifien auf der rechten Seite der Abschitzung eingehen (z.B. die Iterierten xy,xp_1). Sol-
che Fehlerabschdtzungen kionnen nach einem Iterationsschritt ausgerechnet werden und kénnen
z.B. bei der Definition von Abbruchkriterien verwendet werden. Bei einer a priori Abschitzung
konnen dagegen auch im Voraus unbekannte Grifien wie die unbekannte Nullstelle z eingehen.
Diese sind in der Regel unabhdngig von der Folge der Iterierten und kionnen verwendet werden,
um vor der Berechnung abzuschdtzen, wie viele Iterationen mazrimal notwendig sein werden.

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst, dass die Newton-Iterierten xj, in K,(z) bleiben. Dazu zeigen
wir, dass

[wh—1— 2| <p =z =2 <p.
Der Beweis basiert auf der Taylorentwicklung

f(€)

f(2) = f(op—1) + f(ap-1)(z — 2p1) + 5 (7 wp1)?, il ein € € [p1, 2].
Da f(z) =0 und f'(xp_1) # 0 folgt daraus
_ f(@r—) f"(©)
0= f(@g-1) T ) (= = 2r0)”

Damit gilt unter der Voraussetzung (4.4)

m — 2= ‘fi@(z —ap-1)?] < %]2 —apa]? < %02 <p

o = e 2 (o) 2
(4.8)

d.h. 2 € K,(2).
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(ii) A priori Abschitzung: Als Nebenprodukt erhalten wir aus (4.8) bereits (4.5). Um (4.6) zu
zeigen, setzen wir

M
TR = %\xk —z|.

(4.8) impliziert
e S Tho

und damit induktiv

(2%)
M M
-l =re <y = (oo wo -2 | <@,
2m 2mH,_/

<p

(iii) Es bleibt die a posteriori Abschitzung (4.7) zu zeigen. Dazu verwenden wir eine Taylor-
entwicklung erster Ordnung

fae) = f(2) + (e —2), €€ a2l
Daraus folgt direkt die erste Ungleichung in (4.7)
flzr)l o 1f ()|
F©OF = m

Eine weitere Taylorentwicklung zweiter Ordnung ergibt

(€
2

|z — 2| < (4.9)

f(xk) = f(xk_l) + f’(xk_l)(xk — l'k—l) + (xk — xk_l)z, fiir ein £ € [xk_l,xk].

=0

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet nach Definition der Newton-Iterierten z; und
es folgt

|f (@) < M

_ 2
m 2m|xk -1l

O]

Abbruchkriterien Die a posteriori Abschitzung (4.7) legt zur Erreichung einer vorgegebenen
Toleranz zwei mogliche Abbruchkriterien nahe

1 M
—|f(zr)| < TOL oder —|z} —x3_1|* < TOL,
m 2m

wobei die erste Bedingung wegen der zweiten Ungleichung in (4.7) die schdrfere ist. Oft ist man
daran interessiert statt dem absoluten Fehler den relativen Fehler

|z — 2 ok — 2

E |z

zu kontrollieren (Ist die Losung z sehr grof ist es weniger relevant die n-te Nachkommastelle
richtig zu approximieren). In diesem Fall schreiben sich die obigen Kriterien als

l|f(xk)| < TOL oder

M |z — x|

< TOL.
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Newton-Verfahren mit Abbruchkriterium

Eingabe: Startwert z¢ €

Solange 1 £ ()] < TOL:
m |z
Setze 1 = Tp_1 — (1)
f'(wr—1)

k+k+1

Ausgabe: Iterierte

4.3 Konvergenzbegriffe

Definition 4.3. Ein [Iterationsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle z einer Funktion f €
Cla,b] besitzt die Konvergenzordnung p > 1, wenn fir beliebige Startwerte xo € [a,b] gilt,
dass

lxg — 2| < clzg—1 — 2P firk eN. (4.10)

Desweiteren sprechen wir auch von Konvergenz der Ordnung p, wenn es eine obere Schranke ny,
fiir |z, — z| (k € N) gibt, die mit dieser Ordnung konvergiert

lxe — 2] < g, i gcnz_l, ke N. (4.11)

Im Fall p =1 spricht man unter der zusdtzlichen Voraussetzung ¢ < 1 von linearer Konvergenz,
im Falle p = 2 von quadratischer Konvergenz. Weiter spricht man von superlinearer Konvergenz,
wenn es eine Nullfolge (ck)ken gibt mit

|z — 2| < ekleg—1 — 2| fir ke N.

Im Falle p > 1 liegt in der Regel nur lokale Konvergenz vor, d.h. fiir Startwerte zo € K,(z)
fiir ein p > 0. Dies sieht man folgenderweise

(#*)

c(?’%) |z — 2| < c<ril)c]a:k_1 —zP = <c(9£1) |xp—1 — z]>p <. < c(?’%) |zo — 2|
~— ——

P

—ep—1 !
=cP <1

(4.12)

1
Es folgt lokale Konvergenz mit p < ¢ »—1.

In Theorem 4.1 haben wir gezeigt, dass das Newtonverfahren lokal quadratisch konvergiert,

1
wobei ¢ = % und daraus resultierend p < c(ﬁ) = Qﬁ Liegt der Startwert dagegen nicht

geniigend nahe an der Nullstelle z, ist die Konvergenz der Iteration nicht gesichert. In der Pra-
xis werden bei solchen Problemen zum Beispiel langsamere, aber global konvergente Verfahren
(z.B. die Intervallschachtelung) eingesetzt, um einen geniigend guten Startwert fiir die Newton-
Iteration zu berechnen.



4 Nichtlineare Gleichungen

Fiir die Intervallschachtelung ist (4.10) nicht notwendigerweise erfiillt, da |z — z| im Allge-
meinen nicht monoton fillt. Dagegen konvergiert die obere Schranke 7, = |by — ax| monoton
(siehe (4.2))

1 1
= b —_ :*b _ —_ _ = — —1-
e = b — ag| 2| -1 — Qk—1] 5 -1

Es folgt also lineare Konvergenz im Sinne von (4.11).

Beispiel: Wurzelberechnung Wir wenden das Newton-Verfahren zur Berechnung der n-ten
Wurzel von a an. Dazu suchen wir eine Nullstelle der Funktion

f(z)=2" —a.

Die Newton-Iteration lautet fiir dieses Beispiel

xp—1 1 a
Thal = Tp — =—|(n—1)xp + .

Die Funktion f ist konvex und streng monoton wachsend auf R, . In diesem Fall kann gezeigt
werden, dass die Newton-Iteration fiir jeden beliebigen Startwert xy > 0 konvergiert (siehe
Ubung). Daher wird das Newton-Verfahren auf vielen Rechnern zur Berechnung von Wurzeln
eingesetzt.

Wir wollen dies im Fall n = 2 (sprich der Berechnung der Quadratwurzel y/a) veranschauli-
chen. Die Iterationsvorschrift lautet

1 a
Thtl = 5 (l”k + 33k> :

Die rechte Seite nimmt ein Minimum im Punkt x = y/a an, d.h. fiir einen beliebigen Startwert
zg gilt £1 > v/a und damit x; > /a fiir & > 1. Weiter gilt (siehe Abb. 4.2)

T > Tht1 > \/&a

d.h. die Folge der Iterierten x; konvergiert monoton gegen /a.
Wie in (4.8) gilt (f'(x) = 2z, f"(xr) = 2)

Tpp1 —Va = 2];,((2) (z1 — Va)* = 2;(@ —Va)?.
Wegen
s —Va) < o> va

liegt Konvergenz fiir beliebige Startwerte vor

1
|Zkt1 — Va| < §|1‘k —Val.
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f(x)

-d

Abbildung 4.2: Monotones Konvergenzverhalten der Newton-Iteration fiir die Funktion f(x) =
z" — a (Quelle:[4])

Iteration k Tk |z — x|

0 0.1 1.314

1 10.05 8.635

2 5.124502488... 3.710

3 2.757392138... 1.343

4 1.741357580... 3.271-101!

5 1.444943382... 3.073 - 1072

6 1.414540330... 3.268 - 1073

7 1.414213600... 3.774-1078

8 1.414213562... 4.441-1016
9 1.414213562... 2.220- 1016
10 1.414213562... 2.220-1016

Tabelle 4.1: Newton-Verfahren zur Berechnung der Nullstelle z = /2 der Funktion f(z) =
22 — 2. Korrekte Dezimalstellen sind unterstrichen.

Quadratische Konvergenz liegt nach Satz 4.1 vor, wenn %\xk —z| < 1.Fiir k > 1 gilt 2, > /a
und wir konnen uns in der Definition von m auf diesen Bereich konzentrieren
m = min f'(z) = 2va :%|xk—z|zilxk—\/5|él
z>\/a 2m 2v/a

!
= T < 3\/&.

Je nach Wahl des Startwerts xy kann das entweder schon fiir zg oder x; erfiillt sein, oder erst
im Laufe der Iteration. Wir geben in Tabelle 4.1 als Beispiel die Berechnung von v/2 (a = 2)
mit (einem willkiirlich bestimmten) Startwert z = 0.1.

In der ersten Iteration erhoht sich der Fehler stark. In Iterationen 2, 3 nimmt der Fehler jeweils
um etwas mehr als einen Faktor 2 ab, d.h. es liegt lineare Konvergenz vor. Ab der vierten Iteration

10
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Iteration k | ax by, Tk |z — k]
0 1 2 1 4.14-1071
1 1 1.5 1.5 8.58 - 1072
2 1.25 1.5 1.25 1.64- 107!
3 1.375 1.5 1.375 3.92-1072
4 1.375 1.4375 1.4375 2.33.1072
5 1.40625 1.4375 1.40625  7.96-1073
6 1.40625 1.421875 1.421875 7.66-1073
7 1.4140625 1.421875 1.414063 1.51-10~4
8 1.4140625 1.417969 1.417969 3.76-1073
9 1.4140625 1.416016 1.416016 1.80-1073
10 1.4140625 1.415039 1.415039 8.26-10~*

Tabelle 4.2: Intervallschachtelung zur Nullstellensuche bei f(z) = x? — 2 mit Startintervall
Iy = [ag, bp]. Korrekte Dezimalstellen sind unterstrichen.

verdoppelt sich die Anzahl der korrekten Dezimalstellen. Es liegt quadratische Konvergenz vor
lzp — 2| <107 = |z — 2| < clag, — 2|? < - 1077

Ab Iteration 9 liegt der Fehler 29—z im Bereich der Maschinengenauigkeit ¢ = 27°% ~ 1.1-10716.
Aufgrund von Rundungsfehlern ist bei Verwendung von double precision keine Verbesserung
mehr moglich.

Intervallschachtelung In Tabelle 4.2 stellen wir die Ergebnisse des Intervallschachtelungsver-
fahrens fiir das selbe Problem dar. Als Startintervall ist hier Iy = [1,2] gewé&hlt. Der Fehler
|z, — z| reduziert sich, allerdings nicht-monoton. Wéhrend der Fehler beim Newton-Verfahren
nach 8 Schritten im Bereich der Maschinengenauigkeit liegt, liegt dieser bei der Intervallschach-
telung nach 8 Schritten im Bereich O(1073)

In Abb. 4.3 vergleichen wir das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens und der Intervall-
schachtelung in einem halblogarithmischen Plot. Dabei wird in der Vertikalen der Logarithmus
des Fehlers log(|zy — z|) aufgetragen. Bei linearer Konvergenz folgt aus |z — z| < clzp_1 — 2|
mit Konstanten d > 0, ¢ € (0,1)

oy — 2| <d-q" = log(|lzy, — 2[) < log(d) + klog(q).

d.h. wir erhalten eine Gerade mit Steigung log(q) < 0. Dies kann man bei der Reduktion der
Intervalllinge |br — ax| beim Intervallschachtelungsverfahren beobachten. Der Fehler |xj — z|
verlduft jeweils knapp unter dieser Linie. Bei Konvergenzordnung p > 1 folgt aus (4.12)

lep — 2] < d- q(pk) = log(|zx — z|) = log(d) +p" log(q),

d.h. die Kurve fillt exponentiell. Dies ist beim Newton-Verfahren zu beobachten, bis der Fehler
die Groflenordnung der Maschinengenauigkeit erreicht.

11
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Abbildung 4.3: Vergleich des Konvergenzverhaltens des Newton-Verfahrens und der Intervall-
schachtelung (Bisektion) in einem halblogarithmischen Plot. Fiir die Intervall-
schachtelung liefert die linear konvergierende Intervalllinge by — aj eine obere
Schranke fiir den Fehler.

4.4 Varianten des Newton-Verfahrens

4.4.1 Gedampftes Newton-Verfahren

Das grofite Problem beim Newton-Verfahren ist hdufig die Wahl eines geeigneten Startwertes .
Ist der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz einmal erreicht, konvergiert das Verfahren
sehr schnell. Fiir beliebiges z( ist dagegen im allgemeinen keine Konvergenz gesichert.

Eine einfache Strategie, um den Konvergenzradius zu vergroflern, ist das sogenannte geddmpfte
Newton-Verfahren mit einer Folge von Dampfungsparametern (Ag)r>0, Ax € (0,1]

Eingabe: Startwert zg € I, k=1

Solange iw > TOL:
m |Tg_1]
Setze xp = Tp_1 — )‘RM fiir ein A\g € (0, 1]. (4.13)
f(zr-1)
k<—k+1

Ausgabe: Iterierte xy,

Bei “optimaler” Wahl der Folge (A;)x>0 kann man sogar globale Konvergenz sicherstellen.

12
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Satz 4.4. Die Funktion f € C?[a,b] habe eine Nullstelle z € (a,b) und wir nehmen an, dass

m := min |f'(z)| > 0.
x€|a,b]
Fiir beliebige Startwerte xy € [a,b] kann man eine Folge (\i)k>o finden, so dass das geddmpfte
Newton-Verfahren (4.13) gegen eine Nullstelle z konvergiert. Sobald x), € K,(z) fir p = 537
und M = max,cpq 5 |f" ()], kann A\, = 1 gewdhit werden und das gedimpfte Newton-Verfahren
konvergiert nach Satz 4.1 quadratisch.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir beliebiges xj, stets ein Wert A\, = A € (0, 1] gefunden werden kann,

so dass fiir z(\) =z — )\]{,(é’z)) gilt

[f(z(A)] < qlf(zx)] fiir ein g < 1.

Mithilfe von Taylor-Entwicklung gilt fiir ein £ € [z, x(\)]

T x )2 "
i) RECRY iy S
AQ T 1"

- (12 I ) s

f@@»=f<m—A F(ae) + A

(4.14)

Fir A <1 folgt mit der Dreiecksungleichung

A2 M| f ()]
[f(z(V)] < 1_)\+?W |f (k)]
—_———

= <00

Mit der Wahl

e = min{ , 1} (4.15)

Qg
gilt im Fall o > 1 (d.h. A\p = a; 1)

2

A 1
l—Ak+ak—k:1——§q<1
2 2ak

und fiir oy < 1 (d.h. A\ =1)

Xy
1—\ Zk TR <~
k+0£k2 5 =

N =

In beiden Fallen gilt bei dieser Wahl von Ay, fiir die néchste Iterierte xg1

[f (@) = [ f(2(N)] < max{q, %} ()] < @ Fzo)] =0 (k= o0).

—_———
=:q

13
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Wie in (4.9) folgert man

[f i)l _ k[ f(20)]

o) — 2] < 2 <@,
m m

d.h. lineare Konvergenz der Folge (z1)r>0 gegen eine Nullstelle z im Sinne von (4.11).
Gilt |z — 2| < p = 537, so ergibt sich wegen

0= 1(2) = o) + (=) () + e =T 0 e
die Beziehung
M M MO,
= TR S e A T e
M? 1 1

< M + =" 1-<1 = A =1
m” " am2? T 27y B

Die Iteration entspricht fortan also der Standard-Newton-Iteration und konvergiert nach Satz 4.1

quadratisch. 0

Der Beweis von Satz 4.4 legt die folgende Wahl der Dampfungsparameter nahe, siche (4.15):

: 1 o M| f ()|
A =min<1,— >, wobel ap—F—5. 4.16
= min{1 ) MTZERL: 0
Allerdings ist das Maximum der zweiten Ableitungen M in der Praxis oft nicht bekannt oder es
kann eine grofe Uberschitzung der tatsichlich in (4.14) bendtigten Ableitung f”(€) darstellen.

Beispiel Wir betrachten das Beispiel

flx)=2—-1+ % sin(8x) (4.17)

mit der einzigen reellen Nullstelle z ~ 0.91423454. Es gilt

Pa) =145 cos8n), @) = —sin(sa), M=

Als Startwert wihlen wir xy = 2. In Tabelle 4.3 zeigen wir Ergebnisse mit dem Standard-Newton-
Verfahren (A = 1) und dem geddmpften Newton-Verfahren mit der Wahl der Dampfungs-
parameter (4.16). Beim Standard-Newton-Verfahren erkennen wir, dass der erste Newton-Schritt
viel zu grof} ist und die Iterierte von xg = 2 auf x1 ~ —2.15 springt. Ab Iteration 4 scheint sich
aber quadratische Konvergenz einzustellen.

Beim geddmpften Newton-Verfahren mit der Parameterwahl (4.16) erkennt man eine monoto-
ne Konvergenz gegen die Nullstelle. Allerdings ist diese sehr langsam, da die Ddmpfungsparameter
bis Iteration 13 sehr klein gewihlt werden. Hier zeigt sich, dass die Wahl der Dampfungsparameter
aus dem Beweis sehr pessimistisch ist, da M > |f”(€)].
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Tteration k | g Tk |z — k] Iteration k Ak Tk |z — k]
0 2 1.09 0 2 1.09
1 1 —2.15273287 3.07 1 0.009 1.96345744 1.05
2 1 1.04566577 1.31-107! 2 0.006 1.93220743 1.02
3 1 0.82730886 8.69 - 102 3 0.008 1.89706208 9.83-10!
4 1 0.90693916 7.30-1073 4 0.016 1.84857017 9.34-107!
5 1 0.91413629 9.83-107° 5 0.045 1.76810716 8.54-107!
6 1 0.91423453 1.88-10°8 6 0.178 1.61281843 6.99-10"!
7 1 0.91423454 < 8-10716 7 0.745 1.33856559 4.24-107"
8 0.385 1.21770606 3.03-10"!
9 0.048 1.18023296 2.66-10~!
10 0.035 1.14896471 2.35-10!
11 0.045 1.11433524 2.00-107!
12 0.087 1.06717244 1.53-107!
13 0.264 0.98985137 7.56- 1072
14 1 0.89531027 1.89-102
15 1 0.91362672 6.08-10"4
16 1 0.91423383 7.15-10°
17 1 0.91423454 9.95-10"13
Tabelle 4.3: Standard-Newton-Verfahren (links) und geddmpftes Newton-Verfahren mit Wahl

des Dampfungsparameters Ay nach (4.16) angewendet auf das Beispiel (4.17). Das
Newton-Verfahren ”springt” in der ersten Iteration sehr weit nach links, konvergiert
aber ca. ab [teration 4 quadratisch. Beim geddmpften Newton-Verfahren beobachten
wir monotone, aber langsame Konvergenz.
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Tteration k& | A Tk |z — ]
0 2 1.08
1 0.25 0.96181678 4.76 - 1072
2 1 0.90809245 6.14- 1073
3 1 0.91416432 7.02-107°
4 1 0.91423454 9.58 - 107
5 1 0.91423454 <3-10716

Tabelle 4.4: Newton-Verfahren mit Liniensuche angewendet auf das Beispiel (4.17). Der Sprung
des Standard-Newton-Verfahrens im ersten Schritt wird verhindert.

Liniensuche Stattdessen werden in der Praxis in der Regel andere Strategien zur Wahl der
Dampfungsparameter verwendet. Eine einfache Moglichkeit ist die sogenannte Liniensuche (line
search). Hier werden die nichste Iterierte solange fiir Ddmpfungsparameter A\, € {1, %, %, o}
berechnet, bis |f(x(Ax))| < ¢|f(x)| fiir einen vorgegebenen Parameter ¢ < 1 gilt:

Newton-Verfahren mit Liniensuche (line search)

Eingabe: Startwert zg € I.

Solange iw > TOL:
m (el fl@n)
Setze A = 1 und berechne z(\) = 21 — Am.
k—1
Solange f(x(\)| > alf(zr1)|
f(wp_1)
Setze A+ A/2und z(\) = 1 — A\-———%.
etze /2 und x(\) = x4 Py

Setze ) = x(N), k<+ k+ 1.

Ausgabe: Iterierte

Solange A < 1 ist die Konvergenzgeschwindigkeit im Allgemeinen nur linear. Sobald der Ein-
zugsbereich der quadratischen Konvergenz erreicht ist (x5, € K,(2)), entspricht auch das Newton-
Verfahren mit Liniensuche dem Standard-Newton-Verfahren und konvergiert fortan quadratisch.

In Tabelle 4.4 sind die Ergebnisse des Newton-Verfahrens mit Liniensuche fiir ¢ = 0.5 darge-
stellt, angewendet auf das obige Beispiel (4.17). Wir sehen, dass hier nur einmalig in Schritt 1 ein
Parameter \; = 0.25 < 1 gewahlt wird und anschlieflend jeweils der volle Newtonschritt (A = 1)
ausgefiithrt wird. Im Vergleich zum Standard-Newton-Verfahren verhindert die Ddmpfung im ers-
ten Schritt den Sprung in die negativen Zahlen. Insgesamt konvergiert dieses Verfahren deshalb
schneller als das Standard-Newton-Verfahren und erreicht bereits nach 5 Iterationen einen Fehler
in der GroBenordnung der Maschinengenauigkeit, im Vergleich zu 7 Iterationen beim Standard-
Newton-Algorithmus.

4.4.2 Mehrfache Nullstellen

In Satz 4.1 haben wir vorausgesetzt, dass f’(z) # 0 an der Nullstelle z. Das Newton-Verfahren
konvergiert jedoch auch bei mehrfachen Nullstellen. Ist die Ordnung der Nullstelle p bekannt,

16
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bietet sich folgende Modifikation der Newton-Iteration an

Th+1 =Tk — P uch .
f'(@k)

Fiir p = 1 ergibt sich das oben definierte Standard-Newton-Verfahren. Wir erhalten die folgenden
Konvergenzresultate, welche die Ergebnisse aus Satz 4.1 verallgemeinern.

Satz 4.5. Sei z € (a,b) eine p-fache Nullstelle der Funktion f € CP*1([a,b]), d.h. es gelte

() = F(2) == (9 D) =0, fO(2) 0.
Weiter seien
m:= min |f®)(z)] >0, M := max |fPT)(z)].
z€|a,b] z€[a,b]

Unter der Voraussetzung, dass
M
—p <1
m

konvergiert das Newton-Verfahren (4.3) fir xg € K,(z) mit linearer Konvergenzordnung gegen
die Nullstelle z, d.h. mit einem q < 1 gilt

|z — 2| < qlrp—1 — 2|

Das modifizierte Newton- Verfahren

Th+1 = Tk — P Jzi) .
f'(zx)

konvergiert unter der Voraussetzung %p < 1 dagegen wieder lokal quadratisch
M 2
|z — 2| < —|zp—1 — 2%
pm

Beweis. Wir betrachten allgemein die Iteration

Lh+1 = Tk — flzk)
i f'(xk)
mit den Spezialfillen w = 1 und w = p. Zunécht gilt
_ Flw) | |y wfl@)
|xps1 — 2| = ‘ZEk —z— wf’@k)‘ = ) (= 2)f () |z — 2|. (4.18)
Taylorentwicklungen von f und f’ ergeben fiir gewisse &1, &2 € [k, 2]
P71 () ) ()
fa) = S =y L = L
— ! p! p!
=0
p—1 i
/ F9(z) i1, (&) (&) -
P =3 i e VLA e 3 I St A CR )
=0

17
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Wir entwickeln den letzten Term in der ersten Zeile weiter um & mit einem &3 € [z, 2]

(p) (p) (p+1)
o) = 8 = oy = L o e L) ey ). a0)

Wir setzen (4.19) und (4.20) in (4.18) ein:

wf(wg)
(zk — 2) f'(zk)

wfPHD(&)(& - &)
pf®) (&)

w
gt — 2| = |1 - ‘\xk—z|:‘175+ lop — 2. (4.21)

Im Fall w = p folgt
M
— 2 < g - — 2|
|[Th1 — 2] < = &1 — &ollzx — |
Unter der Voraussetzung, dass
M
—p <1
m
folgt induktiv, dass x;11 € K,(z) und auflerdem
M 2
[Th1 — 2] £ — | — 2[7
m

In Falle w = 1 gilt nach (Induktions-)Voraussetzung
‘f(p“)(fs)(& - fz)‘ M 1

< — T — 2| < —
pf®)(&) L
und damit
1 (p+1) _
‘1_7+f (é;:ag(fl 52)‘ <1
p pfiP (&)
(4.21) impliziert dann ;41 € K,(2) und (lokal) lineare Konvergenz. O

4.4.3 Vereinfachtes Newton-Verfahren

Der teuerste Schritt bei der Durchfithrung des Newton-Verfahrens ist oft die Berechnung der
Ableitung f'(z). Dies ist insbesondere in mehreren Dimensionen der Fall (siehe unten). In 1d
stelle man sich Funktionen f vor, die nur implizit definiert sind.

In diesem Fall wird die Ableitung f’(x) héufig nicht in jedem Newton-Schritt neu be-
rechnet sondern es wird stattdessen auf in vorherigen Iterationen berechneten Ableitungen
zuriickgegriffen

' (zr) = f(x) fiir 1 < k.

Es kann sogar gezeigt werden, dass die Ableitungen an beliebigen Stellen y € K,(z) ausgewertet
werden koénnen, wobei sich die Konvergenzordnung in diesem Fall auf 1 reduziert. Wir betrach-
ten das folgende wvereinfachte Newtonverfahren, bei dem die Ableitung nur im ersten Schritt
berechnet wird.
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Eingabe: Startwert zg € I,

1
Solange - | ()] > TOL:

||
f(wkfl)
f'(xo)

Setze x, = xp_1 —

Ausgabe: Iterierte xj

Satz 4.6. Die Funktion f € C?[a,b] habe eine Nullstelle z € (a,b) und wir nehmen an, dass

m := min |f'(z)| > 0.
z€a,b]
Auferdem sei M := max,cq ) |f"(x)] und p > 0 sei so gewdhlt, dass

p<%7 K, ={zxeR,|v—z| <p} Cla,b].

Dann bleiben die Newton-Iterierten xy, fir jeden Startwert zg € K,(2) in K,(z) und konvergieren
gegen die Nullstelle z. Es gilt die a priori Fehlerabschdtzung

m k
— 2zl < 11—z <—¢", keN
lzr — 2| < qlap— Z|_4Mq

mit q 1= %p < 1.
Beweis. Ubung. O

4.4.4 Sekantenverfahren

Das Sekantenverfahren kommt sogar ganz ohne Berechnung von Ableitungen aus. Statt wie
beim Newton-Verfahren die Tangente T'(z) als lokale Approximation von f um den Punkt x
zu betrachten, wihlen wir hier die Sekante, d.h. die Gerade durch die Punkte (z, f(zx)) und
(xk—1, f(xg_1)) (siehe Abb. 4.4)
flag) — flag-
S(a) = flan) + (@ — ) LS )

Tk — Tk-1

Die Nullstelle der Sekante zu gegebenen x; und zp_; liefert die néchste Itererierte zy4q1 des
Sekantenverfahrens.

Eingabe: Startwerte xg,x1 € I, x9 # 11
LTk — Tk—1

fxr) — flzr—1)

Fir k=1,2,..., setze zpy1 =z — f(2k) (4.22)

Ausgabe: Iterierte xj

Alternativ zur geometrischen Motivation kann man das Sekantenverfahren auch als eine Va-
riante des Newton-Verfahrens sehen, bei dem die Ableitung durch einen Differenzenquotient
approximiert wird

() ~ flar) = f(zr—1)

Tk — Tk-1
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f(x)

T TN -
Xt X1 X2 Z\
Abbildung 4.4: Graphische Darstellung des Sekantenverfahrens (Quelle: [4])

Satz 4.7. Die Funktion f € C?[a,b] habe eine Nullstelle z € (a,b) und wir nehmen an, dass

m = min |f'(z)] > 0.
z€a,b]

Aufserdem sei M := maxye(qp |f” ()| und p > 0 sei so gewdhlt, dass

2
p< Ky={zeR |-z <pbC o]
Dann bleiben die Iterierten xj des Sekantenverfahrens (4.22) fir beliebige Startwerte xo,x1 €

K,(2) in K,(2) und konvergieren gegen die Nullstelle z. Es gilt die a priori Fehlerabschdtzung

2
g — 2| < ﬁmq%, keN (4.23)

wobei q = %p < 1 und (yx)ren die Folge der Fibonacci-Zahlen. Asymptotisch ergibt sich die
Konvergenzordnung p ~ 1.618, da

lim 7 ~ 0.723 - (1.618)".
k—o0

Beweis. Siehe z.B. [5], Satz 6.23. O

Bei der Sekantenmethode ist pro Iterationsschritt nur eine (neue) Funktionsauswertung f(xy)
und keine Berechnung von Ableitungen notwendig, weshalb ein Iterationsschritt in der Regel
deutlich giinstiger ist als beim Newton-Verfahren. Zusammen mit der Konvergenzordnung von
1.681 konnte man also vermuten, dass das Verfahren eine hocheffiziente Alternative zum Newton-
Verfahren darstellt. Allerdings besteht die Gefahr von Ausloschung, insbesondere wenn f(zy)
monoton (nicht alternierend) gegen f(z) = 0 konvergiert, da f(zx) ~ f(xg—_1). Deshalb wird das
Sekantenverfahren in der Praxis eher selten eingesetzt.
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4.5 Fixpunktverfahren

Das Newton-Verfahren und die in Abschnitt 4.4 definierten Varianten lassen sich alle als Fix-
punktiterationen in folgender Form schreiben

xp =g(zp—1), k=12, .., (4.24)

wobei genau dann z = g(z) gelten soll, wenn z eine Nullstelle von f ist.
Das Newton-Verfahren fillt in diese Kategorie, da unter den obigen Voraussetzungen an f’
gilt

e
M=)

< f(z)=0.

Fiir eine Nullstelle z von f gilt weiter

o £ fEE)
fliz) - (f(2))?

Das Verhalten der Ableitungen an der Nullstelle z kann benutzt werden, um die Konvergenz-

ordnung einer Fixpunktiteration zu bestimmen.

Jd(z) = =0. (4.25)

Satz 4.8. Sei g € CPla,b] mit p € N,p > 2 und sei z € [a,b] ein Fizpunkt von g. Eine
Fizpunktiteration der Form (4.24) hat mindestens die Ordnung p, wenn gilt

Jd(z)=..=g" V() =0. (4.26)

Gilt fir die Fixpunktiteration umgekehrt

|z — 2| < c|lzg—1 — 2P fir alle k € N, (4.27)
so folgt daraus (4.26).
Beweis. “<*“ Sei zunichst ¢'(z) = ... = g®~Y(2) = 0. Taylor-Entwicklung ergibt
p—1
1 (p)
v~ 2= glzin) ~ 9(2) = 3w gV @i -+ S o e 2l
v \:,0_/ p:

Es folgt (4.27), d.h. Konvergenz der Ordnung p im Sinne von (4.10).

“=“ Es gelte nun umgekehrt (4.27) fiir p > 2 und beliebiges x € [a, b]. Wir zeigen induktiv fiir
m=1,...,p—1, dass g™ (z) = 0.

Induktionsanfang: Sei zunichst m = 1. Wir machen die Widerspruchsannahme ¢'(z) # 0.
Dann gilt auch ¢'(§) # 0 in einer Umgebung K,(z). Aus (4.27) folgt nach einer moglichen
Verkleinerung von p auflerdem die Konvergenz x;, — z fiir alle Startwerte zg € K,(z). Taylor-
Entwicklung (bzw. der Mittelwertsatz der Differentialrechnung) ergibt

ap — 2z =g(xp1) —9(2) = ¢' (&) (Th-1—2), & € [zp-1,2]. (4.28)
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Wegen ¢'(&x) # 0 in K,(z) fir k € N wird z, — 2z niemals Null (wenn zy — z # 0). Es folgt im
Widerspruch zur Annahme
|z — 2|

l9'(2)] = kh_{lgo |9 (&) = lim

<clim |zp_q — 27t =0.
k—o0 |:Uk_1 — Z‘ k—oo

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass dass ¢/(z) = ... = g™V (2) = 0 fiir ein m < p
und machen wieder die Widerspruchsannahme, dass g™ (z) # 0. Mittels Taylor-Entwicklung
erhalten wir fiir 9 € K,(z) fiir gentigend kleines p

9" (&) (xp—1 — 2)™

x— 2z =g(xr—1) —g(2) = , &k € [Tk—1, 2]

m!
und damit im Widerspruch zur Annahme
197 (2)] = lim |g(™)(&,)| = lim m!M < e(m!) lim |zg_1 —2|P7™ = 0.
k—00 k—oo  |xp—1 — 2™ k—00
O
Die Taylor-Entwicklung (4.28)
zr — 2= g (&) (K1 — 2), &k € [Tr—1, 2. (4.29)

gibt noch ein Kriterium fiir (lokal lineare) Konvergenz:

Lemma 4.9. Sei g € C'[a,b] und z € [a,b] ein Fizpunkt von g. Gilt |¢'(2)| < 1, so folgt lokal
(in einer geniigend kleinen Umgebung von z) lineare Konvergenz der Fizpunktiteration gegen z

|z — 2| < qlzp—1 — 2|, mitqg<1.
Im Falle |¢'(2)| > 1 konvergiert die Fizpunktiteration nicht gegen z.

Beweis. Gilt |¢'(z)| < 1, so ist auch |¢’(§)| < 1 in einer geniigend kleinen Umgebung K,(z).
Aus (4.29) folgt lokal lineare Konvergenz, da

|z — 2| < qleg—1 — 2|, mitqg<1.
Analog folgt, dass im Falle |¢/(z)| > 1 keine Konvergenz gegen z vorliegt. O

Mithilfe der Resultate aus Theorem 4.8 konnen wir nun weitere Fixpunktiterationen zur
Losung des Nullstellenproblems f(z) = 0 konstruieren.

Beispiel 1: Fiir die einfache Fixpunktiteration
rp = g(wp—1) = vp1 + f(@p-1)
gilt

g(z) =1+ f(2).
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Die Konvergenz der Fixpunktiteration ist abhéngig von der Funktion f. Fiir f/(z) € (—2,0) liegt

(lokal lineare) Konvergenz vor, nur im Falle f/(z) = —1 ist diese lokal quadratisch.
Fiir die Funktion f(z) = —sin(gx) lautet die Iterationsvorschrift fiir gegebenen Startwert 2o
beispielsweise
1
Thp = Tp_1 — Sin(§$k_1), ke N.
Wegen f/(0) = —2% cos(0) = —% konvergiert die Fixpunktiteration lokal linear.

Beispiel 2: Das Newton-Verfahren g(z) := x — JJ:,(Z)) konvergiert (lokal) quadratisch, da

g'(z) =0 (siehe (4.25)), aber im Allgemeinen ¢”(z) # 0.
f(x)

Das vereinfachte Newton-Verfahren in der Form g¢(z) := = — Frlzo) konvergiert dagegen im
Allgemeinen nicht lokal quadratisch, da
!/
/ 2) = 1 _ f (Z) 0
g'(2) Fl00) #

In einer geniigend kleinen Umgebung K,(2) gilt allerdings ;7((;0)) € (0,2), so dass (lokal) lineare
Konvergenz sichergestellt ist.

Konstruktion von Fixpunktverfahren héherer Ordnung Zur Konstruktion eines Fixpunktver-
fahrens der Ordnung 3 machen wir basierend auf dem Newton-Verfahren den Ansatz

g(x) =z —r(x) + s(z)r*(z), mitr(z)= ]{/((?)

Aufgrund von r(z) =0 und /(z) = 1 gilt
d(2) =1—=7"(2) +25(2)r(2)r'(z) + §'(2)r(2)? = 0.
Fiir die Wahl

kann man ferner zeigen, dass ¢”(z) = 0. Nach Konstruktion hat dieses Fixpunktverfahren also
die Ordnung 3

lzp — 2| < clzp_q — 2|>.

Allerdings miissen bei diesem Verfahren in jedem Iterationsschritt neben den Werten f(z), f'(xx)
auch die hoheren Ableitungen f”(x) und f”'(z)) ausgewertet werden. Ein Schritt dieses Verfah-
rens ist daher in der Regel aufwéndiger als 2 Newtonschritte (dort sind f(xg), f/'(xk), f(xk—1)
und f'(xp_1) auszuwerten).

Zum Vergleich mit dem Newton-Verfahren sei y; die Folge der Newton-Iterierten und wg := yor
die Folge, welche zwei Newtonschritte kombiniert. Dann erhalten wir fiir die Folge (wy)ren

lwi — 2| = |yar — 2| < qlyar—1 — 2!2 < q3‘y2k72 - Z\4 = q3’wk71 - Z\4~

D.h. wir erhalten ein Verfahren vierter Ordnung. Aus diesem Grund sind Iterationsverfahren
hoherer Ordnung im Allgemeinen kaum relevant fiir die Nullstellensuche.
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4.6 Nullstellensuche im R"

Fiir den Rest dieses Kapitels werden wir uns der Nullstellensuche im R”™ widmen. Wir be-
schrinken uns dabei auf Funktionen

f:R* > R".

Numerisch interessant ist dabei insbesondere der Fall, dass n sehr grof3 ist. Besonders bei nu-
merischen Methoden fiir Differentialgleichungen sind in der Praxis oft lineare oder nichtlineare
Gleichungssysteme mit n > 105 zu lésen. Selbst auf den heutigen Supercomputern sind effi-
ziente numerische Methoden essentiell, um Naherungslésungen mit einer gewissen Genauigkeit
auszurechnen.

Wir beschéftigen uns wieder mit Fizpunktverfahren der Form

v = g(zp—1), keN.

Zur Analyse von numerischen Methoden fiir die Nullstellensuche im R"™ ist der Banachsche
Fixpunktsatz wichtig, welcher in der Regel Gegenstand der Analysisgrundvorlesungen ist. Im
folgenden bezeichne || - || eine beliebige Vektornorm im R™ und ||| - ||| eine mit || - || vertrdgliche
Matrixnorm (d.h. es gilt ||Az| <|[|A]|| [|z|| fir A € R™*", 2 € R™).

Satz 4.10. (Banachscher Fizpunksatz) Es sei D C R™ eine nichtleere und abgeschlossene Teil-
menge und g : D — D eine Selbstabbildung und Kontraktion, d.h. eine Lipschitz-stetige Abbil-
dung mit Lipschitzkonstante g < 1

lg(x) =gl <dqlle—yl, =yeD. (4.30)

Dann besitzt g genau einen Fizpunkt z € D und die Folge (x)k>0 der Fizpunktiteration (4.24)
konvergiert fiir jeden Startpunkt xo € D gegen z

xp — 2z (k— 00).

Aufserdem gilt die a priori Abschitzung (lineare Konvergenz)

[z — 2] < 1 = ol|

STy
Beweis. [2], Satz 5.16. O

Zur Konstruktion und Analyse von Fixpunktverfahren werden wir wieder Ableitungen bendtigen.
Fiir Funktionen f : R™ — R"™ sind die ersten Ableitungen in der Jacobi-Matrix

nfi Oofi ... Ouh
@)= @=L

zusammengefasst. Zur Berechnung von Jy ist die Berechnung von n? partiellen Ableitungen
notwendig.

Zur Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes miissen die Eigenschaften Selbstabbildung
und Kontraktion nachgewiesen werde. Zur Uberpriifung dieser Eigenschaften ist der folgende
Schrankensatz niitzlich.

24



4 Nichtlineare Gleichungen

Lemma 4.11. (Schrankensatz) Die Funktion g : D — R™ sei stetig differenzierbar auf einer
konvexen Menge D C R™. Dann gilt fir x,y € D

lg(x) = gl < sup [[[ (I 1z - yl|- (4.31)
£eD

Falls q := supgep ||| Jg(E)I| < 1, so ist g eine Kontraktion auf D.

Beweis. Die Beziehung (4.31) folgt direkt mithilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.
Nach diesem gibt es zu z,y € D ein & = x + s(y — z), s € [0,1] auf der Verbindungsstrecke
zwischen = und y, so dass

9(x) — g(y) = J4(§)(x — y)

Da D als konvex angenommen wurde, gilt £ € D. (4.31) folgt nach Normierung und aufgrund
von || Az|| < [[|A[[|[|]]. O

Gilt |||Jy(2)|]] < 1, so kann dieses Lemma verwendet werden, um lokale Konvergenz der
Fixpunktiteration zu zeigen.

Lemma 4.12. Sei g : D — R” stetig differenzierbar auf einer offenen Menge D C R™. Zu jedem
Fizpunkt z € D mit |||J4(2)||] < 1 gibt es eine (abgeschlossene) Umgebung

Ky(z):={z € R, |l — 2| <p} C D, p>0,

auf der g eine Selbstabbildung und Kontraktion ist. Gilt |||J4(x)||| < 1 auf einer Kugelumgebung
K, (2), so kann p = r gewdhlt werden. Fir Startwerte xy € K,(z) konvergiert die zugehorige
Fizpunktiteration gegen z.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von J, gibt es eine (abgeschlossene) Umgebung K ,(z), so dass

q:= sup ||[[Jg(OIll <1.

§EK,(2

Nach Lemma 4.11 ist g eine Kontraktion auf K ,(z). Wir zeigen die Selbstabbildungseigenschaft.
Sei dazu = € K,(z). Mit der Fixpunkteigenschaft von z und der Kontraktionseigenschaft gilt

lg(x) = z[l = llg(z) — 9()| < gqllz = z[l < gp < p,

d.h. g(x) € K,(2). Der Banachsche Fixpunktsatz sichert die Konvergenz der Fixpunktiteration.
O

Beispiel: Fixpunktverfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme Als Fixpunktiteration zur
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

f(z)=0, f:R*"—>R"
machen wir mit einer reguldaren Matrix C' € R"*™ den Ansatz

9 € R, xp = 251 + Cf(.%'kfl) (k =1,2, ) (4.32)
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Ist f stetig differenzierbar und ist C so gewiéhlt, dass

¢= s |11+ CT@l <1, (433)
€K ,(2)

so konvergiert die Fixpunktiteration (4.32) nach Lemma 4.12 fiir Startwerte z9 € K,(z). Die
Beziehung (4.33) legt die Wahl C' = —Jf(zj_1)"' nahe, welche weiter unten zum Newton-
Verfahren im R” fithren wird.

4.7 Exkurs: lterative Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme

Der Ansatz (4.32) kann auch zur Konstruktion von iterativen Verfahren zur Losung von linearen
Gleichungssystemen der Form

Ax = b, AeR™™ beR"”

mit einer reguldren Matrix A verwendet werden. Diese sind insbesondere fiir sehr grofie lineare
Gleichungssysteme relevant, da das Gaufische Eliminationsverfahren (Kapitel 2) im Fall von voll
besetzten Matrizen O(n?) arithmetische Operationen benétigt und sehr teuer sein kann (Im Fall
n = O(10°) wiren O(10'®) Operationen notwendig!). Die Iteration (4.32) angewendet auf die
Funktion f(x) =b— Ax lautet

Tp = Tp—1 + C(b — A:Bk,1) = (I — CA)wk,1 + Cb (k =1,2, ) (4.34)

Die Jacobi-Matrix der Verfahrensfunktion f lautet in diesem Fall J; = —A unabhingig von x.
Die Matrix C' sollte wieder so gew#hlt werden, dass (vergleiche (4.33))

q:= 11— cAlll <1,

d.h. C =~ A~!. Die Berechnung von A~! selbst wiirde wie das GauBsche Eliminationsverfahren
O(n?) arithmetische Operationen benétigen und kommt daher nicht in Frage.

Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren Stattdessen splitten wir die Matrix A additiv in ihren
Diagonalteil D, eine linke untere Dreiecksmatrix L und eine rechte obere Dreiecksmatrix R auf:

a].]. a12 PN aln all O ce O
a21 a2 - a2
A=L+D+R mitA—| = ™ 70 % p_| 0 ax ,

. . . . : 0

anl Aap2 - Gpp 0 . 0 apn
0 0 0 0 a2 G1n

I = a‘21 0 : R— 0 0

. . . 0 . a(n_l)n

anpl - an(nil) 0 o --- 0 0
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Zwei wichtige iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen sind das Jaco-
bi- und das Gauf-Seidel-Verfahren. Beim Jacobi-Verfahren setzt man

C =D,
beim Gauf-Seidel-Verfahren
C=({D+L)""
Eine erste Voraussetzung fiir die Durchfiihrbarkeit beider Verfahren ist, dass D bzw. D + L

regulér ist, d.h. keine Nullelemente auf der Diagonalen enthilt.

Algorithmen und Aufwandsanalyse Das Jacobi-Verfahren nimmt folgende Gestalt an:

Jacobi-Verfahren

Eingabe: Startwert xg € R™
(i) Berechne Residuum rg = b — Axg, k=1
Solange ||7,—1|| >TOL (oder ||z — xx—1]] >TOL)
(ii) Update 3, = 231 + D ey
(iii) Berechne Residuum ry =b — Az, k< k+1

Ausgabe: Iterierte xp_1

Die Multiplikation mit der Inversen der Diagonalmatrix in (ii) kann sehr effizient mit n Divi-
sionen und n Additionen ausgefiihrt werden:

ZEgk) l’gk_l) + Tgk_l)/all
:m(lk) :cgkfl) + Tﬁzkil)/ann

Die einzig teuren Schritte sind damit die Matrix-Vektor-Multiplikation Az in (i) und (iii),
welche n? Multiplikationen und n? Additionen benétigt

(k) n (k)
air a2 - Gip $1k 2 j=1 alixjk
4 a1 G2 -+ G2p :cé ) 2?21 25X ;
T = . . . . . = .
anl Gn2 QAnn x% ) Z?:l anjxg' )

Es ergibt sich ein Gesamtaufwand von n? + O(n) Multiplikationen/Divisionen und n? + O(n)
Additionen/Subtraktionen. Die Anzahl der benotigten Iterationen c¢;; bis zum Erreichen der To-
leranz ist problemabhéngig. Bei einer guten Konditionierung der Systemmatrix x(A) = O(1)
(unabhéngig von n) ist ¢;; aber in der Regel unabhéngig von n. Die Gesamtzahl der benétigten
Multiplikationen /Divisionen betriigt dann c;n? + O(n) (im Gegensatz zu O(n?) fiir das Gauf-
sche Eliminationsverfahren).
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Alternative Formulierung Zur Implementierung des Jacobie-Verfahrens wird héufig ein alter-
nativer Algorithmus verwendet. Schritt (ii) im obigen Algorithmus

Ty = Tp—1 + D_l(b — Axg_q)
kann alternativ auch geschrieben werden als
Dxp =b+ (D — A)xk_l =b-— (R + L){Ek_l
bzw. in Komponentenschreibweise fiir i = 1,...,n
i—1 n
k k—1 k—1
a2l = b — Z%‘@ﬁ ' > aijxg’ .
j=1 j=i+1
Nach Teilen durch a;; ergibt sich die Iterationsvorschrift fiir ¢ = 1, ..., n:

1—1 n
(k) _ =114, (k=1) (k=1)
T =y bz—zaw% - Z Qijx;
= j=itl

GauB-Seidel-Verfahren Fiir das GauB-Seidel-Verfahren formuliert man Schritt (ii) um, da die
Berechnung der Inversen (D + L)' teuer wiire. Nach (4.34) lautet die Iterationsvorschrift
oy = (I — (D + L)' Ay + (D + L)'
Die erste Matrix lésst sich in diesem Fall vereinfachen zu
I-D+L)y'"A=T-(D+L) " (D+L+R)=—-(D+L)"'R.

Nun multipliziert man (4.34) von links mit (D+ L) und 16st ein lineares Gleichungssystem (LGS)
durch Vorwértseinsetzen

ap=—(D+L) 'Rep_ 1 +(D+L) % < (D+L)ay=—Raepy +b.

Gaufl3-Seidel-Verfahren

Eingabe: Startwert xop € R"

(i) Lose das LGS (D+ L)x; = —Rxo+0b, k=1
Solange ||z — z—1|| >TOL

(ii) Lose das LGS (D + L)x = —Rxjp—1 + b, k< k+1

Ausgabe: Iterierte xy,

n2

Schritt (i) und (ii) benétigen je 5 + O(n) Multiplikationen/Divisionen zur Berechnung der
rechten Seite und weitere %2 + O(n) Multiplikationen/Divisionen zur Losung des LGS durch
Vorwirtseinsetzen (siehe Kapitel 2). Zusammen betrégt der Aufwand pro Schritt beim Gaufl-
Seidel-Verfahren also n? 4+ O(n) Mult./Div, wie beim Jacobi-Verfahren. Wihlt man das Ab-
bruchkriterium allerdings basierend auf ||ry|| = ||b — Axy||, wiren weitere n? + O(n) Mult./Div.
notwendig. Allerdings sind beim Gau$-Seidel-Verfahren im Vergleich zum Jacobi-Verfahren meist
weniger Iteration c¢;; bis zum Erreichen der Toleranz TOL notwendig.
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Alternative Formulierung Schritt (ii)
(D + L)ZL’k =—Rxp_1+0b
schreibt sich komponentenweise fiir ¢ = 1, ...,n als
! k - k
-1
> aay =bi— Y ayal !
j=1 j=i+1
bzw.
k — k . k
-1
awl'§ ) = bi — Zaij$§~ ) — Z aijxg- )
j=1 j=i+1

(

Auch diese Relation kann sukzessive zur Berechnung von :cik) fir ¢ = 1, ..., n genutzt werden, da

(k)

T rechts fiir j < ¢ dann schon berechnet ist.

Der Vorteil dieser Formulierung ist, dass bei dieser Formulierung kein lineares Gleichungssys-
tem zu losen ist. Der Aufwand liegt jedoch auch hier bei je n? + O(n) Multiplikationen und
Additionen.

4.7.1 Konvergenzresultate

Konvergenz der Iteration ist nach obigen Uberlegungen fiir beliebige Startwerte zq € R™ sicher-
gestellt, wenn

||l — CAl|l| < 1.
Dann gilt ndmlich (Wiederholung)

ek = 2l = llg(xr—1) = 9(2)I| < [ = CAl[[ [lzg—1 — =]
<11 = CAlllfl|lzo — 2l = 0 (k — 0).

Aufgrund von Norméquivalenz im R™ geniigt es dies fiir eine beliebige Norm || - ||« nachzuweisen.
Dann folgt némlich fiir eine beliebige andere Norm || - ||

|lex — 2| < clleg — 2]« = 0 (k= 0).

Zum Nachweis einer Schranke fiir |||I — C'A||| kann der Spektralradius einer Matrix spr(A)
einer Matrix A € R™*™ niitzlich sein. Wir definieren

spr(A) := max{|A|, A € C ist Eigenwert von A}.
Das folgende Lemma zeigt, dass es geniigt den Spektralradius von I — C'A zu betrachten:

Lemma 4.13. Zu jeder Matriz A € R™" und zu jedem € > 0 gibt es eine von einer Vektornorm
| - ||e erzeugte Matriznorm ||| - |||e, so dass

spr(A) < [|[Allle < spr(A) +e.
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Beweis. Siehe [4]. O
Konvergenz der Fixpunktiteration
xp =xk—1 + C(b— Axp_1)
fiir beliebige Startwerte xg liegt also genau dann vor, wenn
spr(l —CA) < 1. (4.35)

Zwei wichtige Kriterien zum Nachweis von (4.35) basieren auf dem Begriff der Diagonaldominanz
von Matrizen.

Definition 4.14. Fine Matriz A € R™ ™ heif$t stark diagonaldominant, wenn

n

|aii| > Z laij|  fir allei=1,...,n.
Jj=1j#i

Eine Matriz A € R™" heifst schwach diagonaldominant, wenn

n

lagi| > Z lagj|  firallei=1,...,n.
Jj=1,j#i

und

n
lai;| > Z laij|  fir mindestens ein i € {1,...,n}.
=Ly

Fiir strikt diagonaldominante Matrizen kann Konvergenz fiir Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren
gezeigt werden:

Lemma 4.15. Sei A € R™*" eine strikt diagonaldominante Matriz. Dann gilt sowohl fir das
Jacobi-Verfahren (C = D~') als auch fiir das Gauf-Seidel-Verfahren (C = (D + L)~!)

spr(I — CA) < 1,
d.h. beide Verfahren konvergieren fiir beliebige Startwerte xg € R™.
Beweis. Ubung O

In Anwendungen liegt hiufig nur schwache Diagonaldominanz vor. Diese ist alleine noch nicht
hinreichend fiir Konvergenz der beiden Verfahren. Wir benotigen noch den Begriff der Irreduzi-
balitat:

Definition 4.16 (Irreduzibilitit). Eine Matriz A € R™ ™ heifit irreduzibel, wenn es zu jedem
Indezpaar (i, j) einen Pfad

10501y« - - bm
gibt mit i = 19,7 = iy, und Matrizelementen

aikyik+17é0, kzO,...,m—l'
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Wir betrachten ein Beispiel zur llustration des Begriffs. Die Matrix
-2 1

ist schwach diagonaldominant und irreduzibel. Fiir das Indexpaar (i, j) = (1, m) wihlt man zum
Beispiel den Pfad:

io=1, i1=2, d2=3, ..., fim_1=m.

Analog kann man beliebige andere Indexpaare (i,7) behandeln.

Anmerkung: Setzt man in diesem Beispiel dagegen einen Nebendiagonaleintrag auf Null, so
ist die Matrix nicht mehr irreduzibel.

Das folgende Lemma sichert Konvergenz fiir irreduzible, schwach diagonaldominante Matrizen:

Lemma 4.17. Sei A € R™ "™ eine irreduzible und schwach diagonaldominante Matriz. Dann
gilt sowohl fiir das Jacobi-Verfahren (C = D~') als auch fiir das Gauf-Seidel-Verfahren (C =
(D+L)™")

spr(l — CA) < 1,
d.h. beide Verfahren konvergieren fiir beliebige Startwerte xg € R™.

Beweis. Siehe [4]. O

Als drittes wichtiges Kriterium kann man fiir das Gauf-Seidel-Verfahren (im Gegensatz zum
Jacobi-Verfahren) zeigen, dass es fiir symmetrisch positiv definite Matrizen konvergiert. Es gibt
viele weitere iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen. Als Beispiel nen-
nen wir noch eine Erweiterung des Gau3-Seidel-Verfahrens. Sei dazu die k-te Iterierte des GauB3-
Seidel-Verfahrens bezeichnet mit ()¢S, Das SOR-Verfahren (successive over-relazation) defi-
niert Iterierte mit einem Relaxationsparameter w € (0, 2)

2(B).SOR _ 0 (k).GS +(1- W)z
Ist der optimale Relaxationsparameter wqpt bekannt, so kann die Konvergenzrate gegeniiber dem
Gauf3-Seidel-Verfahren deutlich verbessert werden.
Die iterative Losung von linearen Gleichungssystemen ist ein Forschungsgebiet fiir sich, welches

gegebenenfalls in weiterfithrenden Numerikvorlesung behandelt wird. Wir wenden abschlieend
Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren in einem Beispiel an.

Beispiel Wir I6sen das Problem Az = b fiir
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Rechenzeiten

—8— Jacobi

n Jacobi Gauf3-Seidel LR 1 Gauss-Seidel
16 [21-10% 11-107% [22-10°3 -
32 189-100% 4.1-107% |1.3-1072 10° 4
64 |[32-1002 1.2-107%2 |6.6-1072
128 [ 1.1-107Y  46-1072 | 5.1-1071

Zeit [s]

256 | 4.3-1071  1.8-107! 3.9 .
512 1.8 7.7-107¢ 36.4
O(n?) O(n?) O(n?) 1073

T
102
n

Abbildung 4.5: Laufzeit (in Sekunden) von Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren sowie Gauf-
Elimination (LR) zur Losung von Beispiel 1 fiir verschiedene MatrixgréBen n
auf einem Laptop. Bei Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren wurde das relative
Abbruchkriterium r, < 10™%ry verwendet.

fiir verschiedene n mit Jacobi und Gauf3- Seidel-Verfahren sowie mit Gau-Elimination.
Die Matrix A ist sowohl stark diagonaldominant als auch symmetrisch, negativ definit. Sowohl
fiir das Jacobi- als auch das Gauf-Seidel-Verfahren gilt

Il = CAJlf <g<1
und damit
lzk = 21| < gller-1 — 2] < ¢"llzo — 2|.
Zum Erreichen einer relativen Toleranz TOL bzgl. ||xj — z|| sind daher unabhéngig von n
cit = log, (TOL)

Iterationen notwendig. Ahnliche Resultate gelten auch fiir andere Abbruchkriterien.

In Abbildung 4.5 werden die Laufzeiten der beiden Verfahren fiir verschiedene n mit dem
Laufzeiten der Gau$-Elimination (inkl. Riickwértseinsetzen) verglichen. Wie erwartet, wachsen
die Laufzeiten mit O(n3) bei der GauB-Elimination und O(n?) bei Jacobi- und GauB-Seidel-
Verfahren, wobei das Gauf-Seidel-Verfahren um etwas mehr als einen Faktor 2 schneller ist. Fiir
groflere n unterscheiden sich die Laufzeiten von Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren auf der einen
Seite und GauB-Elimination auf der anderen Seite schon recht deutlich.

4.8 Newton-Verfahren im R"

Auch im mehrdimensionalen kann das Newton-Verfahren iiber die lokale Ndherung von f durch
Taylorentwicklung um x; hergeleitet werden. Es gilt mit Taylorentwicklung

fl@) = flar) + ) 0if (zr)(w — @)y + O||z — xx||*)

j=1
= f(xr) + Jp(e) (@ — zx) + O(||lz — 2 ||°).
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Wir definieren die folgende Itererierte xpy; wieder als Nullstelle des Taylorpolynoms erster
Ordnung
Thpr = xk — Jp(a) " f ().
Da das Invertieren der n x n-Matrix J¢(zy) in der Regel recht teuer ist (O(n?) a.Op.), berechnet
man xpy1 durch Losen des Gleichungssystems
Jr(@r) (p1 — ax) = —f (@)
0
zy

Dies kann wieder mithilfe von iterativen Methoden erfolgen. Es ergibt sich folgender Algorithmus.

Newton-Verfahren im R"
Eingabe: Startwert zo € R™ (Setze k = 0)
Solange || f(zx)|| >TOL

(i) Berechne die Jacobi-Matrix J¢(xy)
(ii) Lose das LGS Jy(xg)dxy = —f(xg)
(iii) Update z4+1 = x) + dzg,

(iv) Berechne f(xgi1), k+ k+1

Ausgabe: Iterierte xy,

In jedem Newton-Schritt miissen zum einen n? Ableitungen der Jacobi-Matrix berechnet wer-
den (i). Es ergibt sich ein Aufwand von O(n?). Zum anderen muss in (ii) ein LGS gelost werden.
Geschieht dies mit einem direkten Verfahren (z.B. Gauf-Elimination) sind O(n?) a.Op. not-
wendig. Sind die Voraussetzungen fiir die Konvergenz von Jacobi- oder Gauf-Seidel-Verfahren
erfilllt und ist Jy(xy) gut konditioniert, reduziert sich der Aufwand mit diesen Verfahren auf
O(n?) und liegt damit im Bereich des Matrixaufbaus. Alle anderen Schritte haben nur lineare
Komplexitit O(n).

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Abschnitts, den Konvergenzsatz von Newton-
Kantorovich. Dessen Resultate sind auch in 1 Dimension giiltig und damit eine Verallgemeine-
rung von Satz 4.1. Der Beweis des folgenden Satzes ist allerdings deutlich aufwéndiger.

Satz 4.18. (Newton-Kantorovich) Es sei D C R™ und f : D — R"™ stetig differenzierbar. Weiter
seien die folgenden Voraussetzungen an f und den Startpunkt xq erfillt:

(i) Die Jacobi-Matriz Jy sei gleichmdapig Lipschitz-stetig auf D, d.h. es gelte fir alle v,y € D
mit einer Konstanten L < co

() = Jrw)lll < Lllz =yl (4.36)
(ii) Die Jacobi-Matrixz habe auf D eine gleichmdjig beschrinkte Inverse
II7p(@) | < B, xeD (4.37)

mit einer Konstanten 8 < oo.
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(iii) Fir den Startpunkt xo € D gelte
1 , -
qi=aBL< L, wobei o= |[Jy(x)” (ao)]|

() Die abgeschlossene Kugel Koo (x0) sei ganz in D enthalten.

Dann besitzt f genau eine Nullstelle z € Koo (z0) und es gilt die a priori Fehlerabschitzung

||.Tk - Z” < 2aq2k717 k= 07 17

Bemerkung 4.19. Satz 4.18 gilt auch in 1 Dimension und stellt damit eine Verallgemeinerung
von Satz 4.1 dar. Der Hauptunterschied liegt darin, dass Satz 4.18 auch die Existenz einer
eindeutigen Nullstelle z € Ky, (xo) sichert, deren Existenz in Satz 4.1 angenommen wurde.
Wir vergleichen die ibrigen Voraussetzungen fiir D = I = [a, b]

(i) Statt 2-maliger stetiger Differenzierbarkeit wird in Satz 4.18 nur Lipschitz-Stetigkeit
der ersten Ableitung gefordert. Auf der abgeschlossenen Menge I ist das Maximum der
zweiten Ableitungen eine obere Schranke fir L, da (vgl Lemma 4.11)

(@) = ()] < max|f"()llx -y = M :=max|f"| > L
gel 1

(i) In 1 Dimension gilt

-1
g =m0 = (mjn ) =
so dass die Bedingungen f < oo (Satz 4.18) und m > 0 (Satz 4.1) identisch sind.

(tit) Der Rolle von p in Satz 4.1 (xvo € K,(2)) entspricht in etwa 2c in Satz 4.18 (z € Kao(z0) ).
Mit B=m"' und M ~ L gilt
M
q:=afl =~ p—.
2m

In Satz 4.1 wurde q < 1 gefordert, in Satz 4.18 die stdrkere Voraussetzung q < %
Tatsdchlich gilt Satz 4.18 sogar fir q < 2 (siehe [4]). Da der Beweis dafiir allerdings
wesentlich aufwindiger ist als der oben gezeigte, haben wir hier auf die schwdchere Vor-

aussetzung verzichtet.

(iv) Auch die vierte Voraussetzung Koo (xg) C I wurde analog in Satz 4.1 gefordert.

Bemerkung 4.20. Wie im eindimensionalen ist das Newton- Verfahren auch im R™ das Standard-
Verfahren zur Losung von nichtlinearen Gleichungen. Probleme bestehen wie bereits im R dis-
kutiert darin, dass der Konvergenzbereich je nach Funktion f recht klein sein kann.

Zur Vergriflerung des Konvergenzradius kann auch hier ein gedimpftes Newton- Verfahren
eingesetzt werden, mit analogen Konvergenzaussagen wie im Eindimensionalen. Zur Vermeidung
der (mdglicherweise recht teuren) n? Ableitungsberechnungen kénnen vereinfachte Newton-
Verfahren definiert werden. Auch hierfiir gelten analoge Konvergenzaussagen wie im RE.
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Beweis von Satz 4.18. Wir unterteilen den Beweis in 5 Teilschritte:

(I) Herleitung einer Hilfsabschitzung

(II) Wir zeigen: Die Iterierten zj, bleiben in der Kugel Koq(zo) und ||z — 24| < aq@ D

(III) Wir zeigen: (xj)k>0 ist eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Grenzwert z €
Kaq(xp). Es ergibt sich direkt die a priori Fehlerabschétzung.

(IV) Wir zeigen: Der Grenzwert z ist eine Nullstelle von f.
(V) Eindeutigkeit der Nullstelle in Ko, (z0)

(I) Wir beginnen mit der Herleitung eines Hilfsresultats. Seien dazu z,y,w € Kaq(x). Fiir die
Funktion

h:[0,1] = R",  h(s):= f(y+s(z—y))

gilt

Dies ist gleichbedeutend mit
1
Fa) = 1) = [ Intu+ @ =) (e =) ds
Subtraktion von J¢(w)(x — y) ergibt
1
f@) = fly) = Jp(w)(z —y) = /0 (Jr(y +s(z —y)) = Jp(w)) (z —y)ds.
Mithilfe der Lipschitz-Stetigkeit von .J; schétzen wir ab
1
1f (@) = f(y) = Jr(w)(z —y)| < Lljz -y /0 ly +s(z—y) —w|ds
1
<Lfo=yl [ slo-wl+@-oly-ulds (439
0
L
< llz =yl (e —wl +lly —wl) .
Fiir w = x vereinfacht sich diese Abschitzung noch zu
L
1f(2) = f(y) = Jr(x)(z =)l < gllfv—yIIQ- (4.39)

(IT) Wir zeigen nun induktiv fir £ = 0,1, ..., dass

[k+1 — ol < 2a, (4.40)

k_
T ) (4.41)
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Die erste Abschitzung ist gleichbedeutend mit x4 € Koo (zo). Fiir & = 0 gilt

lz1 = @oll = [T (z0) " f (o)

|:a7

so dass beide Bedingungen erfiillt sind. Wir nehmen nun an, dass (4.40)-(4.41) fir k =0, ..., m—1
erfiillt ist und schliefen auf & = m. Es gilt nach Definition der Newton-Iterierten x,,4+1 und x,,
und (4.37)

i1 = 2l " 1T (@) " f(@m)l

(4.37)
< Bllf(zm)ll (4.42)

B BIf (@m) —f(zm—1) — Jf(xmfl)(l‘m = Tpp—1) |-
=0

Nun wenden wir das Hilfsresultat (4.39) und die Induktionsvoraussetzung (4.41) an und erhalten

(4.39) 8, (4.41) g, o1 1) 2
s — 2l < e~ P < (g )

= afL gq@m_” < ag®" . (443)
—~— 2

=q

Dies zeigt (4.41) fiir £ = m. Um (4.40) zu zeigen, nutzen wir die Dreiecksungleichung und (4.43)

[2mi1 = zoll < [Zms1 = Zmll + 2m = 2l + o+ 21 = 20

< a(q<2m‘1>+...+q+1)
oo a
k)
§a<k§0q ) = 1_q§2a,

da q < % nach Voraussetzung.
(III) (4.41) ist bereits ausreichend, um zu zeigen, dass (zx)r>0 eine Cauchy-Folge bildet. Es
gilt namlich

|Zktm — Tkl < |Zktm — Thrm—1ll + |Tk4m—1 = Topm—2 + - + [[Trs1 — 2]
S a (q(2k+'m71_1) + q(2k+m72_1) + + q(2k_1))

— gD <1 ey (q<zk>)2”> (4.44)

(28 -1) .
<20¢® 7V 50 (k— ).

Die Folge (xy)k>0 ist also eine Cauchy-Folge und hat einen Grenzwert z im (Banachraum) R".
Da nach (4.40) fiir alle k&

lxx — zo| < 2a
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4 Nichtlineare Gleichungen

bleibt diese Beziehung im Grenzwert erhalten, d.h. es gilt 2, — 2z € Kaq(z0). Ubergang zum
Limes m — oo in (4.44) ergibt die a priori Abschéitzung

ok — 2]l < 20¢% D, k=0,1,...

(IV) Wir miissen noch zeigen, dass f(z) = 0 gilt. Dazu haben wir in (II) (4.42)-(4.43) bereits
gezeigt, dass

OZ2L (2m_2)

Bl f )l < 8%

Mit Grenziibergang m — oo folgt f(z) = 0.
(V) Abschliefiend zeigen wir, dass f unter den gegebenen Voraussetzungen nur eine Nullstelle
z in Ko, (x0) hat. Dazu zeigen wir, dass die Fixpunktiteration (vereinfachte Newtoniteration)

g(w) = = Jy(w0) " ()

eine Kontraktion auf Ks,(zg) ist.
Seien dazu z,y € Kaq(x0). Es gilt nach Definition von ¢

lg(z) — gl = llz —y — Jr(xo) "' (f(z) — f(W))]l
= [Ty (o)~ (Jy(wo)(z —y) — fz) + f())
< |1 g(zo) M| 1 (z0)(z — ) — f(z) + FW)]I]
<5

Mit dem Hilfsresultat (4.38) aus (I) fir w = ¢ folgt daraus

L
lg(@) =gl < BNz —yll | ll& — 2ol + |ly — o]
—_—— —\—
<2a <2«
< 2Laf|z =yl = 2qllz — y|.-

Da g < %, ist g eine Kontraktion auf Ky, (z¢). Daraus folgt direkt die Eindeutigkeit des Fix-
punktes in Koy (xg). Gidbe es ndmlich 2 Fixpunkte 21, 20 € Ko, (x0), so folgt

Iz1 = z2fl = llg(21) — 9(22)|| < 24|21 — 22|

und damit z1 = 2».
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5 Polynominterpolation

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Approximation einer Reihe von Daten (x;,y;)
oder einer moglicherweise komplizierten Funktion f durch ein Element p einer einfacheren Funk-
tionenklasse, insbesondere durch Polynome p € P,. Ahnliche Aufgabenstellungen wurden bereits
in Kapitel 3 im Rahmen der Linearen Ausgleichungsrechnung diskutiert.

Im Gegensatz zur Ausgleichsrechnung fordert man bei der Interpolation, dass die interpolie-
rende Funktion p Werte y; (z.B. Funktionswerte f(z;)) in gewissen Punkten z; exakt annimmt

p(zi) =vyi, 1=0,..,n.

In der Numerik ist die Interpolation mit Polynomen besonders interessant. Das liegt dar-
an, dass z.B. Integrale oder Ableitungen von Polynomen sehr einfach und effizient berechnet
werden konnen. Die Polynominterpolation hat grofie Bedeutung in den weiterfiihrenden Nume-
rikvorlesungen, insbesondere in der Numerik partieller Differentialgleichungen.

Der Weierstrafische Approximationssatz besagt, dass man jede Funktion f € C|a,b] beliebig
gut durch ein Polynom approximieren kann: Fir jedes € > 0 gibt es ein Polynom p, so dass

|f(x) —p(x)| <€ Vz€la,b].

Leider liefert er allerdings kein Konstruktionsprinzip fiir solche Polynome p.

5.1 Lagrange-Interpolation

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der sogenannten Lagrangeschen Interpolationsaufgabe.

Definition 5.1. (Lagrangesche Interpolationsaufgabe) Zu (n+1) paarweise verschiedenen Stiitzstellen
Z0, ..., Ty € [a,b] und Stitzwerten yg, ..., yn ist ein Polynom p vom Gradn (p € P,) so zu be-
stimmen, dass

p(zi) =vi, 1=0,...,n. (5.1)
Die Interpolationsaufgabe ist wohlgestellt:
Satz 5.2. Die Lagrangesche Interpolationsaufgabe ist eindeutig losbar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit von Losungen. Dazu nehmen wir an es géibe 2
Losungen py,pa € Py, die (5.1) erfiillen. Fiir p = p; — po gilt

p(x;) = p1(xs) —p2(z) =0, i=0,...,n.

Das Polynom p € P,, hat also n + 1 Nullstellen. Das ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra
nur moglich, wenn p = 0 ist. Damit folgt die Eindeutigkeit einer Losung.
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5 Polynominterpolation

Die Existenz von Losungen kann man nun mit Argumenten der linearen Algebra aus der
Eindeutigkeit folgern. Fiir ein beliebiges Polynom p € P, gilt

p(z) = ag + ar1w + a2332 + . Fapz™.

Wir betrachten (5.1) als lineares Gleichungsssystem zur Berechnung der Koeffizienten a;,i =
0,..,n:

2
1 =z 3 xg ao Yo
1z a2 ™ a
1 1 1 Y1
. . =1 . (5.2)
1 2 n
In .’En $n Qp yn
=:Vn =w

mit der sogenannten Vandermonde-Matrix V,, € RFDx(+1) - Aus dem Eindeutigkeitsbeweis
oben folgt, dass die zur Matrix V,, gehtrende lineare Abbildung

g : R SR g(w) = Vw

injektiv (Aus Vw1 = Vwe folgt w1 = wy). Damit folgt, dass V;, Vollrang hat. Daraus folgt aber
auch die Surjektivitidt von g und damit die Existenz einer Losung (aq, ..., ay) fiir beliebige rechte
Seiten (Yo, .-, Yn)- O

(5.2) konnte nun direkt zur Berechnung der Koeffizienten (aq,...,a,) angewendet werden.
Leider ist die Vandermonde-Matrix aber fiir wachsendes n sehr schlecht konditioniert. Bei
dquidistanter Verteilung der Stiitzstellen iiber das Intervall [1,2], d.h. z; = 1 + %, 1=0,..,n
gilt beispielsweise (siehe [1])

ro(Ve) ~ 2.0 - 107, ko(VR) ~ 1.1-10'°, ko (Vig) = 6.5 - 10'2.

Das bedeutet, dass bei der Losung des Gleichungssystems (5.2) mit einer extremen Fehler-
verstdrkung zu rechnen ist.

Fiir stabilere und effizientere Wege zur Berechnung des Lagrangeschen Interpolationspolynom
pr, betrachten wir statt der Mlonombasis (1,z,...,2") nun alternative Basen des P,.

5.1.1 Lagrangesche Darstellung des Interpolationspolynoms

Zu (n+1) Stiitzstellen paarweise verschiedenen z, ..., z,, definieren wir die n+1 Lagrangeschen
Basispolynome

n
L) = ] ;_i{ €Py,  i=0,..,n (5.3)
j=0,4#i "

Nach Konstruktion gilt mit dem Kronecker-Delta 0;;

1,i=j

0,i#j (54)

Li(x5) = 015 := {

39



5 Polynominterpolation

Lemma 5.3. Die in (5.3) definierten Polynome L}',i =0, ...,n bilden eine Basis des Polynom-
raums P,.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Polynome L},i = 0, ...,n linear unabhéngig sind. Seien also
a;,t =0, ...,n reelle Zahlen, so dass

Zn: o; L} = 0.
i=0

Mit der Eigenschaft (5.4) folgt fiir j =0,...,n
0="> ail}(xj) =y
i=0

und damit die lineare Unabhéngigkeit der L. O

Aufgrund der Eigenschaft (5.4) ist die Bestimmung der Koeffizienten des Interpolationspoly-
noms zur Lagrangeschen Basis trivial. Es gilt ndmlich

p(x) =Yyl (). (5.5)
i=0

Man iiberpiift leicht, dass dieses Polynom die Gleichungen (5.1) erfiillt. Die Darstellung (5.5)
wird die Lagrangesche Darstellung des Interpolationspolynoms zu den Stiitzstellen (xg,yo),- . .,
(@, yn) genannt.

Der Vorteil der Lagrangeschen Darstellung des Interpolationspolynom ist ihre Einfachheit.
Sie ist daher insbesondere in der Theorie sehr niitzlich. Thr Nachteil besteht darin, dass jedes
Basispolynom L}'(z) von allen Stiitzstellen o, ..., z, abhingt. Wird ein neuer Stiitzpunkt z,1
hinzugenommen, z.B. um die Genauigkeit zu erhchen, miissen alle Basispolynome neu berechnet
werden. Dieser Nachteil der Lagrangeschen Darstellung motiviert die Betrachtung einer weiteren
Basis von P,, welche uns auf die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms fiihrt.

5.1.2 Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms

Wir definieren nun eine Basis, welche sich rekursiv aufbauen lésst

i—1
No(x) =1, Ni(@):=[J@—=;), i=1,...,n (5.6)
j=0
Es gilt
Nl(:L') = Ni_l(a:) . (a: — IL’Z'_1).

Lemma 5.4. Seien xg,...,x, € R paarweise verschieden. Die in (5.6) definierten Polynome
N;,©=0,...,n bilden eine Basis des Polynomraums P,.
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5 Polynominterpolation

Beweis. Wir zeigen wieder die lineare Unabhéngigkeit der V;,7 = 0, ..., n. Seien dazu o;; € R, ¢ =
0,...,n so, dass

n
Z oa;N; = 0.
=0
Da N; fiir ¢ > j den Faktor (z — x;) enthélt, gilt N;(z;) = 0 fiir j < 4. Es folgt zunéchst
n
0= ZO&@Ni(l‘o) = .
=0
Und dann induktiv

n
0= ZaiNi(l'l) = 011(1‘1 — l’o) = ] = O,
=1

n
0= ZaiNi(xg) = Oég(xg — .’II())(.T}Q — 1‘1) = Qg = 0,
=2

Es folgt die lineare Unabhéngigkeit der Polynome N;,i =0, ..., n. ]

Die Koeffizienten a; bzgl dieser Basis kénnte man nun rekursiv aus dem folgenden Gleichungs-
system berechnen

yo = p(x0) = ao
Y1 — ap
Tr1 — 1'0,

yi=p(x1) =ap+ai(z1 —29) = a1 =

Y2 — ag — a1($2 - xo)
(z2 — m0) (w2 — 71)

y2 = p(z2) = ag + a1(x2 — x0) + az(xe — xo)(x2 —x1) = az =

)

n—1
Yn — Z a; N; (:L'n)
=1

n—1
Yn = p(fn) =ag+ Z azNz(xn) + anNn(xn) = ap =
i=1

Ist das Interpolationspolynom p,, zu n Stiitzstellen gegeben und wird noch eine Stiitzstelle
(Zn+1,Yn+1) hinzugefiigt, so muss nur der neue fithrende Koeffizient a,1 berechnet werden, die
iibrigen Bedingungen behalten ihre Giiltigkeit. Es gilt

Yn+1 — Pn Tn+1
Yn+1 = P($n+1) = pn(xn—i—l) + an—i—an—i-l(xn—i-l) = Up41 = n n( nt ) (57)
NnJrl (55n+1)

Dividierte Differenzen Effizienter und numerisch stabiler ist die Berechnung der Koeffizienten
mit Hilfe der sogenannten dividierten Differenzen. Wir definieren y[zg, ..., x4 fur k,1 > 0 und
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5 Polynominterpolation

k+1<nals
ylrk] = Yk, k=0,...,n
— _ 5.8
y[xm7 ---7$m+l] — y[wm-‘rla 7xm+l] y[l'm, y T4l 1] I = 1, o, m = 0’ T — L. ( )
T+l — Tm

Der folgenden Satz zeigt, dass die Koeffizienten a; der Newton-Darstellung durch die dividier-
ten Differenzen y|xo, ..., x;] gegeben sind.

Satz 5.5. (Newton-Darstellung) Seien yo,...,yn € R (n+1) Stitzwerte zu (n+1) paarweise
verschiedene Stiitzstellen xq,...,x, € R. Das zugehdrige Lagrangesche Interpolationspolynom
p € P, hat die Darstellung

p(x) =Y ylao, ... 2x] Ni() (5.9)

k=0

n

mit den in (5.8) definierten dividierten Differenzen und den in (5.6) definierten Newtonschen
Basispolynomen des P,.

Beweis. Wir bezeichnen mit py 4y € P, das Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen

(Tk, Yk), - (Tkt1, Ykt1). Das gesuchte Polynom hat dann die Darstellung p = pg .

Wir zeigen nun fiir alle [ =0,...,n und k =0,...,n — [, dass

Prrl = Y] +ylzr, ve](z — op) + o+ Y[og, o ve) (2 = 2) - (T - 2pg-1). (5.10)

Fiir kK = 0 und [ = n folgt die Behauptung des Satzes.

Wir fithren den Beweis induktiv nach dem Polynomgrad I.
Induktionsanfang: Fir | = 0 gilt

Pk = Y[Tk] = Yi-
Dies ist offensichtlich das konstante Polynom py , € Py durch die Stiitzstelle (xy, yx).
Induktionsschritt: Nun sei die Behauptung erfiillt fiir [ — 1 > 0. Damit gilt insbesondere, dass
die Interpolationspolynome py, j4;—1 durch die Punkte (zx, yx), ..., (Tr4i—1, Ybt1—1) und pri1 x4
durch die Punkte (Zgi1,Ykt1), - (Thti, Yrsr) die Darstellung (5.10) erfiillen.

Nach (5.7) besitzt das Interpolationspolynom bei Hinzunahme einer Stiitzstelle (xgii, Yr+1)
die Darstellung

Phot1(2) = Prjoi—1(x) + a(x — xp)(x — 1) -+ (& — Tpy—1) mit a € R. (5.11)
Da pg k+i1—1(z) die Darstellung (5.10) erfiillt, ist nur zu zeigen, dass
a=y[zr, ..., Thyi)-
Hierzu definieren wir

(x — zk) Pt k1 (x) — (& — Thg)Dho fot1—1 ()
L+l — Tk

q(z) = (5.12)
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5 Polynominterpolation

Man rechnet nach, dass dieses Polynom die Punkte (g, yx), ..., (g-t1, Yk+1) interpoliert

—(k — Thtt)Phhri—1 (k)

q(zg) = = P ori—1(Tk) = Y
(z) P +1-1(7k)
(Tt — Th)Pht 1,41 (Thpt)
q(rpq1) = = Pt 1,k (Tht1) = Yrtts
T+l — Tk
sowie firi =1,...,1 — 1
=Yrti =Yk+i
—
o) = (Thri — Tk) Prr 1kl (Thai) —(Thops — Thopt) Pt i—1 (Thopi)
i LTkl — Tk
@kt — TR Ykti — Tk — D) Yt
= = Yk+i-
Tyl — Tk

Es gilt also py x+1 = ¢. Vergleicht man den fithrenden Koeffizienten bzgl. z! in (5.11) mit dem in
(5.12), so folgt unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung (5.10)

YITk+1y s Thetl] — Y| Thy ooy ThA1-1
a = [ +15 - +} [ ) VR ]:y[éﬁk,.-.,I'k.H].
L+l — Tk

O

Bemerkung 5.6. Aus der Newtondarstellung (5.9) mit dividierten Differenzen lisst sich noch
eine Figenschaft der dividierten Differenzen herleiten, welche wir spdter bendtigen werden. Der
fiihrenden Koeffizient bzgl. der Monombasis ist nach (5.9) gegeben durch ylxo, ..., ]

Das Interpolationspolynom ist sicherlich invariant gegeniiber einer Permutation der Stitzstellen
und damit auch sein fiihrender Koeffizient bzgl. der Monombasis. Daher gilt

ylxo, .o, Tn] = YlTig, -y i,

fiir eine beliebige Permutation ig, ..., 1, der Indizes 0, ...,n.

Aufwandsanalyse Als néchsten analysieren wir den Aufwand zur Berechnung der Koeffizienten
des Interpolationspolynoms in Newton-Darstellung und dessen anschlieBende Auswertung.

Dividierte Differenzen

Eingabe: Stiitzstellen zg, ..., x,, Stiitzwerte yo, ..., Yn

Fir k=0,...,n:
yloe] = yk
Farl=1,...,n:

Firm=0,....n—1(:
y[mm+17 ceey l'm_H] - y[mmv ceey xm—f—l—l]

T+l — Tm

y[ﬂjm, ey xm+l] =

Ausgabe: Koeffizienten a; = y[xq, ..., z;], i =0,...,n
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Die Anzahl der zu berechnenden Divisionen in (5.8) summieren sich zu

n n—l n n . 1 2
;n;)l:lz;n—l—l—l:;j = 71(712) = %4—0(12).

AuBlerdem sind doppelt so viele Subtraktionen zu berechnen.
Sind die Koeffizienten a;,7 = 0,...,n einmal berechnet, kann das Interpolationspolynom in
Newtonscher Darstellung

p(r) = aiNi(x)
=0

effizient in O(n) Operationen an einer Stelle £ € [a,b] ausgewertet werden. Am effizientesten
und stabilsten geschieht das mit dem Horner-Schema (sieche Ubung).

Auswertung eines Polynoms in Newton-Darstellung mit Horner-Schema
Eingabe: Koeffizienten ay, ..., a,, Stiitzstellen x, ..., x,, Stelle £ € [a, ]

Setze b, = a,,
Firk=n-1,..,0:
b = ak + (§ — Tk)bk41

Ausgabe: p(§) = by.

Es sind n Multiplikationen und 2n Additionen notwendig.
Auch die Hinzunahme einer Stiitzstelle kann in der Newtondarstellung effizient ausgefiihrt
werden. Ist ndmlich das Interpolationspolynom

n

pn(x) = Z a; N;(x)

1=0

zu n + 1 Stiitzstellen gegeben und wird noch eine Stiitzstelle (25,41, yn+1) hinzugefiigt, so muss
nur der neue fihrende Koeffizient a,1 = y[zo, ..., xnt1] (O(n) a.0Op.) und das Basispolynom
Npti1(x) = Np(z)(x — z5) (O(1) a.0p.) neu berechnet werden.

Neville-Schema Schliefllich kann die Relation (5.12) zu einer effizienten Auswertung des Inter-
polationspolynoms p an einer einzelnen Stelle £ € [a, b] verwendet werden. Es gilt ndmlich

={—Tp+TE—Th4
—
(€ —2)per1h1(§) = (€= 2p11) Prpri-1(6)
T4l — Tk
xk)]?k+1,k+l(§) — Pikri—1(6)
T4l — Tk

Prk+1(E) =

= Prgti—1(8) + (§ —

Dies fiihrt auf das sogenannte Neville-Schema:
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Neville-Schema zur Berechnung von p(§)

Eingabe: Stiitzstellen x, ..., x,, Stiitzwerte yo, ..., yn, Stelle £ € [a, ]

Fir k=0,...,n:
Pkk = Yk
Firl=1,...,n

Firk=0,...,n—1:

Pl k1 = Phhi—1 + (§ — 2,

)pk+1,k+l — Pk k+1-1
Tpyl — Tk

Ausgabe: p(§) = pon

Der Wert py ,, ist (bei exakter Arithmetik) dann der Wert des Polynoms p(§). Das Neville-
Schema ist sehr gut geeignet, wenn man das Interpolationspolynom nur an einzelnen Stellen &
auswerten mochte. Bei jeder Auswertung sind @ Multiplikationen und genau so viele Divi-
sionen notwendig. Ist man an einer Auswertung an vielen Stellen interessiert, ist die Berechnung

der Koeflizienten mithilfe von dividierten Differenzen effizienter.

Beispiel Wir betrachten die Stiitzstellenpaare

i [0 1 2 3
yi |0 1 8 27

welche von der Funktion f(x) = 23 abgegriffen werden. Wir berechnen den Wert des Interpola-
tionspolynoms p € P3 an der Stelle { = 0.5. Die Zwischenwerte py, j4; sind von links nach rechts
in im folgenden Neville-Tableau gegeben.

poo =0 | po1 =0.5 po2 = —0.25 | po3 = 0.125
pi1=1 | pi2=-25 | pi3z=2

p22 =8 | peg = —20.5

p33 = 27

Der Endwert pg3 ist genau der Wert von f(0.5) = p(0.5), da Funktion und Interpolationspoly-
nom in diesem Beispiel iibereinstimmen. Interessant ist aber, dass die Zwischenwerte, welche die
Werte py, p+i(x) der Interpolationspolynome zu einem Teil der Stiitzstellen sind, teilweise weit
von p(0.5) abweichen. Dies ist besonders dann der Fall, wenn die Stelle z = 0.5 auerhalb des
von den Stiitzpunkten aufgespannten Intervalls liegt. In die Approximation pe3 gehen z.B. nur
die weit entfernten Werten (2,8) und (3,27) ein.

5.1.3 Fehlerabschitzung bei der Interpolation von Funktionen

Wir nehmen nun an, dass die zu interpolierenden Stiitzwerte von einer Funktion f abgegriffen
sind, d.h. dass die Stiitzstellenpaare

(w0, f(x0)), (1, f(x1)), ey (@n, f2n)) (5.13)

zu interpolieren sind.
Es gilt die folgende a priori Fehlerabschéitzung:
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Satz 5.7. Sei f € C""]a,b] und sei p, € P, das zugehérige Interpolationspolynom durch die
Stiitzstellenpaare (5.13) mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; € [a,b],i = 0,...,n. Dann
gibt es zu jedem x € [a,b] ein & € (a,b), so dass gilt

(n+1 n
@) = mmla) = T S o - (514
7=0
Insbesondere gilt
(n+1) n
() = pale)] < =00 +'f i -z (5.15)

j=0

Beweis. Im Fall x = x; fiir eine Stiitzstelle z; verschwinden beide Seiten in (5.14) und das
Resultat folgt trivialerweise. Sei also z # z;,j = 0,...,n. Wir definieren die Funktion F' ¢
C"™"a, b] durch die Zuordnung

J=0 J= J

K (z) ist dabei so bestimmt, dass die Funktion F(¢) eine Nullstelle in x hat
F(z) = 0. (5.16)

Damit besitzt F' mindestens die (n+2) Nullstellen xo, ..., zp, x in [a, b]. Nach dem Satz von Rolle
hat die Ableitung F” dann mindestens (n 4 1) Nullstellen in [a, b] und die (n + 1)-te Ableitung
F(™+1) noch mindestens eine Nullstelle &, € (a,b). Fiir diese gilt

0= FOH(g,) = fUr(E) —pl V(&) —K (2)(n + 1)!

und damit

Mit (5.16) gilt
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kurz diskutieren. Fiir wachsendes n féllt der Term m sehr schnell. Der Term []7_, |z — ;]

fallt, wenn Stiitzstellen x,, nahe bei x hinzugefiigt werden. In jedem Fall gilt

n
[T e il < - ap™.

=0

|b—a|?t1

Bei gleichmiiBig beschrinkten Ableitungen f("+1) liegt wegen DT

von der Stiitzstellenwahl Konvergenz vor

— 0 (n — oo0) unabhéngig

[f(@) =pu(2)| =0 (n— o).
Sind die Ableitungen von f dagegen nicht gleichméflig beschrinkt, etwa bei der Funktion

1 2lz| \"
(n) ~ I
s 1) <|1—x2> n!

oder ist die Funktion nicht geniigend regulér, so kann fiir n — oo keine Konvergenz erwartet
werden.

Wir betrachten als Spezialfall noch eine dquidistante Wahl der Stiitzstellen, d.h. x; = a+ b_Tai.
Fiir das Produkt [[7_, [z — ;] gilt dann mit A := ba

n

flz) =

H|x—l’j|Sh‘h-Qh-Sh‘--nh:h"Hn!:( a) n!.
j=0

Mit der Fehlerabschitzung (5.15) gilt dann sogar

S (1)

£e(a,b) n —+ 1 n

[f(z) = pn(z)| <

Auch hier ist Konvergenz fiir n — oo aber nur sichergestellt, wenn die Funktion glatt ist (f €
C*°[a, b]) und die Ableitungen fiir n — oo beschrankt sind oder nur "moderat anwachsen”.

Beispiel 5.8. Wir interpolieren die Funktion f(x) = |z| auf dem Intervall [a,b] = [—1,1] mit
den dquidistanten Stitzstellen x; = —1 + %, i =0,...,n. In Abb. 5.1 zeigen wir die Interpo-
lationspolynome py4, ps, P16 und pso. In diesem Fall divergiert das Interpolationspolynom py, fiir
n — oo und es entstehen starke Oszillationen in der Nihe der Intervallenden fiir wachsendes n.
Bei Funktionen, die nicht requldr sind, oder deren Ableitungen nicht gleichmdfSig beschrinkt ist,
ist also die Verwendung eines Interpolationspolynoms hoher Ordnung nicht zu empfehlen.

Als n#chstes geben wir noch eine Fehlerschitzung mit alternativem Restglied an. Dazu fiihren
wir fiir die dividierten Differenzen, die zu Stiitzstellen (x;, f(z;)),i = 0,...,n, gehoren (d.h.
y; = f(x;))) folgende Notation ein

f[l'] = f(l‘), f[xl] = f(xz)7 t=0,..,mn,

f[xk—i-h "'7xk+l] - f[mlm "‘7xk+l—1]

f[xk,...,l'kJrl] = , 0<k<k+1<n,
T+l — Tk

f[x’$k7'.‘7xk+l] — f[xk7"'>$k+l] - ](‘[3371:]67"'7:1:/<3—|-l—1]7 0<k<k+l<n.
Tl — &
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Abbildung 5.1: Polynominterpolation der Funktion f(x) = |z| mit Polynomgrad n = 4, 8, 16, 32.

Satz 5.9. Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.7 gilt fir x € [a,b],x # xj,j = 0,...,n die
Fehlerdarstellung

f(z) — pn(x) :f[x,:):o,...,xn]H(x—xj). (5.17)
=0

Beweis. Wir zeigen die Aussage des Satzes induktiv nach Anzahl der Stiitzstellen. Fiir n = 0
gilt po(x) = f(xo) und es gilt nach Definition der Dividierten Differenzen

f(@) —po(x) = f(z) — f(z0) = flo, 20](7 — 20).

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1, d.h. es gelte

n—1
f(@) = pn-1(@) = flo, 20, s xna] [[ (@ — ;) (5.18)
j=0
fiir
n—1 i—1
po-1(x) =Y flwo, s zi] [ [ (2 - 27)
=0 j=0
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Nach Definition von p,, und der Induktionsvoraussetzung (5.18) gilt dann

i—1
f( ) pn — Zf LOy ooy T H(x —LL’])
=0
n—1
:f( ) Pn 1( ) f[an"'vxn]H(x_xj)
7=0
(5.18 n—1 n—1
=7 floazo, e tnaa] [[ (@ = 25) = flao, ooy 2] [[ (2 — 25)
7=0 Jj=0
= (flz,z0, ..., xn—1] — flzo, ..., x ]j: (x — x]

JI—.TJ

f[JJ,ZE(),...,l‘n,l] 1170, ﬁ

T — Xy

Die Induktionsbehauptung fiir n folgt mittels der Definition der Dividierten Differenzen. O

Vergleich der beiden Fehlerdarstellungen aus Satz 5.7 und 5.9 ergibt den folgenden Ausdruck
fir die dividierte Differenz

FIE)

m, 66 (a,b).

flz, o, ..., zp] =
Die dividierten Differenzen sind also Ndherungen der Taylor-Koeffizienten einer Funktion f.

5.1.4 Fehlerempfindlichkeit der Interpolationsaufgabe

Die Lagrangesche Interpolationsaufgabe ist sehr sensitiv beziiglich kleiner Stérungen der Daten.
Gestorte Daten g; = y; + €; wirken sich global auf das Interpolationspolynom p,, aus und kénnen
dieses dramatisch verdndern, insbesondere fiir grofles n.

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Polynominterpolation der Funktion f =0 auf dem Intervall
[—1,1] mit dquidistanten Stiitzstellen z; = —1 + %,i = 0,...,n fir gerades n. Das zugehdorige
Interpolationspolynom ist trivialerweise p, = f = 0.

Nun betrachten wir eine Stérung des Stitzwertes zur Stitzstelle x5 = 0 um e = 0.01. Wir
berechnen das Interpolationspolynom zu den Stitzwerten y, o = € = 0.01 und y; = f(z;) = 0
sonst. Dieses lautet in Lagrangescher Darstellung

n Xr — T
p()_eLn/z() € H TJ
j=0,j#n/2 "7

Dieses wichst fiir x # 0 sehr schnell fiir n — oo (siehe Abb. 5.2). Wir sehen, dass die Stérung
m x = 0 Finfluss auf die Interpolation im kompletten Intervall hat, insbesondere in der Nihe
der Intervallenden. Wieder divergiert die Polynominterpolation fiir n — oo.
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2.0 | T T
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Abbildung 5.2: Polynominterpolation der Funktion f(x) = 0 mit einem gestorten Stiitzwert bei
verschiedenem Polynomgrad n.

Das beobachtete Verhalten der Polynominterpolation an den Intervallrindern wird Runge’s
Phéinomen genannt. Dieses ldsst sich dadurch erkldaren, dass jedes Polynom p # 0 fiir z — oo
gegen +oo strebt. Anstatt eine Funktion mit f durch ein Polynom p,, mit grofem Polynomgrad n
anzunéhern, ist in der Praxis daher meist eine stiickweise Interpolation mit Polynomen kleineren
Grades sinnvoll, siehe Abschnitt 5.4 unten.

5.2 Hermite-Interpolation

Die Hermitesche Interpolationsaufgabe ist eine Verallgemeinerung der Lagrangeschen Interpo-
lationsaufgabe, bei der in den Stiitzpunkten x; zusétzlich gefordert werden kann, dass das In-
terpolationspolynom neben den Funktionswerten f(x;) auch Ableitungswerte f’(z;), ..., f*) (x;)
annimmt (p; > 0).

Definition 5.11. (Hermite-Interpolationsaufgabe) Zu (m+1) paarweise verschiedenen Stiitzstellen
xo,...,Tm € [a,b], Ableitungsgraden po,...,pmm > 0 und Stitzwerten y;p,i = 0,...,m,k =
0, ..., i ist ein Polynom p € P, mit n+1 =" (pi + 1) so zu bestimmen, dass

p(k)(aci) =ik, 1=0,...,m k=0,.. . (5.19)

Analog zu den Sétzen 5.1 und 5.7 beweist man
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5 Polynominterpolation

Satz 5.12. Die Hermite-Interpolationsaufgabe hat eine eindeutig bestimmte Losung p € P,.
Sind die Stiitzwerte y; i = 0,...,m,k = 0,..., u; von einer Funktion f € C™a,b] abgegriffen,
d.h. es gilt

yi,k) - f(k)(xl)u 1= 07 ceey M, k= 07 ceey Uiy
dann gilt die Fehlerdarstellung

n+1 &-w m .
@) =pulo) = Lo S T [ =

1=0
mit einem & € [a,b].

Beweis. [4], Aufgabe 2.5. O

Das Hermite-Interpolationspolynom lésst sich am einfachsten in der Newton-Basis angeben.
Es gilt

m pi+1 i—1

+1 k—1
g YOy oy Oy ooy LTy ey Tim1y Ty ey T - H(w—x VK (x —a;)" 7,
i=0 k=1 po+1 mal pi—1+1 mal k mal J=0

wobei die Dividierten Differenzen bei gleichen Indizes folgendermaflen modifiziert werden, damit
mehrfache Stiitzstellen iberhaupt moglich sind

Y[y 2] = Yik=1
NI R Y
k mal

Die iibrigen Dividierten Differenzen definiert man dann wie in Kapitel 5.1.2, wobei auf der
rechten Seite immer der erste bzw. der letzte Stiitzpunkt in der Klammer wegfallen
ylri, Tiv1] — ylzi, 7

Lit1 — T4

y[fUi,JUz', l‘z’+1] =

5.3 Extrapolation

In vielen Anwendungen ist man nicht an Werten f(§) interessiert, bei denen die Stelle £ zwischen
den Stiitzpunkten x, ..., x, liegt, sondern auflerhalb, d.h.
¢ < min z;, oder £ > max ;.
1=0,...,n 1=0,...,n

Mboglicherweise ist der Wert f(§) auch gar nicht definiert und man sucht eine N#herung fiir
lim, ¢ f(x). In diesem Fall spricht man von einer Eztrapolation der Stiitzwerte yo, ..., yn. Die
obigen Beispiele zeigen, dass eine Extrapolation nicht unbedingt zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt
(siehe z.B. die Oszillationen an den Intervallenden bei Beispiel 5.10). In diesem Abschnitt werden
wir Beispiele kennenlernen, bei denen die Konvergenz der Extrapolation sichergestellt ist.

Ein wichtiges Beispiel ist die numerische Differentiation. Ist f differenzierbar in x, so ist nach
Definition

Fa) — tim L) = @),

h—0 h
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5 Polynominterpolation

Kann der Differenzenquotient

f(z+h) - f(z)

al(h) = h

auf der rechten Seite fiir verschiedene h > 0 ausgewertet werden, so kann die Extrapolation
genutzt werden, um den Wert fiir h — 0 zu approximieren.

5.3.1 Numerische Differentiation

Zunichst beschiéftigen wir uns aber mit der Frage, wie gut der oben genannte einseitige Diffe-
renzenquotient und der zentrale Differenzenquotient

fle+h) - flx—h)
2h

ag(h) =
die erste Ableitung approximieren. Es gilt folgender Satz.

Satz 5.13. Sei f € C3[a,b]. Es gilt fir den einseitigen Differenzenquotienten

fl@+h) - f(x)
h

/ h 1 h‘2 "
= @)+ 51" @) + £ (Ee) (520)

mit einer Zwischenstelle &, € [x,x + h], die von x und h abhdngt. Fiir den zentralen Differen-
zenquotienten gilt bei f € C°[a, b]

fle+h) = flz—h)
2h

h2
= @)+ 5 f"(@) + O(h"). (5.21)

Ist f analytisch, so gelten fir gentigend kleines h die Reihenentwicklungen

k=2
f@+h)—flz—h) o SR ()
Beweis. Ubung. O

Definition 5.14. Eine Approzimation a(h) konvergiert fiir h — 0 mit Ordnung k gegen a € R,
wenn mit einer Konstante ¢ € R asymptotisch fir h — 0 gilt

la(h) — a| < ch®.

Im Falle k = 1 reden wir von linearer Konvergenz in h, fir k = 2 von quadratischer und fir
k = 3 von kubischer Konvergenz.
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Der einseitige Differenzenquotient konvergiert also linear gegen f'(z), der zentrale Differen-
zenquotient quadratisch.

Wir bemerken noch, dass aj(h) und ag(h) die ersten Ableitungen des linearen Interpolations-
polynoms p durch die Stiitzstellen (z, f(z)) und (x + h, f(x + h)) bzw. (x — h, f(x — h)) und
(x + h, f(x 4+ h)) sind. Mithilfe der Polynominterpolation kénnen weitere Approximationen an
die Ableitung f’(z) ~ p/(x) konstruiert werden. Wir wollen diesen Ansatz hier aber nicht wei-
ter diskutieren und stattdessen die Extrapolation der beiden wichtigsten Differenzenquotienten
ai(h) und az(h) im Limes A — 0 untersuchen.

5.3.2 Richardson-Extrapolation zum Limes

Die Idee bei der Richardson-Extrapolation zum Limes liegt darin ein Interpolationspolynom
durch die Stiitzwerte (ho, a(ho)), ..., (hn,a(hy)) zu legen und dieses fiir h = 0 auszuwerten. Wir
untersuchen diesen Prozess zundchst anhand eines einfachen Beispiels.

Beispiel 5.15. Wir berechnen den Wert der Ableitung von f(x) = tanh(x) an der Stelle x = 0.5.
Es gilt f(0.5) ~ 0.78644773. Auswertung des Differenzenquotienten

_ tanh(z + h) — tanh(z)
B h

al(h)

o7 111 1 :
fir h=3,7,5, 1 ergibt

1 1 1 1
— | =0. -] =~ 0.6921 — | =0. — | = 0. 4.
a<2) 0.5989, a<4> 0.6921, a<8> 0.7399, a<16) 0.763

Das Neville-Schema zur Auswertung des Interpolationspolynoms im Punkt & = 0 lautet

Pk+1,k+1 — Pk k+1—-1 fiir 1> 0
Py — hy

Prk = al(hy), Dl := Pk ktl—1 — I

Die Berechnung mittels des Interpolationspolynom p € P3 zu den 4 Stitzpunkten fithrt dann zu
folgendem Tableau

Wir sehen, dass die extrapolierten Werte viel niher an der exakten Lisung sind als der Wert
a (1—16) fiir das kleinste h. Schon der Wert pog des linearen Polynoms durch die beiden Stiitzstellen
ho = % und hs = % liefert eine groffe Verbesserung. In diesem Beispiel zahlt sich die Extrapo-
lation also aus.

Wie wollen nun die Konvergenzbeschleunigung bei der Approximation mit dem rechtsseitigen
Differenzenquotienten von Funktionen f € C3[a, b] analytisch untersuchen. Nach (5.13) gilt

flz+h) - f(x)
h

2
() = = F@)+ 25+ ) (5.21)

mit einer Zwischenstelle &, € [x,x + h], die sowohl von z als auch von h abhingt. Die Ap-
proximation mit dem Differenzenquotienten a;(h) ist also wie oben bereits bemerkt von erster
Ordnung in h (lineare Konvergenz).
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p11 = 0.6921 | p12 = 0.7976 | p13 = 0.78673
poo = 0.7399 | po3 = 0.7869
p33 = 0.7634

Poo = 0.5989 | po1 = 0.7853 | po2 = 0.78836 | po3z = 0.7865

epn=19-10"1 | ey =1.1-1073 | gy =1.9-1073
e11 =86-1072 | e;9=12-10"3 | e13=2.9-10"*
e =4.6-1072 | eg3 =4.5-1074

es3 = 2.3 1072

eps = 5.9 - 1074

Tabelle 5.1: Oben: Neville-Tableau der Extrapolation zur Berechnung der Ableitung
tanh’(0.5). Korrekte Dezimalstellen sind unterstrichen. Unten: Fehler e;; =
|pij — tanh’(0.5)|

Sie nun p; € P; das lineare Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen (h,a;(h)) und

(%, al(%)). In Lagrangescher Darstellung lautet dieses

=2 amy+ ol (1
TR )

Die Approximation p(0) an a;(0) lautet dann

N
S
=
—
>
N~—

p(0) = —ax(h) + 2a1 <Z> .

Mit der Taylorentwicklung (5.24) fiir h und % gilt dann

h h? h h?
p0) = (@) + 51w+ 5 176a)) 2 (@) + 570+ 5 )
= f'(z) + O(h?).
Die Approximation p(0) konvergiert also quadratisch (in h) gegen f/(z). Wir werden weiter

unten im Rahmen eines allgemeinen Resultates sehen, dass die Approximationsordnung bei Ver-
wendung von weiteren Stiitzstellen weiter gesteigert werden kann.

Zunéchst untersuchen wir allerdings noch das Konvergenzverhalten der Extrapolation bei
Verwendung des zentralen Differenzenquotienten

fle+h) - flx—h)
2h

Dieser weist bereits ohne Extrapolation eine Konvergenzordnung von 2 auf. Fiir analytisches f
gilt nach Satz 5.13 sogar die Reihenentwicklung

as(h) = = f'(z) + O(h?). (5.25)

0 p2i+1) () ..
as(h) = /() +Zf(2z.)f)h22. (5.26)
=1
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ag ist also eine gerade Funktion in h. In diesem Fall macht es Sinn fiir das Interpolations-
polynom auch nur gerade Polynome in A zu verwenden. Das folgende Lemma zeigt, dass die
Interpolationsaufgabe auch in diesem Fall wohldefiniert ist.

Lemma 5.16. Sei g > 0 und seien hy, ..., h, paarweise verschiedene positive Stitzstellen. Ein
Polynom p, € P, ist durch die Vorgabe von Werten

pn(h?) =a(h;), 1=0,..,n

eindeutig bestimmt. In “Lagrangescher” Darstellung ldsst sich das Interpolationspolynom folgen-
dermafen schreiben

pah) = ah) [ .
i=0 j=0,j#i J

Beweis. Durch die Substitutionen z; := h! und z := h? ergibt sich eine Lagrangesche Interpo-
lationsaufgabe mit Stiitzwerten y; = a(h;), ¢ = 0,...,n. Die Aussagen folgen aus Satz 5.2 und
(5.5). O

Besitzt a(h) z.B. eine gerade Reihenentwicklung, so ist ¢ = 2 zu wihlen.

Beispiel 5.17. (Zentraler Differenzenquotient) Wir approzimieren wieder den Wert der Ablei-
tung von f(x) = tanh(z) an der Stelle x = 0.5, dieses Mal mit dem zentralen Differenzenquoti-
enten

f+h) — fw—h)

az(h) := 5T

Es gilt f(0.5) ~ 0.78644773.

(i) Wir ignorieren zundichst die Tatsache, dass as(h) eine Reihenentwicklung in geraden Po-
tenzen besitzt (5.23) und bilden das Interpolationspolynom zu den Stitzstellen (hi, az(hi)) mit
h; =271 i=0,...,3. Das Neville-Schema fiihrt zum Tableau in Tabelle 5.2.

Poo = M616 Po1 = M993 Po2 = MQO Po3 = 0.7864593
p11 = 0.7805 | p12 = 0.7895 | p13 = 0.78643

p22 = 0.7850 | pog = 0.7872

p33 = 0.7861

Tabelle 5.2: Extrapolation zur Berechnung der Ableitung tanh’(0.5) mithilfe des zentralen
Differenzenquotienten ohne Beriicksichtigung der Reihenentwicklung in “gera-
de” Potenzen. Korrekte Dezimalstellen sind unterstrichen.

Wir sehen, dass die Werte schon deutlich besser sind als bei Verwendung des einseitigen Diffe-
renzenquotienten. Allerdings liefert die zweite und die vierte Spalte keine Verbesserung gegeniiber
der ersten und dritten. Dies liegt daran, dass wir hier von einem geraden Polynom der Ordnung 0
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zu einem ungeraden der Ordnung 1 bzw. von der Ordnung 2 zur Ordnung 3 ibergehen. Ungerade
Polynomgrade sind in der Entwicklung (5.23) aber nicht vorhanden.

(ii) Als nichstes bilden wir nun das Interpolationspolynom p € P, zu den Stiitzstellen (h?, az(h;)).
Das Neville-Schema lautet in diesem Fall

pre = alhg), k=0,..,n
B2 Pk+1,k+1 — Pk,k+1-1
k

2 2 J
hk:-i-l - hk

0<k<k+1<n.

Pkk+l = Pkk+1-1 —

Das zugehdrige Neville-Tableau ist in Tabelle 5.3 gegeben.

poo = 0.7616 | po1 = 0.7867494 | poa = 0.7864537 | po3 = 0.786447744
p11 = 0.7805 | p1o = 0.7864722 | p13 = 0.78644783

P22 = 0.7850 | pag = 0.7864493

p33 = 0.7861

epo =2.4-1072 | egy =3.0-107% | egy =6.0-107
e11=59-1072% | e19=25-10"° | e13=1.0-10"7
€99 =1.4-1073 | e93 =1.6-1076

e33 =3.5-1074

ep3 =1.4-1078

Tabelle 5.3: Extrapolation zur Berechnung der Ableitung tanh’(0.5) mithilfe des zentralen
Differenzenquotienten mit Beriicksichtigung der Reihenentwicklung in “gerade”
Potenzen (¢ = 2). Oben: Neville-Tableau. Korrekte Dezimalstellen sind unter-
strichen. Unten: Fehler e;; = |p;; — tanh’(0.5)].

Nun sehen wir wesentliche Verbesserungen in jeder Spalte. Nach Satz 5.18 konvergiert die
erste Spalte mit 2-ter Ordnung fiir h — 0. In Satz 5.18 werden wir zeigen, dass sich die Kon-
vergenzordnung in jeder Spalte um q = 2 erhéht. Der Wert pog ist also von der Ordnung O(hg).

Der folgende Satz liefert die Grundlage dafiir, dass die Konvergenzordnung durch Extrapola-
tion gesteigert werden kann.

Satz 5.18. Fir die Funktion a(h) : (0,1) — R gelte asymptotisch fiir h — 0 eine Reihenent-
wicklung der Form

a(h) = ag+ Y _ ajh?® + apyq (h)RTD (5.27)
j=1

mit einem q > 0, Koeffizienten a; € R,j =0, ...,n und einem nach oben beschrinkten Restglied
lan+1(h)| < ¢ fir h < hg. Weiter sei (hi)r>0 eine monoton fallende Folge positiver Zahlen

P41
k

0<

<l-—c¢
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mit € > 0. Fir das Interpolationspolynom py in € Pn durch (hi,a(hy)), ..., (R, a(hrin)) gilt
dann

[Pk (0) = a(0)] = O (A7)

Beweis. Wir schreiben z = h? und z, = h}. Das Interpolationspolynom durch (zx,a(h)), ...,
(2k4n, a(hg+n)) hat in Lagrangescher Darstellung die Form

n n

Phiin(2) = 3 alhnii) L), Lig(e) = [[ ———=L

i—0 1=0,1£i Rk+i — Rk+l
Wie setzen die vorausgesetzte Reihendarstellung (5.27) ein und werten das Polynom am Punkt
z =0 aus

n

= j n+1 n
Prk+n(0) = Z ao + Z aihf?; + ans1 (b BT | L4 (0)
=0 (5.28)

n n n
= a0 Li(0)+ ) ( > i L0 ) 3 a1 LR 0).
i=0 j=1 i=0

=0

Wir analysieren nun die Terme

E Zk+7, k:+’L ]:0,,n

Diese stellen gerade die Interpolationspolynome ¢;(z) € P, zur Funktion f;(2) = 2/ und den
Stiitzstellen zj44,7 = 0,...,n dar. Da j < n werden die Funktionen f; exakt interpoliert, d.h.
¢j = f;- Damit gilt insbesondere

1= fo(0) = qo(0 ZLk—H 0= /;(0) =g;(0 Z Zegi Lt (0

Setzen wir dies in (5.28) ein, so folgt

Prk4n(0) = ag + Z ans1 (Piyi) 2t Ly i(0). (5.29)
=0
q
Mit der Voraussetzung 0< @ <l-ecfirkeN folgt auch 0 < zk—“ = % <1 — e fiir ein

k

’ﬁ—l’ Zmim{‘zkle k= 1—1}} > min{eg, €3} =: €4 > 0.
2k 2k 2k
Fiir den letzten Term in (5.29) folgt
k+l1 _
L1 (0)] = H PR H eri/oem — 1] <e " =c(e,n).
=004 | R IR g g TR D
>eq
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Dieser Term ist also unabhéngig von h beschrénkt. Mit der Voraussetzung |ap+1(hg+i)| < ¢ und

n+1| < |Z]?+1‘ — hz(n—H)

|20 folgt die Behauptung

n

n n n+1
Phgesn(0) = a0l < 3 Jans1 (i) [2fFH 1L (0)] < ea(e,n)RETY.
=0

Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt fiir eine analytische Funktion f nach (5.22)

(k) (4
a1 (h) :f’(:z)+k22f kf )k,

Die Extrapolation mit einem Interpolationspolynom p,, € P, konvergiert also nach Satz 5.18 mit
(n+1)-ter Ordnung in h, wihrend der rechtsseitige Differenzenquotienten alleine nur Konvergenz
erster Ordnung aufweist. Fiir die Werte in Tabelle 5.1 gilt in der n-ten Spalte, die zu einem
Interpolationspolynom der Ordnung n — 1 korrespondiert, eine Abschétzung der Form O(h}),
wobei h die grofite Stiitzstelle ist, welche verwendet wird. In der ersten Spalte beobachten wir
folglich lineare Konvergenz, der Fehler halbiert sich von Zeile zu Zeile, aufgrunde von hg 1 = %hk.
In der zweiten Spalte beobachten wir quadratische Konvergenz, da sich der Fehler von Zeile zu
Zeile etwa um einen Faktor 4 verringert (b7, = 1h?).

Ist die Funktion f dagegen nur 3-mal stetig differenzierbar, so gilt nach (5.20) immerhin noch

2
w(h) = ')+ 5 @)+ ) (530)

mit einer Zwischenstelle &, ;. Eine Extrapolation der Ordnung n = 1, d.h. zu 2 Stiitzstellen
liefert hier die maximale Konvergenzordnung n 4+ 1 = 2. Eine Hinzunahme weiterer Stiitzstellen
bringt dagegen aufgrund des Restterms zweiter Ordnung in (5.30) keine weitere Erhohung der
Konvergenzordnung bei der Extrapolation.

Beim zentralen Differenzenquotienten sichert Satz 5.18 bei Verwendung der Stiitzstellen (h?, as(h;))
Konvergenz der Ordnung (2n + 2), da

o0 f(2k+1)(x)

az(h) = f'(x) + Z NeTEEE

k=1

2k

Fiir die Werte in Tabelle 5.3 gilt in der n-ten Spalte, die zu einem Interpolationspolynom der
Ordnung n — 1 in h? korrespondiert, eine Abschétzung der Form O(h2"). In den ersten beiden
Spalten kann man wieder anhand der Abnahme der Fehler um Faktoren von etwa 4 = 22
bzw.16 = 2% von oben nach unten die Konvergenzordnungen 2 bzw. 4 beobachten. Auch hier
héngt die maximal mogliche Konvergenzordnung allerdings von der Regularitéit der Funktion f
ab.

Entwicklungen dieser Formen sind die Voraussetzung, dass die Extrapolation vom Limes ei-
ne hohere Konvergenzordnung ergibt. Diese lassen sich allerdings in vielen praktischen Féllen
anwenden, etwa bei der numerischen Integration oder bei der Diskretisierung von Differentialglei-
chungen mit Diskretisierungsweite h > 0 (siehe Beispiel 2.1 aus dem ersten Teil der Vorlesung).
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5 Polynominterpolation

hrt1

Bemerkung 5.19. Die Schrittweitenbedingung T < 1 — € ist wesentlich. Sie ist notwendig,
um eine Schranke fiir |L}; ;(0)| sicherzustellen. Eine erlaubte Schrittfolge ist 2.B. hy = g—,? Nicht
erlaubt ist dagegen hy = %, da in diesem Fall lim % =1.

k—oo "k

5.4 Stiickweise Interpolation

Aufgrund der oben genannten Probleme beim Ubergang zu groBen Polynomgraden n ist die
Konvergenz der Polynominterpolation fiir n — oo eher ein theoretisches Resultat. In der Praxis
fithrt man die Polynominterpolation in der Regel stiickweise durch. Dazu wird das Intervall [a, b]
zundchst in Teilintervalle I; = [z;_1,x;],j = 1,..., N unterteilt mit

a=zro<x1<.<zxTNy_1<zTN =0

Auf jedem der Teilintervalle werden die Stiitzwerte nun mithilfe von Polynomen niederen Grades
interpoliert.

5.4.1 Stiickweise lineare Interpolation

Der einfachste Fall ist die stiickweise lineare Interpolation mit Polynomen p; € Pi(I;). Wir
suchen ein stiickweise lineares Polynom im Raum

S,ll’o[a, b = {p € Cla,b], P, € Pi(I;), 5 =1, ...,N},
welches die Lagrangesche Interpolationsaufgabe erfiillt, d.h.
p(zi) = v, i=0,..,N. (5.31)
Der Index h steht hierbei fiir die maximale Grofle eines Teilintervalls h := max |zj — 21
J=1450

Das lineare Polynom p; := pj;, ist natiirlich durch die Vorgabe der beiden Werte (z;j-1,y;-1)
und (zj,y;) eindeutig bestimmt. Die Stetigkeit der so zusammengesetzten linearen Polynomen
folgt aufgrund von p;(z;) = y; = pj+1(x;), siche auch Abb. 5.3.

Mithilfe der Theorie aus Abschnitt 5.1 kénnen wir fiir den Fall, dass die Stiitzwerte y; = f(x;)
zu einer Funktion f € C?[a,b] gehoren, direkt eine Fehlerabschiitzung angeben.

Satz 5.20. Sei f € C?[a,b] und y; := f(x;),i =0,...,N zu (N + 1) paarweise verschiedenen
Stiitzstellen x;,1 = 0, ..., N. Fiir die eindeutig bestimmte Lisung p € S}L’O[a, b] der Lagrangeschen
Interpolationsaufgabe (5.31) gilt fir x € [a, b]

2

h "
[f(z) —p(z)| < o e [F(E)I-

Beweis. Wir wenden Theorem 5.7 stiickweise auf jedem Intervall I; an. Fiir x € I; gilt

1€ h? "
|f(z) = p(z)| < max |z — zj| |z — 2| < - max[f7({)]. (5.32)
£el; 2 TT 2 Eel;
]
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5 Polynominterpolation

a=xy T1 irz'l—l I x Tp, =0
Abbildung 5.3: Stiickweise lineare Interpolation einer Funktion f (Quelle:[4])

Wir erhalten quadratische Konvergenz fiir h — 0 (d.h. N — o0). Hierzu ist “nur” die Be-
schrinktheit der zweiten Ableitungen notwendig. Genau genommen muss die Funktion f sogar
nur stiickweise in jedem Teilintervall I; regulér sein. Die Abschitzung (5.32) gilt dann trotzdem
auf jedem Teilintervall separat. An einem Stiitzpunkt x; muss die Funktion dagegen nur stetig
sein.

5.4.2 Stiickweise Interpolation vom Grad n

Anstatt linearer Polynome p; € P;i(I;) kénnen auch Polynome vom Grad n angesetzt werden.
Wir definieren den Raum

Sp°la,b] == {p € Cla,b], ps, € Pu(I}), j =1,.... N}.

Zur Formulierung einer wohlgestellten Lagrangeschen Interpolationsaufgabe zum Polynomgrad
n miissen nun in jedem Intervall I; = [z;_1, 2;] n 4+ 1 Bedingungen (fiir die n 4 1 Koeffizienten)
gestellt werden. Dazu definieren wir n 4 1 Stiitzstellen in I;

Tj—1 =20 <21 <..<Zin-1<Zjn=12j (5.33)
und die Lagrangesche Interpolationsaufgabe

p(zik) =vyix j=1,..N, k=0,..n (5.34)

Auch diese ist wieder eindeutig losbar (Satz 5.2 auf jedem Teilintervall). Mit Satz 5.7 gilt
folgende Fehlerabschéitzung.

Satz 5.21. Es sei eine Zerlequng des Intervalls [a,b] in N Teilintervalle I; = [x;_1,x;] gegeben
sowie paarweise verschiedenen Stiitzstellen z; ), € Ij, j = 1,.., N,k =0, ...,n, welche laut (5.33)
angeordnet sind. Weiter seien die Stiitzwerte yj, = f(zjx) von einer Funktion f € C™"1[a,b]
abgegriffen. Die eindeutig bestimmte Losung p € SZ’O der Lagrangeschen Interpolationsaufgabe
(5.34) erfillt die Fehlerabschditzung

M ex [F©), @ e ol

(@) = @)l < gy doax
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5 Polynominterpolation

Beweis. Anwendung von Satz 5.7 auf jedem Teilintervall I;. O

Wieder ist es ausreichend, dass die Funktion f nur lokal regulér und global stetig ist. Es ergibt
sich Konvergenz (n + 1)-ter Ordnung fiir h — 0, fiir eine stiickweise kubische Interpolation in
§3.0 L .

. la,b] also beispielsweise die Konvergenzordnung 4.

Bei der praktischen Berechnung der stiickweisen Interpolation kann man intervallweise vorge-
hen, d.h. die jeweiligen Interpolationspolynome p; = p|; fiir j = 1,..., N mit den Algorithmen
aus Abschnitt 5.1 berechnen. Ist man nur an einzelnen Werten p(z) des Interpolationspolynoms
geniigt natiirlich das Berechnen des Polynoms p; fiir den Index j mit « € I; (z.B. mit Hilfe des
Neville-Schemas).

5.4.3 Spline-Interpolation

Die Spline-Interpolation stellt eine Verallgemeinerung der oben betrachteten stiickweisen In-
terpolation dar, bei der wir zusétzlich fordern, dass die stiickweisen Polynome auch an den
Stiitzstellen x; gewisse Regularitéitseigenschaften besitzen, d.h. p € C"[a,b] fir r > 0. Wir
suchen den interpolierenden Spline im Ansatzraum

S a,b] := {p € C"[a,b], pi; € Pa(ly), j=1,..,N}.

Soll beispielsweise die Fahrbahn eines autonomen Fahrzeugs berechnet werden, so soll diese
fiir einen gewissen Fahrkomfort keine Zickzack-Bewegungen beinhalten, weswegen die Stetigkeit
der Ableitung gefordert wird. Dariiber hinaus hat die Spline-Interpolation z.B. auch grofie Be-
deutung in der Computergraphik bei der Erzeugung von glatten Kurven.

Diese Betrachtungen motivieren die folgenden Bedingungen fiir die sogenannte Spline-Interpolation.

Definition 5.22. Seien xg,...,xn (N +1) paarweise verschiedene Stiitzstellen und yy, ..., yn die
zugehdrigen Stitzwerte. Bei der Spline-Interpolation ist ein stickweises Polynom p € S}T;’T[a, b]
gesucht, welches die Lagrangesche Interpolationsaufgabe

p(zi) =vi, 1=0,..,N (5.35)
erfillt.

Bemerkung 5.23. Die Voraussetzung p € SZ’T[a, b ist dquivalent dazu, dass ein stiickweises
Polynom

p € Bla,b]:=={p:[a,b] > R, py; € Po(I),j=1,..,N}
die Zusatzbedingungen
pi(z;) = pisazy),  Pi(ay) =pipa(ay), o B (@) =V (25) (5.36)

fiir die Polynome p; := pir; € Py (1) erfillt.
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5 Polynominterpolation

Abbildung 5.4: Spline-Interpolation (Quelle:[4])

Die Bezeichnung spline bezeichnet im Englischen einen Biegestab. Man stelle sich dazu einen
elastischen Stab vor, der in N 4+ 1 Punkten fixiert ist, siehe auch Abb. 5.4. Neben der Fixierung
in diesen Punkten kann man den Stab auch nicht beliebig knicken, ohne dass er bricht. Dies
fithrt in der Mechanik unter gewissen Voraussetzungen zu den Bedingungen (5.36) fiir r = 2.

Wie bemerken, dass die Bedingungen (5.35) im Allgemeinen nicht ausreichen, um das stiickweise
Polynom p € S;"" eindeutig zu bestimmen. Wir werden die Wohlgestelltheit der Spline-Interpolation
im nédchsten Abschnitt fiir den wichtigen Spezialfall von kubischen Splines diskutieren.

5.4.4 Kubische Splines

Von besonderer Bedeutung in den Anwendungen sind die sogenannten kubischen Splines aus
dem Raum 52’2 [a,b]. Eine notwendige Voraussetzung fiir die Wohlgestelltheit der Lagrange-
schen Interpolationsaufgabe (5.35) durch Splines p € Si’z[a, b ist, dass die Anzahl der (linear
unabhéngigen) Bedingungen und die Anzahl der Freiheitsgrade iibereinstimmen. Wir betrachten
dazu wieder die in Bemerkung 5.23 eingefiihrte dquivalente Aufgabe ein Polynom p € P}:;’ [a, b]
zu bestimmen, so dass die Bedingungen (5.36) und (5.35) erfiillt sind.

Ein Polynom p € P,:f [a,b] kann in jedem Teilintervall I; folgendermaflen dargestellt werden
P = pj($) = ajo + aﬂ(af; - $j) + aj2($ — l‘j)Q + ajg(x - :Uj)3. (5.37)
Dieser Raum hat also 4N Freiheitsgrade (4 Koeffizienten in jedem Teilintervall).

Fiir den in Definition 5.22 definierten Spline gelten folgende Bedingungen

e 2N Bedingungen p;(z;) = f(z;),j = 1,..., N und pji(z;) = f(z;),7 =0,...,N -1
(Dies impliziert schon die globale Stetigkeit von p)

e 2N — 2 Bedingungen fiir die globale Differenzierbarkeit erster und zweiter Ordnung
pj(x;) =P (s), pj(x;) =pia(z;), j=1,..N-1

Es fehlen 2 Bedingungen, um eine wohlgestellte Aufgabe erhalten zu kénnen. Eine genaue
Betrachtung ergibt, dass die Koeffizienten in den &ufleren Intervallen I; und Iy unterbestimmt
sind. In jedem inneren Punkt x; sind 4 Bedingungen gestellt, in den Punkten xy und xy aber
nur eine.
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5 Polynominterpolation

Mogliche Zusatzbedingungen sind

p"(x0) = ya, P"(xN) =y (5.38)

Fiir y, = y» = 0 werden diese auch natiirliche Randbedingungen genannt, da sie sich bei einem
elastischen Biegestab in Abwesenheit von Kriften einstellen. Den resultierenden Spline nennt
man auch den natiirlichen kubischen Spline.

Satz 5.24. Die in Definition 5.22 definierte Spline-Interpolation besitzt fir n = 3 und r = 2
unter den Zusatzbedingungen (5.38) eine eindeutige Losung s € Sg’Q[a,b]. Weiter gilt fir den
natiirlichen Spline s, und jede Funktion g € C*[a,b] mit g(z;) = y;,7 =0,..., N, dass

b b
/ $1(2) 2 di < / g"(@)|? da. (5.39)

Bemerkung 5.25. Aus der Energieminimierungseigenschaft (5.39) folgt eine wichtige Stabi-
litdtseigenschaft des natiirlichen kubischen Splines s,. Die zweiten Ableitungen einer Funktion
beschreiben die Krimmung einer Funktion g. Oszillationen wie in Beispiel 5.10 fiihren auto-
matisch zu groflen Werten von g”. Diese sind beim natiirlichen kubischen Spline aufgrund von
(5.39) minimal. Man beachte, dass das Minimum bzgl aller Funktionen g € C?[a,b], die die
Stiitzwerte annehmen, angenommen wird. Die Energie ist also insbesondere auch kleiner als bei
allen anderen Splines mit r > 2.

Beweis. (i) Existenz und Eindeutigkeit: Wir betrachten wieder die dquivalente Aufgabe, dass
ein Polynom p € P2[a,b] die folgenden 4N Bedingungen erfiillt

Pj(x5) = v (x5), pi(zj) = pia(xy), j=1,.,N—-1 (5.40)
p1(x0) = Ya, P (zN) =y

Wir stellen die Interpolationsaufgabe als ein lineares Gleichungssystem fiir die in (5.37) definier-
ten Koeffizienten a;i,j = 1,..., N,k =0, ...,3 dar

Au = b,

wobei u der von allen Koeffizienten aj;, gebildete Vektor ist, A € RANVXAN ynd b € RN, Mit den
im Beweis von Satz 5.2 benutzten Argumenten der Linearen Algebra folgt die Existenz einer
Loésung aus der Eindeutigkeit.

Seien also s1,s2 2 Losungen von (5.40) und s = s; — s2. Diese liegt insbesondere im Raum

V:={¢ e C*a,b|, ¢(x;) =0,i=0,..,N}.

Wir zeigen zunéchst, dass die Form

b
(v, w)y ::/ " (2)w" (z) dx
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5 Polynominterpolation

ein Skalarprodukt auf V darstellt. Linearitéit, Symmetrie und Positivitét fiir v = w folgen sofort.
Wir miissen noch zeigen, dass (v,v)y = 0 = v = 0 impliziert. Verschwindet (v, v)y, so gilt
v"(z) = 0Vz € [a,b], d.h. v ist ein lineares Polynom auf [a,b]. Da v(z;) = 0 in 2; = 0, ..., N folgt
v=0.

Der Spline s = s1 — s ist in jedem Teilintervall I; ein Polynom dritten Grades und damit
insbesondere glatt innerhalb jeden Teilintervalls. Weiter gilt s”(zg) = s{(z0) — s5(xz¢) = 0 und
analog s’ (zx) = 0. Fiir ein beliebiges w € V gilt dann mit zweifacher partieller Integration

b N
(s,w)y = / §"(2)w" (z) dz = Z/} s"(z)w" (v) dz
a =171

N
Z {S"(fvj)w’(%) — " (zj—1)w'(z-1) / s"(z)w'(z) dﬂﬂ}

— I;
! N (5.41)
=3 (1(‘)N)w(xN)—s (ig)w(xo)—j;/ljs (2)w'(z) dz
S (4)
= — 8///1;" w\x; —S///x'_ wl\xr,;_— — 54 T ) w\x X = U.
—Z (25) w(z;) —" (25 1) w(zj_1) / (@) w(x)dry =0

=0 =0 =0

Es folgt insbesondere, dass (s, s)y = 0. Nach den obigen Vorarbeiten folgt daraus, dass s = 0,
d.h. die Eindeutigkeit.

(ii) Energieminimum: Zun#chst bemerken wir, dass die Argumentation (5.41) auch fiir den
natiirlichen Spline s,, anstelle von s gilt, d.h. es gilt

(Sp,w)y =0 Yw e V. (5.42)
In (5.41) wurde nédmlich nur benutzt, dass s ein stiickweise Polynom dritten Grades ist und dass
§"(zo) = §"(zn) = 0.
Weiter gilt fiir jede Funktion g € C?[a,b] mit g(z;) = y;,7 =0, ..., N, dass
Sp—g € V.

Aufgrund der Orthogonalitétsbeziehung (5.42) gilt also insbesondere, dass
b b
0= (Sna Sn — g)V - (Smsn)v - (Smg)v = / ’3;;('7")‘2 dx — / SZ(Q:) : g”(:l)) dx.
a a
Mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daraus

/ (@) de = / () o (@) da < (/ b |s;;<x>12dx)1/2 (/ b o) do)

Division durch den ersten Term auf der rechten Seite und anschlieSendes Quadrieren ergibt die
Behauptung. O

1/2

Schlieflich gilt die folgende Fehlerabschéitzung.

64



5 Polynominterpolation

Satz 5.26. Sei f € C*[a,b] und seien N + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen 25,5 =0,...,N

gegeben. Fir den durch die Stitzwerte (xg, f(x0)), ..., (xn, f(xn)) und die Zusatzbedingungen
s"(a) = f"(a) und s"(b) = f"(b) definierten kubischen Spline s € Si’z[a, b] gilt die Fehler-

abschdtzung

max [£(2) = s(a)] < 5h mas |FO(@).

Beweis. Fiir den technischen Beweis dieser Aussage verweisen wir auf [6]. O

Praktische Berechnung Zur praktischen Berechung der Spline-Interpolation ist das lineare
Gleichungssystem (5.40) fiir die Koeffizienten aj; von

pi(2) = ajo + aji(z — 23) + aj2(z — 25)* + aj3(w — @)%, (5.43)

j = 1,...,N zu losen. Dies ist zunéchst ein (4N x 4N)-System mit folgenden Bedingungen
(hy =

(1) pj(z;) = f(z;) = ajo = f(z;), j=1,...,N,

)
(2) pj41(z;) = flx;) = ajrr0 —hjpra411 + b5 a0 — B a3 = f(x), j=0,...,N —

=f(zj41)
3) pj(wj) = Plya(x5) = aj = ajii1 —2hjai00+ 3k a3, j=1,..,N -1,
pi(zj) = pia(x;) = 2a5 =2a;112 — 6hjy1a5013, j=1,..,N—1,
(%0) = Ya = 2a12 — 6a13h1 = Ya,

N(EN) = = 2an2 = Yp.

Dies kann nun weiter vereinfacht werden. Die Koeffizienten ajy sind mit (1) direkt bestimmt,
der Koeffizient agn durch (6). Die Koeffizienten aj; und a;3 kénnen mithilfe der ajo und a;q1,2
dargestellt werden. Dazu ersetzt man zunéchst mithilfe von (4) und (5) a;3 durch ajo und a;412
und anschlieBend a;; mithilfe von (2).

Es ergibt sich schlielich folgendes Tridiagonalsystem fiir die (N — 1) Koeffizienten ajq,j =
1,..., N—1, welches effizient und numerisch stabil mit direkten Methoden in O(N) arithmetischen
Operationen gelost werden kann.

2(h1 + h2) ho 0 a1
ho 2(ha + hs) - a2
. . . — b
2(hny—2+ hn-1) hn-1
0 hn-1 2(hy—1+ hn) aN-1,2
=:A

mit einer (N — 1) x (N — 1)-Matrix A und einem Vektor b € RV 1. Anschliefend berechnet man
aj1 und a;3 mithilfe von (2), (4) und (5).
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6 Numerische Quadratur

Die Aufgabe der numerischen Quadratur besteht darin Integrale ndherungsweise zu berechnen.
Als Beispiele seien die Integrale

b b
/sm(:c) dx, /exp(—xz)daj
a € a

genannt, fiir die keine Stammfunktionen bekannt sind.

Definition 6.1. Fine Quadraturformel ist eine Approximation der Form

b n
/ Fa)de =S oif ()
a i=0

mit Stitzpunkten x; € R,i =0, ...,n und Quadraturgewichten o; € R, i =0, ...,n.

6.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Die wichtigsten Quadraturformeln lassen sich iiber die Approximation von f mittels der Inter-
polationspolynome p,, € P, herleiten. Wir approximieren

b b n ,
/a f(z)da m/a pn(x) dr = ;f(xi)/a L™ (z) da,

=

wobei L die Lagrangeschen Basispolynome zu Stiitzstellen a < zg < z1 < ... < z,, < b bezeichen
(siche Abschnitt 5.1)

Tr—x;
j=04#i """ Y

Dabei lassen wir hier nun auch a < xg und z,, < b zu. Als erstes einfaches Beispiel sei hier die
Interpolation mit einem konstanten Polynom pg € Py zur Stiitzstelle xg = a genannt. Es gilt

b
Qg ::/ LY(x) dz = b — a.
R

Es ergibt sich die sogenannte Boxregel

b
D = [ po(@)de = 0~ )1 (@), 6.1)
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6 Numerische Quadratur

Bei der Interpolation mit einem linearen Polynom p; € P; mit Stiitzstelle xg = a,z1 = b ergibt

sich
b b
— [ I el R
ao.—/aLO(a:)dx—/a a_bdx—Q(b a),

b b
— 1
o ::/ L%(:r)d:r:/ i_;dxzi(b—a).

Dies fiihrt auf die sogenannte Trapezregel

b
10,(1) = 56— a)(f(@) + ) (— / plmdx). (62)

Die zugehorigen allgemeinen Fehlerdarstellungen und -abschétzungen kéonnen direkt aus der
Theorie zur Polynominterpolation aus Abschnitt 5.1 hergeleitet werden.

Satz 6.2. Sei f € C"a,b] und p, € P, das zugehirige Interpolationspolynom zu (n + 1)
paarweise verschiedenen Stitzstellen xg, ..., . Es gelten die Fehlerdarstellungen

/f daz/pn dq:_/f:rj_)l ﬁm—x] (6.3)

mit von x abhingigen Stellen &, € (a,b). Weiter gilt die Fehlerabschitzung
b b
[ t@de— [ p@yds] < s |00 ©]0 - apt (6.4)
a a €€(a7b)

wobei h := max{xy — a,x1 — Tq, ..., Tn — Tn—1,0 — xp} den mazimalen Abstand zwischen benach-
barten Rand- bzw. Stiitzstellen bezeichne.

Beweis. Die Fehlerdarstellung folgt direkt aus Satz 5.7. Aus (6.3) folgt weiter

|fn+1 ‘
< —
‘/f ) de cetoy (n+1) ‘/Hm i dw’
|fn+1 |
ggs( ) / (nh)-((n—kl)h)l dt

= ((n+1)hn+1
< sup [fTYERTH b - a).

O

Wie bei der Polynominterpolation erhilt man Konvergenz fiir h — 0 (bzw. n — c0), wenn die
Ableitungen gleichméflig beschréinkt bleiben.

Wir betrachten als néchstes die interpolatorischen Quadraturformeln zu dquidistanten Stiitzstellen,
die sogenannten Newton-Cotes-Formeln.
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6.1.1 Newton-Cotes-Formeln

Wir unterteilen das Intervall [a, b] wieder in gleich grofle Teilintervalle. Man unterscheidet zwi-

schen den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln, bei denen auch die Intervallenden a und b

Stiitzstellen sind, und den offenen Newton-Cotes-Formeln, bei denen dies nicht der Fall ist.
Bei einer abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel lauten die Stiitzstellen

Tr; =a-+

Wir definieren den Abstand der Stiitzstellen als

Bei einer offenen Newton-Cotes-Formel lauten die Stiitzstellen

n;;(w 1), i=0,..,n

T =a-+

und deren Abstand ist
b—a
n+2

Zur Berechnung der Quadraturgewichte nutzen wir die Integraltransformation z(t) = a +
th,t € [0,n]. Fiir die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln gilt fiir i = 0,...,n

n

b n
— T (a+th) — (a+ jh) / t—j
ii= dx =h dt
“ /a H T — T /a H a+ih) — a+]h x H

J=0,j7#1 J=0, 75 Jj= OJ#Z

Das letzte Integral ist nun unabhéngig vom Intervall [a, b] und kann ein fiir alle mal berechnet
werden. Fiir die offenen Newton-Cotes-Formeln gilt analog

T (a+th (a4 (j+1)h) .
T /Qi e /E& h>—<a+<j+1>h>§;

_h/ 11 t—]—l

J=0,j#i

Die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel niedrigsten Grades (n = 1) ist die Trapezregel (6.2),
fiir die die Gewichte bereits oben berechnet wurden. Die abgeschlossene Formel der Ordnung 2
wird Simpson-Regel genannt. Die Gewichte berechnen sich wie folgt

t—1¢t-2 h 22 h (8
= e — =3t +2dt=-|5;—-6+4) =
@0 h/ 0—10—2d 2/075 Y « 2<3 ’ )

2t—0t—2 2 4
ar=h tOtdt:—h/ 2 _ordt——n(S_4 h,
o 1-01-2 0 3 3

o /t_Ot_ld_h/2t2tdt:h §f2 :ﬁ
27 21 2 Jo 2 \3 3
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6 Numerische Quadratur
Es ergibt sich die Simpson-Regel

8= (r@+ar (30) erm) (=] (@) i)

Wir geben noch die ersten 4 abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln an (h = b_T“)

10,0 =222 (@) + 5 0) (Trapezregel)
1 [(f )b](f) =° g . <f (a) +4f <a ; b) + f(b)) (Simpson-Regel)
1) = T2 (@) + 3F(a+ ) + 37— B) + £(8) (2 -Regel o
I[(f},](f) = b&)a <7f(a) +32f(a+ h) + 12f (T) +32f(b—h) + 7f(b)) .
Fiir die ersten offenen Formeln gilt (h = £=4%)
10(f) = (b—a)f <“ . b) (Mittelpunktsregel)
10,0 =2 (fat b + 50— h) oo

20 ="21 (2f<a 1)~ f ("’ > b) +2f(b- h))

I3 = 1’274@ (11f(a + h) + fla+2h) + f(b—2h) + 11f(b— h)).
Man beachte, dass bei den offenen Formeln ab n = 2 negative Gewichte «; auftreten kénnen.
Dasselbe gilt bei den abgeschlossenen Formeln ab n > 7. Die Newton-Cotes-Formeln werden da-
her fiir grofies n sehr rundungsanfiillig. Selbst fiir eine rein positive Funktion f kann Ausldschung
auftreten.

Wir analysieren nun fiir einige wichtige Formeln, ob die allgemeine Fehlerabschétzung (6.4)
weiter verbessert werden kann. Dazu fiihren wir zunéchst den Begriff der Ordnung einer Qua-
draturformel ein.

Definition 6.3. Fine Quadraturformel 1(-) heifit (mindestens) von der Ordnung n
ord(I) =n

wenn durch sie alle Polynome aus P,_1 exakt integriert werden, d.h. wenn gilt
b
Fan®) = [ pla)ds Wpe Pt abeRas<h
a

Bemerkung 6.4. FEine interpolatorische Quadraturformel I[(:z] ist damit nach Konstruktion
immer (mindestens) von der Ordnung n + 1, da die Polynominterpolation mit Polynomgrad n

fiir Polynome p € P, exakt ist.
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6 Numerische Quadratur

Satz 6.5. Sei f € Clla,b]. Fiir die in (6.1) definierte Boxregel gilt mit einer Zwischenstelle
£ € la,b]

b
| t@yae =10, .0 = "5 r @)

Bei f € C?[a,b] gilt fiir die in (6.6) definierte Mittelpunktsregel

b B — o)
[ r@ae- 100 = 5 @)

und fiir die in (6.5) definierte Trapezegel

—a)3
[ rwae =10 =-5 e

mit Zwischenstellen &y, &1 € [a,b]. Ist f € C*[a,b] so gilt fiir die in (6.5) definierte Simpson-Regel
mit einem &3 € [a, b]

b (- a)°
| #@rde =120 = ~Sg 1.

Beweis. (i) Boxregel: Mit Taylorentwicklung gilt

b b
/a f@)de =1y o (f / f(z) = f(a) da :/a F(&) (@ — a) da

mit einer x-abhingigen Zwischenstelle £, € [a,z]|. Wir wollen den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung anwenden und f’(&,) vor das Integral ziehen. Dazu miissen wir zeigen, dass g(z) :=
1/ (&;) eine stetige Funktion auf [a, b] ist. Es gilt nach Definition der Zwischenstelle &,

f(z)—f(a) v #a
— — z—a ’
Wegen hm (7 = f'(a) ist g stetig auf ganz [a,b]. Da (z —a) > 0 auf [a, b] folgt mit dem

Mlttelwertsatz der Integralrechnung mit einem & € [a, b

b b bh— 2
[ i@ =105 = F60) [Ca-ade = e P50
(ii) Fiir die Mittelpunktsregel ergibt Taylorentwicklung um z,, = aTb
F&) ~ Fam) = F ) = 2) + T (@ )2 (6.7
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6 Numerische Quadratur

mit einer von x abhingigen Zwischenstelle &, € [, x] oder &, € [z, z,,]. Es folgt

/f 2)da - 10,(f) /f

—f(xm)/G(x—xm ) da + = /f” &) — )? da.

—_——
=0

Wir zeigen wieder die Stetigkeit der Funktion g(x) := f”(&,), um den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung anwenden zu konnen. Es gilt mit (6.7)

f(x)_f(xm) _ f/(xm)
g(x) - f”(f:l‘) = 2 < (x_l"m)2 T—Tm ) ’ x 7£ l’m’
f//(xm)7 T :a:_m.

Die Stetigkeit fiir  # x,, ist klar. Fiir x — x,,, gilt wegen ¢, € [z, x,,] notwendig &, — x,, und
daher

lim g(z) = Hm f"(&) = f(2m) = glam)-

T—Tm T—Tm

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt aufgrund von (z — z,,)? > 0 fiir ein £ € [a, b]

b " b "
[ i@ -1 =28 [ wpar=TE (=)~ (0= o,
¢ ¢ ~(b-a)/2 ——(b-a)/2

(b—a)®

=5 f"(%0).

(iii) Zur Herleitung einer optimalen Fehlerabschitzung fiir die Trapezregel fithren wir die Funk-
tion

o(x) = (&~ a)(a —b)

atb

ein. Es gilt ¢'(z) = — 2b und ¢’ = 1. Mit zweimaliger partieller Integration erhalten wir die

Beziehung

/ f(a) do = / f(2)g"(x) dz = F(B)g'(B) — / e

—[(b) g(b) —f(a) g'la) —F'(B)g(b) +f (a) gla) + / F(2)g() da
—~ ‘V" ~~ Ja
=(b—a)/2 (a—b)/2 =0 =0

b—a

= (f(b) /f” (x —a)(x —b) du.

=1{,)(f)

71



6 Numerische Quadratur

Mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechung ((z — a)(z — b) < 0) folgt fiir ein & € (a,b)

b " b Y
/ fl@)dz — I, (f) = ! (251)/ (z —a)(z —b)da = _f”(gl)(b 12) _

(iv) Simpson-Regel: Der Beweis fiir die Restglieddarstellung der Simpson-Regel ist etwas aufwéndiger.
Wir verweisen hier auf die Literatur (z.B. [3]).
O

Bemerkung 6.6. Aus der Restglieddarstellung kann man sofort die Ordnung der Formeln able-
sen (fir ein Polynom n-ten Grades verschwindet die (n+1)-te Ableitung auf der rechten Seite).
Es folgt, dass die Boxregel die fiir eine interpolatorische Quadraturformel vom Grad n = 0 mini-
male Ordnung n+1 = 1 hat, die Mittelpunktregel dagegen die Ordnung 2 = n+2. Die Trapezregel
weist wieder die minimale Ordnung n + 1 auf, die Simpsonregel (n = 2) dagegen wieder eine
hohere Ordnung (4 = n+2). Dieses Superapproxzimationsprinzip ldsst sich verallgemeinern: Fiir
gerades n weisen die Newton-Cotes-Formeln die Ordnung n + 2 auf, da aus Symmetriegriinden
Integrale tiber ungerade Anteile der Taylorentwicklung verschwinden.

Wie bei der Polynominterpolation ist die Konvergenz fiir n — oo von geringer praktischer
Relevanz, da sie gleichméflig beschrinkte Ableitungen fiir n — oo voraussetzt. Hinzu kommt
die Storungsanfilligkeit der Polynominterpolation fiir gro3es n und die Gefahr der Ausloschung
aufgrund negativer Gewichte. Daher wendet man in der Praxis auch die Quadraturformeln in
der Regel stiickweise an.

6.2 Stiickweise interpolatorische Quadratur
Wir unterteilen das Intervall [a,b] wieder in Teilintervalle I; = [z;_1,x;],j = 1,..., N, so dass
a=z9g<x1<..<zxN =0

Die Intervalllinge sei mit H; = x; — xj_1 bezeichnet und wir setzen H := max Hj. Bei einer
=15
stiickweise interpolatorischen Quadraturformel wendet man dann in jedem Teilintervall eine der

obigen Quadraturformeln an
N
1) =Y 1), (6.8)
j=1

wobei Ig_l)( f) die Formel beziiglich des Integrationsintervalls I; bezeichne. Dabei ist zu beachten,
dass das stiickweise Interpolationspolynom innerhalb jedes Teilintervalls /;,j = 1,..., N durch
die Stiitzstellen z; 1, € [z;—1,2],k=0,...,n

Tj-1 < zj0 < 251 < ...<Zjn < Zj

72
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definiert ist. Wir definieren den maximalen Abstand zwischen benachbarten Rand- bzw. Stiitzstellen
in I; als

hj = rnax{sz — .CUj_l, Zj71 — Zj(), ceuy ij — ij_l, l’j — ij}.
Aus Satz 6.2 erhalten wir zunéichst folgende allgemeine Fehlerabschéitzung.

Satz 6.7. Sei f € Cla,b] und stiickweise requlir f € C"T1(1;),j = 1,...,N. Fiir eine stiickweise

interpolatorische Quadraturformel der Form (6.8) mit Polynomgrad n und N Teilintervallen gilt
die Fehlerabschdtzung

YR At R N SN TGl
§€la,b\{zo,..zn}

Beweis. Es gilt mit der stiickweisen Fehlerabschétzung aus Satz 6.2

| /abf () dz — Z\ / f() da — 17" (f)]sfj sup |F D (&) A0

j=1&i€l@j—1,5)

N
< sup | E©IHMYS H;
¢€la,b)\{zo,....zN } j=1
——
=(b—a)
O

6.2.1 Summierte Newton-Cotes-Formeln

Wir wenden uns nun wieder dem Spezialfall zu, dass die Stiitzstellen dquidistant gew&hlt wurden
(sowohl z;,5 =1,...,N als auch z;, j=1,...,N, k=0,...,n)

b—a
N b

——
=H

rj=a+] 7=0,...,N

Zjk = xj + k;, k=0,..,n (abgeschlossene Formeln)

bzw. zj =x; + (k+1) k=0,..,n (offene Formeln).

n+2’
Die stiickweisen Varianten der oben analysierten Newton-Cotes-Formeln haben folgende Form
e Summierte Boxregel

N—

Hbox Z I}Obox =H f(xj) (69)
=0

[y

.

e Summierte Mittelpunktregel

~ N ~ N x+x
Y =17 :HZf<’2H> (6.10)
j=1
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6 Numerische Quadratur

e Summierte Trapezregel

N N N—-1
) ZZIS)(JC):ng (zj) + f(wj—1) = H Lf(Qa)Jer(xj)Jrf(Zb)
Jj=1 j=1 =1
(6.11)
e Summierte Simpsonregel
N N
10 =1 =1 z (o5 0) +Af <~'r+rv) + f()
"~ (6.12)

_H a — . «Tj_l"i‘fl,’j
2 f()+2;f(g)+4j;f<2 )+ £

Die summierte Box- und Mittelpunktregel brauchen dabei jeweils N, die Trapezregel N + 1
und die Simpsonregel 2N + 1 Funktionsauswertungen.

Wir wenden uns nun der Fehleranalyse fiir die 4 aufgefiihrten Formeln zu. Die Fehlerabschétzungen
folgen dabei direkt aus Satz 6.5.

Satz 6.8. Fir die in (6.9) definierte summierte Boxregel gilt unter der Voraussetzung, dass
feCla,b,j=1,...,N

b
[ t@)de = 10,00 = - ©

mit einer Zwischenstelle ¢ € [a,b]. Gilt zusitzlich f € C?[a,b], dann folgt fiir die in (6.10)
definierte summierte Mittelpunktsregel

b B 2
| 1@z =100 = G 0-a1r" )

und die in (6.11) definierte summierte Trapezegel

b 2
| t@yde -1 () =~ 0- o' @)

mit Zwischenstellen &y, & € [a,b]. Ist f € C*a,b] so gilt fir die in (6.12) definierte summierte
Simpson-Regel mit einem & € [a, b

b 4
[ t@de =1 (1) =~ 5 b~ 0 (&),
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Beweis. Nach Satz 6.5 gelten in jedem Teilintervall I; Fehlerdarstellungen der Form
| f@rde =10 = wa g hm
i

mit einem m > n,w, € R und & € I;. Summation {iber alle Teilintervalle I; ergibt unter
Anwendung des Zwischenwertsatzes

/ fla _wnfjf””” VH™? = w, fHD (N H™?

= wu ™ fOm D (€) (b — a)

mit einer Zwischenstelle £ € [a, b]. Dabei haben wir ausgenutzt, dass NH = b — a. Damit folgen
alle vier Fehlerdarstellungen aus Satz 6.5. O

Man beachte, dass dhnliche Fehlerdarstellungen gelten, wenn nur die stiickweise Regularitét
f € C™F(I;) und globale Stetigkeit vorausgesetzt wird.

Wir wollen die summierten Quadraturformeln noch vergleichen und nehmen dazu an, dass
f € C*[a,b]. Bei vergleichbarem Aufwand (N bzw. N + 1 Funktionsauswertungen) konvergieren
die summierte Mittelpunkts- und Trapezregel fiir N — oo (bzw. H — 0) deutlich schneller ge-
gen das zu berechnende Integral als die summierte Boxregel. Bei der summierten Simpsonregel
sind etwa doppelt so viele Funktionsauswertungen notig, die Konvergenzordnung verdoppelt sich.

Fiir einen fairen Vergleich zwischen der Simpsonregel und der Trapezregel wéhlen wir bei der
Simpsonregel halb so viele Stiitzstellen Ng wie bei der Trapezregel Ng = —T, so dass ungefahr
gleich viele Funktionsauswertungen notwendig sind. Es gilt dann Hg = 2H fiir die Teilinter-
vallgrofien und fiir den Fehler mit gewissen Konstanten cg und ey (die unter anderem von den
Ableitungen von f abhéngen)

csHY = cs(2Hr)* = 16es Hi < crHE

fir kleines Hr.

Beispiel Wir approximieren das Integral

1
/ exp(—2?) dz
0

mut der summierten Box-, Mittelpunkt-, Trapez und Simpsonregel fiir verschiedene N (Anzahl
der Teilintervalle). Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.1 gegeben. Die beobachteten Konvergenz-
ordnungen entsprechen den theoretisch gezeigten, die Simpsonregel konvergiert mit Abstand am
schnellsten. Die Fehler von Mittelpunkt- und Trapezregel unterscheiden sich wie in Theorem 6.8
gezeigt etwa um den Faktor (-2).
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N | Boxregel Mittelpunktregel Trapezregel Simpsonregel
2 | 1.43e-01 7.77e-03 -1.55e-02 3.12e-05
4 | 7.52e-02 1.92e-03 -3.84e-03 1.99e-06
8 | 3.85e-02 4.79e-04 -9.59e-04 1.25e-07
16 | 1.95e-02 1.20e-04 -2.40e-04 7.79e-09
32 | 9.82e-03 2.99e-05 -5.99e-05 4.87e-10
64 | 4.92e-03 7.48e-06 -1.50e-05 3.05e-11
128 | 2.47e-03 1.87e-06 -3.74e-06 1.93e-12
256 | 1.23e-03 4.68e-07 -9.36e-07 1.46e-13
512 | 6.17e-04 1.17e-07 -2.34e-07 3.43e-14
1024 | 3.09e-04 2.92e-08 -5.85e-08 2.71e-14

O(H) O(H?) O(H?) O(H?Y)

Tabelle 6.1: Fehler fol f(z)dx — Ig(f) bei der Approximation des Integrals iiber die Funktion
f(x) = exp(—2?) mit verschiedenen summierten Quadraturformeln.

6.3 GauB-Quadratur

Wir haben oben bereits gesehen, dass die Wahl der Stiitzstellen in einem Intervall Einfluss
auf die Ordnung der Quadraturformeln haben kann. Bei den beiden Integrationsformeln der
Ordnung 0 (konstante Polynome) weist die Boxregel die minimale Ordnung (1 = n + 1) einer
interpolatorischen Quadraturformel auf, wahrend die Mittelpunktregel die Ordnung 2 > n + 1
hat.

Es stellt sich also die Frage, wie die Stiitzstellen optimal zu wéhlen sind. Wir riicken hier
von der dquidistanten Wahl der Newton-Cotes-Formeln ab. Dabei betrachten wir zunéchst im
Gegensatz zum vorherigen Abschnitt keine stiickweisen Quadraturformeln, sondern untersuchen
interpolatorische Formeln auf ganz [a, b]. Als erstes zeigen wir eine obere Schranke fiir die Ord-
nung einer interpolatorischen Quadraturformel mit n 4+ 1 Stiitzstellen.

Wir benutzen dabei die Notation
L f

Z0,--5Tn

fiir das Lagrangesche Interpolationspolynom vom Grad n zu den Stiitzstellen xq, ..., z,, und

Lyt f = / 20,nan ) ) (T) dT (6.13)

fiir die zugehorige Quadraturformel.

n,[a,b]

Satz 6.9. Eine interpolatorische Quadraturformel Iy zun + 1 Stiitzstellen xo, ..., T, kann

mazimal die Ordnung 2n + 2 haben.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Widerspruch. Wir nehmen also an, es gibe eine Formel
Im[a Y der Ordnung 2n + 3, d.h. diese wiirde alle Polynome p € P, 12 exakt integrieren. Diese
mﬁsste also insbesondere das Polynom
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exakt integrieren.
Nun gilt aber nach Definition fiir das zu ¢ gehdrige Interpolationspolynom Ly . ¢, dass

2,0 (x5) =q(z)) =0 (j=0,...,n).

Daraus folgt, dass L} . ¢ mindestens (n + 1) Nullstellen hat. Da L} . ¢ aber nur ein
Polynom n-ten Grades ist, folgt

-----

L qg=0.

ZO;-+yTn

Nach der Definition (6.13) gilt dann auch

I"?OEG ?]Inq = / (L;Lm ’an)(I') dxr = 0.

Andererseits ist das Integral iiber ¢ aber positiv

/ dx—/Hx—mJ dx > 0.
%,_/
Daraus folgt, dass dieses Polynom nicht exakt integriert wird. O

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass es fiir jedes n durch geschickte Wahl der
Stiitzstellen xg, ..., x, moglich ist, eine Quadraturformel I, xo[a Y der Ordnung 2n+2 zu erzeugen.

Definition 6.10. FEine interpolatorische Quadraturformel IzoE Ln zu (n+1) Stitzstellen g, ..., Ty,

wird GaufS-Quadraturformel genannt, wenn sie die Ordnung 2n + 2 hat, d.h. wenn fiir alle Po-
lynome p € Pon41 gilt, dass

-----

6.3.1 Konstruktion von GauB-Quadraturformeln

Die Konstruktion von Gauf-Formeln basiert auf folgendem Resultat.

]

Satz 6.11. Eine interpolatorische Quadraturformel I, [a bxn zu (n+ 1) paarweise verschiedenen
Stiitzstellen xq, ..., T, ist genau dann eine Gauﬁ-Formel, wenn gilt

n

b
/ [[-2)) | a@)dz=0 vqe P, (6.14)

J=0

Beweis. (i) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Sei p € P,11 ein beliebiges Polynom vom
Grad 2n + 1 und =z, ..., Top11 € [a, b] beliebige paarweise verschiedene Punkte. Dieses Polynom
wird vom Lagrangeschen Interpolationspolynom L2"+1 exakt dargestellt, d.h. es gilt

s L2n+4+1
2n+1 i—1
Lt = : — x; 6.15
ple) = (L, P (@) = D ploo oz [[ (2 — ). (6.15)
i=0 j=0
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Dabei haben wir die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms verwendet.
(ii) “<=": Wir gehen nun davon aus, dass die Stiitzstellen xy, ..., x,, die Orthogonalititsbedingung
(6.14) erfiillen. Aus der Darstellung (6.15) folgt, dass

b b
n,la,b 2n+1 n
/a p(e) dz — I3, p = / (L2, P @) — (LY op)()do

b [2n+1 1—1 n il
:/ Z pleo, oz [[(x = aj) | = | D _pleo,ai]l [[(x = 25) | dz 5 1¢)
a =0 i=0 =0
b 2n+1 i—1
/ xo,...,xi]H(Sﬂ—Ij)d.T.
@ j=n+1 j=0

Aus der letzten Darstellung kénnen wir noch den Faktor H?:o (x —x;) ausklammern und es folgt
mit der Voraussetzung (6.14)

b b n 2n+1 i—1
/ p(a) de — IHY, p = / M-z 3 plaosa] [[ @—) | do=o0.
a @ =0 i=n+1 j=n+1
epr,

Polynome p € P»,11 werden also exakt integriert.
(iii) “=":Ist Ixo[a 2]

b
/ p(z)dz — I8, p— 0.

Mit der Rechnung in (6.16) folgt

b n 2n+1 i—1
/ H(:v—a:j)- Z plzo, ..., i H (x —xj) | de=0.
@ =0 i=n+1 j=n+1
=:q€Py,

Da p beliebig ist, konnen die dividierten Differenzen (p[xo], ..., p[zo, ..., Tm]) beliebige Werte im
R™ annehmen (Beweis per Induktion nach m). Es folgt

b n
/ H(:v—a:j)-q(a:)da::O Yq € P,.
a j=o

O]

Es bleibt zu zeigen, dass die Stiitzstellen xq, ..., z,, so gewahlt werden kénnen, dass die Ortho-
gonalitéitsbedingung (6.14) gilt, d.h. fiir

Npga(z) = [J(z — ) (6.17)
7=0
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soll gelten, dass

(Nnt1,9) (ap) /Nn+1 x)der =0 Vqé€ P,.

Wir suchen also ein Polynom N,, 1 € P, 11 der Form (6.17), das beziiglich des L?-Skalarprodukts
orthogonal auf dem Raum P, steht. Dieses kann mithilfe des Gram-Schmidt-Algorithmus zur
Orthogonalisierung konstruiert werden. Dazu gehen wir von der Monombasis {1, z,...,z"} aus
und orthogonalisieren diese bzgl. des L?(a, b)-Skalarprodukts.

Gram-Schmidt-Algorithmus zur Berechnung einer Orthogonalbasis bzgl L?(a, b)
Ng =1

S @ Ni@) (6.18)
Np(z) == Z; Ny Ni(z), n>1.

Dieser Algorithmus liefert Polynome N,, der Form (6.17) (mit fithrendem Koeffizienten 1),
welche orthogonal aufeinander stehen. Dies sieht man induktiv: Gilt (N}, N;) = 0 fiir ¢ # j, 4,5 <
n — 1, so folgt

— (Nis Nj) (0
(NnﬂN)(ab)_(x Nj) ab Z ab)iN e
INill 72 a,)

i=
= (z", N, ) — (2" )(a b) = =0.
Da n + 1 orthogonale Polynome N;,j = 0,...,n den ganzen P, aufspannen, gilt
(Nn+1:@)(ap) =0 Vq € Py.

Um die Nullstellen von N, als optimale Stiitzstellen x;, i = 0, ...,n bei der GauB-Quadratur
verwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen, dass diese reell und einfach sind und in [a, b]
liegen.

Satz 6.12. Es existiert genau ein Polynom der Form

Npyi(x H (x — xj), (6.19)
7=0
welches die Orthogonalititsbedingung
(Nn41,@)(@p) =0 Vg € Py (6.20)

erfillt. Dessen Nullstellen x, ..., xy, sind reell und einfach und liegen in |a,b].

Beweis. (i) Die Existenz eines solchen Polynoms haben wir bereits oben konstruktiv gezeigt.
Die Eindeutigkeit folgt mithilfe einer einfachen Betrachtung. Seien 2 Polynome p1, po der Form
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(6.19) gegeben. Dann ist die Differenz p := p; — p2 ein Polynom n-ten Grades (Der fiithrende
Koeffizient 2" *! verschwindet). Aufgrund der Orthogonalititsbeziehung (6.20) gilt

(p, q)(a,b) =0 Vq € P,.

Wir wéhlen ¢ = p und erhalten

b
/p2(x)dx:0 =p=0.

(ii) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat N, (n + 1) komplexe Nullstellen (wenn
mehrfache Nullstellen mehrfach gezéhlt werden). Wir zeigen zunéchst per Widerspruch, dass
diese reell und einfach sind. Sei also eine Nullstelle A nicht reell oder mehrfach. Im ersten Fall
ist dann auch A eine Nullstelle. In beiden Fillen gilt

Npy1(2) = pn-1(z)|z — A]?

mit p,—1 € P,_1. Es gilt dann nach (6.20)

b
0= (Nn+lupn—1)(a,b) = / pn—l(x)2 ’.%' - )\‘de

Da der Integrand nicht-negativ ist, muss gelten p,—1 = 0 und damit N,1; = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu Darstellung (6.19).

(iii) SchlieBlich zeigen wir noch, dass die Nullstellen in [a, b] liegen. Auch hierfiir benutzen wir
ein Widerpruchsargument und nehmen an, dass es eine Nullstelle A ¢ [a, b] gibt. Dann gilt die
Darstellung

Nip1(x) = p(2)(z = A)

mit p, € P, und damit wegen (6.20)

N,
0_(Nn+1apn (a,b) / n+1

Wenn A ¢ [a, b] hat der Nenner keinen Vorzeichenwechsel in [a, b] und wir kénnen wieder folgern,
dass Np41 =0, was einen Widerspruch zu (6.19) ergibt. O

Fiir den Spezialfall [a,b] = [—1, 1] heien die Polynome N;, ¢ = 0, ...,n Legendre-Polynome.

Berechnung der Stiitzstellen Wir berechnen nun noch die Stiitzstellen xg, ..., x, der ersten
GauB-Formeln fiir das Intervall [a, b] = [—1, 1]. Die Stiitzstellen im allgemeinen Fall [a, b] ergeben
sich dann mithilfe der linearen Transformation (siehe unten).

T = ¢(x;) = %(a—i— b) + %(b— a)w;.
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Dazu fithren wir den Gram-Schmidt-Algorithmus (6.18) durch. Es ergibt sich

No(z) =1
1
Ni(z) =2 — (2, 1) 2~ W =z
\ﬁ/_/ )
1 x
Ny(z) = 2% — (2? ,1)L2(_171)27 (22, T) (1,
HlH -1,1) h/—/ HxH (=1,1)

== 2= = VIR + V),

Die GauB-Formel fiir n = 0 hat also die Stiitzstelle xyp = 0, die Formel fiir n = 1 die beiden
Stiitzstellen zg = —/1/3 und x; = \/m Wie hier gilt ganz allgemein, dass die Stiitzstellen
symmetrisch zum Mittelpunkt (hier z = 0) liegen. Fiir n = 0 ergibt sich die bereits oben analy-
sierte Mittelpunktregel, welche die Ordnung 2 = 2n + 2 aufweist.

Die Gewichte «; zu den Stiitzstellen berechnen sich dann wieder wie oben

1
) .
T KGR W) 1 =t
Jj= 071#1

=iy

Fiir die Mittelpunktregel auf [—1, 1] haben wir
! 0,[-1,1]
aoz/ lde=2 = 157U =27(0).
-1
Fir die Gaufl-Formel erster Ordnung ergibt sich
Lo —\/1/3
1 —/1/3—=4/1/

1 X _
o = vﬁ+jzﬁd U s I S ) + FT)

Diese hat nach Konstruktion die Ordnung 2 - 1 + 2 = 4, wihrend die Newton-Cotes-Formel zu
2 Stiitzstellen (die Trapezregel) nur die Ordnung 2 aufweist. Wir geben noch die Gauf-Formel
fir n =2 auf [-1,1] an

I = 5 (57(-/375) + 8(0) + 57(V/3/5))

Mithilfe der Transformation

ag —

1 b—
¢(x):§(a+b)+ =2+ 02
\—_V—/ \-:/-/
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ergeben sich die folgenden Gauf-Formeln auf [a, b],

1 = (b - a) f(wm),
1500 = P~ IT30) + i+ V/TT50)
1200 1 = P (57— /3750) + 8F (o) + 5 e+ V3T5)6)

Fehlerabschatzung Abschlielend zeigen wir noch folgende Fehlerabschétzung fiir die Gauf-
Quadraturformeln.

Satz 6.13. Sei f € C?"*2[a,b]. Fiir die eindeutige bestimmte Gauf-Formel Ig’[a’b} vom Grad n
mit zugehdrigen Stiitzstellen xg, ..., T, gilt die Fehlerdarstellung

n

b 2n+2
/a f(z)dx [abf / f2n+2£x H r — ;)% da (6.21)

mit von x abhdngigen Stellen &, € [a,b]. Weiter gilt die Fehlerabschditzung

(2n+2)
nab]f’< max ‘fQ +2 (§)|

mex Sy (b — a)h?"+? (6.22)

wobei h := max{xg — a,x1 — 20, ..., Tn — Tn—1,b — T, } den mazimalen Abstand zwischen benach-
barten Rand- bzw. Stiitzstellen bezeichne.

Beweis. Wir betrachten die folgende Hermite-Interpolationsaufgabe: Finde ¢ € Pop 41, so dass

Q(wl) = f($l)> q/(xi) = f/(xi)a i=0,..,N.

Diese hat nach Satz 5.12 eine eindeutig bestimmte Losung. Da q¢ € Ps,41 wird diese von der
Gauf-Quadraturformel I g’[a’b] exakt integriert. Es gilt also

b
/f ““)z/fm—qmm—@WW—@

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da

n

1 = 0) = i) —al)) =0,

i=0 5

Mithilfe der Fehlerdarstellung der Hermite-Interpolation aus Satz 5.12 folgt

[ ot~ 50 = [ oyt = [ 5 B

=0
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N | Mittelpunktregel Trapezregel Simpsonregel Gaufl (n=1) Gauf (n=2)
2 7.77e-03 -1.55e-02 3.12e-05 2.08e-05 3.61e-08
4 1.92e-03 -3.84e-03 1.99e-06 1.33e-06 4.02e-10
8 4.79e-04 -9.59e-04 1.25e-07 8.31e-08 0.72e-12
16 1.20e-04 -2.40e-04 7.79e-09 5.20e-09 6.06e-14
32 2.99e-05 -5.99e-05 4.87e-10 3.25e-10 2.52e-14
64 7.48e-06 -1.50e-05 3.05e-11 2.03e-11 2.68e-14
128 1.87e-06 -3.74e-06 1.93e-12 1.24e-12 2.68e-14
256 4.68e-07 -9.36e-07 1.46e-13 5.25e-14 2.75e-14
012 1.17e-07 -2.34e-07 3.43e-14 2.12e-14 2.73e-14
O(H?) O(H?) O(H*) O(H*) O(H®)

Tabelle 6.2: Fehler von summierten Newton-Cotes und Gaufl-Quadraturformeln bei der Appro-

ximation des Integrals fol exp(—2?) du.

und damit (6.21). Die Fehlerabschitzung (6.22) folgt wie im Beweis von Satz 6.2 aus der
Abschétzung

] ﬁ(m — 2;)%| < W% (2h)% - ((n+ 1)h)? = ((n+ 1)!)>h>" T
j=0

und

(n+1))? _ 1-2-..-(n+1) N
)

2n+2)! (42 -(n+3)-..-2n+2) \2

O]

Schliefllich bemerken wir, dass die Gau3-Quadraturformeln wie die Newton-Cotes-Formeln in
der Praxis oft stiickweise angewendet werden. Wie bei den stiickweisen Newton-Cotes-Formeln
(Satz 6.7) zeigt man auch hier, dass sich die Ordnung in (6.22) auf die Konvergenzordnung
O(H?"2) der stiickweisen GauB-Quadraturformeln {ibertriigt.

Numerisches Beispiel Wir vergleichen die summierten Gaufi-Formeln fiir n = 0 (Mittelpunkt-
regel), n = 1 und n = 2 mit den Newton-Cotes-Formeln fiir n = 1 (Trapezregel) und n = 2
(Simpsonregel), anhand des Integrals

1
/ exp(—2z?) dz.
0

Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 gegeben. Auch bei den Gau-Formeln stimmen die beobach-
teten Konvergenzordnungen mit den zu erwartenden (O(H?"*?2)) iiberein. Wir sehen, dass die
GauB-Formel fiir n = 1 schon leicht bessere Werte liefert als die Simpsonregel (Newton-Cotes-
Formel mit n = 2). Die Gauf-Formel fiir n = 2 erreicht bereits bei N = 16 Teilintervallen die
Fehlerordnung O(10~'%). AnschlieBend stagniert der Fehler wie bei den anderen Verfahren fiir
grofere N auch bei O(10~1) aufgrund von Rundungsfehlern.
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Summierte GauB-Quadratur Auch die GauB-Quadratur erbt die Nachteile der Polynominter-
polation fiir grofies n. Daher unterteilen wir [a, b] wieder in N Teilintervalle I; (j = 1,..., N) und
wenden die Gaufl-Quadratur stiickweise an:

N
Ig%(f) = ngv[:cjﬂ,xj](f), H = j:HllaXN(xj —z; ).
=

Es gilt folgendes Konvergenzresultat:

Satz 6.14. Sei f € Cla,b] und stickweise requlir f € C"TY(I;),j = 1,...,N. Fiir die Gauf-
Quadraturformel mit Polynomgrad n und N Teilintervallen gilt die Fehlerabschdtzung

H2n+2

b
| / fayde —15500)| < Do b-a) s [
a ¢efa,b\{zo,...en}

)

Beweis. Anwendung von Satz 6.13 in jedem Teilintervall. O

Auch hier iibertrigt sich die Ordnung der Quadraturformel (2n + 2) also wieder auf die
Konvergenzordnung der summierten Formel.
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