Probeklausur Funktionentheorie - Losungen

Aufgabe 1
a)
. . . . . . T
Es ist logoy (i) = In|i| +i - arg(i) =i - 3
1
auflerdem - =—i
i
Dabher ist it = e () = o3
b)
Nach Definition des Logarithmus ist
. . . . . T
log0)(5) = Inlil + i - argy(5) = - 7
s T i
log o) (25) =In ‘15‘ +1-argg (15)
n(E) ]
= In|— R
2) T2

Also ist

=% Jcos (In () ) +isin (1n (5) )]



Aufgabe 2

a)
A={z€C:R<Re(z) <2R}
B={zeC:0<Im(z) < V3Re(z)}
| ‘i'
| R
|
.! B
i B s
'i L
|
b)

Fir z € AN B gilt

|21 = V/(Re(2))? + (Im(2))?
< \/(2R)2 + (Re(r) - V3)2
< V4R? + 12R?

=4R

und

|z| > |Re(z)| > R
Weiter ist 0 < arg(z) < § fiir z € AN B (x). Somit ist mit der Monotonie des natiirlichen Logarithmus
2 . 2
[log o) ()| = Itnz| +i - arg(2)]

> [In|z|f*
> In(R)?

und weiter

2 2
< ([Inf2[| + [arg(2)])

llog(o)(z)

< <1n(4R) + g)Q

2

< (In(4R))? + 5

Bei () haben wir tan (3) = V3 verwendet, sowie arg(z) = arctan (ggg)



Aufgabe 3
a)

Es ist fir z =z + 1y
f(z) = sin(iz)
= sin(i(z — iy))
= sin(y + ix)
= cosh(x) sin(y) +i sinh(z) cos(y)

=u(z,y) =v(z,y)
Wiire f holomorph, so miissten die Cauchy-Riemann Relationen gelten, also
Ug = Uy und Uy = —Ug
Es gelten:

ug(x,y) = sinh(z) sin(y)
vy(x,y) = —sinh(x) sin(y)

Damit ist u, # vy. Also kann f nicht holomorph sein

b)

Es sei
Im(f(x +iy)) = e *(1 — z)sin(y) =: v(z,y)
Damit f holomorph sein kann, miissen wieder die CR Relationen gelten, also
Uy = Uy und Uy = —Vy mit u=Ref

Es ist

vy(@,y) = e” (1 — ) cos(y)

vp(z,y) = [e7*(=1) — e *(1 — z)] sin(y)

= (z — 2)e” " sin(y)

Wir versuchen nun ein u mit (1) zu finden. Nach dem H.S. ist, falls (1) gilt:
u(e.g) = [ustepde = [ o,z
= /e*m(l — x) cos(y)dz
=cos(y) - x-e”" +c(y)
u(r,y) = /uy(x, y)dy = — /vx(x, y)dy
=- /(a: —2)e Tsin(y)dy
= (z —2)e " cos(y) + d(x)
Zusammen miisste also gelten:

(x —2)e " cos(y) + d(z) = cos(y) -z - ™" + ¢(y)
= c(y) = —2e" " cos(y) + d(z)

Es existiert also keine solche holomorphe Funktion.



Aufgabe 4
a)

Es ist
22+ 32 _ 22+ 32
245z+4  (2+1)(z+4)
Weiter gilt fiir zg = —1: 29 € K3(2¢) und f ist holomorph auf Kj3.(2¢) fiir ein € > 0 hinreichend klein.
Nach der C.I.F gilt also:

224+ 32 _ .
/Km CrDGE g 2 i

—2
- o7 - —
m 3
_ 4.
= —gm
b)
Erhalte durch Partialbruchzerlegung:
3 9 1 3.3 1 9 1 33 1 3 1
(z—13>{—2)2 4 z—i 4 4 (z2—1)2 4 z—1 2 2 (2—1)2 2 (2—1)3
~~ S—— ~~ —— ~~
=/1(2) =f2(2) =f3(2) =fa(z) =f5(2)

Dann ist

3 o f1(2) fa(2) f3( ) fa(z) f52) B
/Kmu) EENIS /Klo(l) F A P Ay A P ) A S VER

Da alle f; konstant sind, sind alle f; holomorph auf K79 Nach der erw.C.L.F. ist

Also gelten:

/ f(z)dsz()%m*gm'
K

10(1) Z—1 2
/ fg(z)dz f5(1 )2m B i
Klo(l) Z — 1

/Kw(l) (2 — /

und somit auch

_ fs(2) .
_/Kw(l) =0

3
Alo(l) (Z - 1)3(2 - 2)2




Aufgabe 5
a)

Gesucht sind alle holomorphen Funktionen f mit differenzierbaren Funktionen g,h : R — R, sodass
folgende Darstellung fiir f existiert:

f(z+1iy) = g(x) +i-h(y)
Wir definieren die Funktionen u, v : R?> = R durch
w(z,y) = g(z) und v(z,y) = h(y)

Dann ist

ua(w,y) = ¢/ (@) und uy(z,) = 0
sowie

vz(2,y) = 0 und vy (z,y) = b (y)
Damit f holomorph, miissen die CR Relationen gelten:

Uy = Uy Und Uy = —y
ux(xvy) = g/(x) = h/(y) = Uy(xvy) und
uy(a:,y) =0=—vy(2,y)

Also miissen ¢, i/ konstant und gleich sein
g(x) = cr+dund h(z) = cy + e mit ¢,d,e € R
somit kann f nur von folgender Form sein:
flz+iy) = c(z + iy) + d +ie

b)

Analoge Argutmentation liefert

fla+iy)=cy+d+cx+e



Aufgabe 6

Partialbruchzerlegung liefert

1

1z = z+4
i )

T A(z+2i) 4z-2i) fi(z) = fa(2)

Auf K5¢(0) ist f holomorph und als Taylorreihe entwickelbar. Induktiv lésst sich zeigen, dass

7-n!

ffn)(z) = (—1)RW

£6:) = (A1) g

Also ist fiir z € K5(0) die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt zp = 0

f(z) = f1(z) = fa(2)

n=0 n=0
- ;(_1)n4(2i2)n+1 @ ;(_l)nzl(—;i)"“ &
-3 (e~ )

Fiir z € C, |z| > 2 erhalten wir mit der geometrischen Reihe,da |2| < 1:

Also ist die Laurentreihe fon f auf dem Kreisring {z € C : |z| > 2} gegeben durch

i i(fZi)k4+i(2i)k (i)’““

k=

f(2)

(=)

i (=200 + 20)"6Y) |
4

I
hE

k=-1



Aufgabe 7

Da f holomorph ist, ldsst sich f als Taylorreihe entwickeln

F™(0)
n!

oo
f(z) = Zakzk mit ap =
k=0

Nach der erw.C.LF gilt:

f®) _ 1 / f(€) I
= — d fiir belieb 0
o 271 .o g1 I3 iir beliebige r >

somit folgt fiir r > R

lax| =

1 f€)
27i /KT(O) f’"“dg‘

2 it
= 1 713 (Te ) ietrdt
2mi | gkt (eit)k-irl
0

27 .
1 f (re”)
< — dt
- 27r/ rk
0
N
<c—
Tk

=CN=*F 50 firr - o0,k >N

N
= f(z) = Zakzk
k=0



