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1 DYNAMISCHE SYSTEME

1 Einleitung - Grundbegriffe

1.1 Abstrakte Definition des Begriffs des dynamischen Systems

Definition 1.1.1
(i) Ein dynamisches System ist eine Halbgruppe G mit Einselement, die auf einer Menge M
operiert. Das heif$t es gibt eine Abbildung

T:GxM-—>M
(9,2) = Ty(z),
s0 dass Ty o Tp, = Tyop, Te = idyy.
(ii)) Wenn G sogar eine Gruppe ist, dann nennt man das dynamische System invertierbar.

(iii) Man betrachtet hauptsichlich kontinuierliche dynamische Systeme: G = RT = [0, 00) oder
G = R und diskrete dynamische Systeme: G = Ng oder G = Z.

Beispiel
(i) Der Fluss einer autonomen DGL mit Ty = &y, G = R mit etwa M C R"™ ist ein kontinu-
ierliches dynamisches System. (Invertierbar)

(Y

(23
MA

)%:}(X)

(i1) Die Iteration einer Abbildung liefert ein diskretes dynamisches System:
Thn=fo...of mit f: M— M.
Invertierbar, falls f invertierbar.

Bemerkung
Indem man {T;} aus (i) bei n =t € Z “auswertet”, erhdlt man ein Beispiel fir (ii), ndmlich mit
f=1.

1.2 Der Fluss einer autonomen DGL

Betrachte AWPs
&= f(z), z(0) = xo

wobei f € C¥(M,R"), k> 1, M C R" offen. Man sagt auch einfach “Vektorfeld”.

“Losungen” sind Kurven, die an jedem ihrer Punkte tangential an f sind (“Integralkurven”,
“Trajektorien”).

Aus der Theorie der GDGI bekannt: Zu jedem Punkt z( gibt es eine (eindeutige) maximale Losung
x des AWPs, definiert auf einem maximalen Intervall I, := (T_(z0), T} (o)) mit T_(z9) < 0 <

Ty (x0).
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Verwende
W= |JLx{z}cRxM
zeM
und definiere den Fluss der DGI als die Abbildung

o W — M, (t,z) = (¢, 2),

wobei ®(t,x) die Losung der DGl zum AW =z ist.
Haben ‘ O(s+t,x) =P (t,P(s,x)) ‘ mit Igp(sq) = Iz — 5.
Die Ergebnisse der Theorie der GDGlen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Satz 1.2.1

Sei f € C* (M,R™), k> 1, M C R™ offen. Fiir alle x € M existiert ein offenes Intervall I, C R
mit 0 € I, und eine maximale Integralkurve ® (-,x) € C* (I, M). Die (oben definierte) Menge
W ist offen und ® € C* (W, M) ist ein “(lokaler) Fluss” auf M, d.h. fir x € M gilt:

¢ (0,2) ==z
O (t+s,x2)=2(t,P(s,2)), s,t+s€ .
Bemerkung
(i) Indem man s = —t wdhlt, sieht man, dass @, := @ (t,-) ein lokaler Diffeomorphismus mit

Inverser ®_; ist.
(ii) Ersetzt man f durch —f, so geht ® (t,z) in ® (—t,x) iber (“Zeitumkehr”).
(iii) Ein Punkt x* € M mit f (x*) = 0 heifit Ruhelage.

Aufserhalb von Ruhelagen sieht jedes Vektorfeld qualitativ iiberall gleich aus.

Satz 1.2.2 (Parallelisierung/Trivialisierung von Vektorfeldern)
Angenommen f (z*) # 0. Dann gibt es auf einer offenen Umgebung von x* eine Koordinaten-
transformation y = ¢ (), s.d. © = f (x) dquivalent ist zu y = e; = (1,0,...,0).

D
Y

Beweis. O.B.d.A. z* =0 und f (z*) = e;.

Betrachte die Trajektorien ¢ +— Hyperdhen
® (t,(0,29,...,2y,)) von Anfangspunk-
ten in der Hyperebene z; = 0. Die
gewiinschte Transformation ¢ soll je-
den Punkt @ (¢, (0, x2,...,zy)) auf den
Punkt (0, z2,...,2,)+t(1,0,...,0) =
(t,z2,...,xy,) abbilden:

0 (P (t,(0,z2,...,2,))) = (t,x2,. .., Tp) .
Das heifst ¢ muss die Inverse der Abbildung

U (z1,22,...,2n) — D (21,(0,29,...,2,))
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sein. Wegen %—f = fo® und ¢ (0,-) = id gelten

w| o _
0% i,
Oxjly  Oxj (0,0)

und deshalb
_ (9 9y O

==, —... =1
o—0 <8t’8x2’ ’8xn>

t=0, z=0

oy
Oz
= 1) lokal umkehrbar.
Da %el = g—xl = f, gilt fiir y = ¢ (x)

. By, (W ‘1f_
y_(?y:r_ Ox - e

1.3 Orbits, invariante Mengen und Limes-Mengen

Definition 1.3.1
(i) Orbit (Bahn) von x € M: v (x) = ® (I, x {x}) C M.

(i) Vorwdrtsorbit (Zukunft) von x: vy (z) = ® ((0,T% (2)),x).
(111) Riickwdirtsorbit (Vergangenheit) von x: v (x) = ® ((T- (x),0),x).
() x periodischer Punkt < 3T > 0: & (T,x) = x, dazu Periode vonz, T (z) = inf {T' > 0: & (T,x) = z}.

(v) = regulir periodisch <= x periodisch mit T (x) > 0.

(vi) Orbit v (x) periodisch < x periodisch.

(vit) Orbit v (x) requlir periodisch <= x requldr periodisch.

Definition ist konsistent, da: x regulér
periodisch = Vy € v (x) gilt: y regulér X-(X]
periodisch mit 7' (y) = T (z).

Bemerkung

Stets v () = y- (z) U{z} U4 (2).

Orbit zerlegt M disjunkt: y € v (x) = v (y) = v (z).
x Ruhelage < v (x) = {x}.

x periodisch < ~v_ (x) Ny4+ (x) # 0.

Jeder Orbit ist entweder

(i) eine Ruhelage, oder
(ii) reguldr periodisch, oder

(1ii) nicht geschlossen.
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Definition 1.3.2
(i) Orbit v (x) heifit
+-vollstandig = Ty (z) = oo;
—-vollstindig = T_ (x) = —o0;
@ +-vollstindig und —-vollstindig.

(ii) Vektorfeld vollstindig :< Jeder Orbit vollstindig (& W = R x M, also invertierbares
dynamisches System im Sinne der Definition 1.1.1)

Aus der Theorie der GDG folgt leicht:

Lemma 1.3.3
Zu x € M liege v4 (x) oder v_ (z) in einem Kompaktum C C M. Dann ist © +- bzw. —-
vollstindig.

Definition 1.3.4
(i) Menge U C M heifit o-invariant, o € {+,—} & v, (x) C U fir jedes x € U.

(ii) Menge U C M heifit invariant < U +- und —-invariant.

Korollar 1.3.5
C C M kompakt und o-invariant, o € {+,—}, so sind alle Punkte von C o-vollstindig.

Lemma 1.3.6
(i) Beliebige Vereinigungen und Schnitte o-invarianter Mengen sind o-invariant. Der Ab-
schluss einer o-invarianten Menge ist o-invariant.

(i) Sind U,V invariant, so auch U \ V.

Beweis. (i) Erste Aussage trivial. Zweite Aussage:
Fiir 0 = +: Sei x € U, dazu Folge =, € U mit x,, — z. Fixiere t € (0,7 (z)). Da W
offen, gilt t € I, fir alle n > ng. Einerseits y, = ® (¢t,z,) € U, n > ng, andererseits

yn — @ (t,x), da P (t,-) stetig, also ® (t,z) € U.

(ii) Sei x € U \ V. Da U invariant, ist v () C U. Angenommen, es gibt ein y € v (z) N V. Da
V invariant, wire dann x € vy (z) und x € V', ein Widerspruch. Also ist vy (z) NV = (.

O

Definition 1.3.7

Die wy-Limesmenge eines Punktes © € M, wy (x), ist die Menge aller y € M, zu denen je-
weils eine Folge t, — +oo existiert mit ® (t,,,x) — y. (Statt “w;-Limesmenge” manchmal “w-
Limesmenge”, statt “w_-Limesmenge” manchmal “a-Limesmenge”.)

Bemerkung
Da alle Punkte eines Orbits dieselbe w-Limesmenge haben, spricht man auch von der w.-
Limesmenge des Orbits.

Beispiel
(i) Ruhelage kann Limesmenge sein.
O/\\ ot
- z {y} = wi-Limes von O}, OF

= w_-Limes von 07,05

&
4+
(\,C)
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(i) Jeder periodische Orbit ist wy- und w_-Limesmenge seiner Punkte.

(111) Ein periodischer Orbit kann w4 - oder w_-Limesmenge aller Punkte einer offenen Menge
sein.

Lemma 1.3.8
wy () ist eine abgeschlossene, invariante Menge, o € {+, —}.

Beweis. Fiir den Fall 0 = +.

Abgeschlossenheit: Sei y aus dem Abschluss von w4 (z). Dazu Folge y,, € wy (x) mit y, — vy, etwa
lyn —y| < 1. Dazu findet man Zeiten t, — oo mit |® (t,,2) — yn| < 1. Also |® (tn,z) —y| <
2 0, damit y € wy (z).

Invarianz: Ist y € wy (z), ® (tn,2) — y, so folgt @ (t, +t,2) = @ (¢, P (tn,z)) — P (t,y), also
O (t,y) € wy (x), t €1y O

Beispiel
Kann w4 leer sein? Ja: © = 1.

Lemma 1.3.9
Wenn v, () in einem Kompaktum C enthalten ist, dann ist w, (x) nichtleer, kompakt und zu-
sammenhdngend.

Beweis. Nach 1.3.3 ist & o-vollstandig und wir kénnen eine Folge ¢, mit ¢, — ooo nehmen.
Wegen der Kompaktheit von C hat (® (¢,,x)),, eine konvergente Teilfolge. Fiir deren Limes gilt
Y € wy (), also w, (x) # 0. Als abgeschlossene Menge (1.3.8) ist w, () C C kompakt. Bleibt zu
zeigen, dass es auch zusammenhéngend ist.

Widerspruch: Angenommen, es existieren zwei offene Mengen Uy, Us C M, so dass dist (Uy, Us) >
0 und w; = wy () NUj, j = 1,2 nichtleer, abgeschlossen und w, () = wi Uwy. Man findet Zeiten
tn, n € N, t, = oo, so dass D (toy,, x) € Uy, D (tamy1,x) € Us. Da v (x) selbst zusammenhén-
gend (mit anderen Worten: da ® stetig in ¢) ist, gibt es Zwischenzeiten 7,,, mit to,, < T < tomt1
und @ (7, z) ¢ Uy, Us. Da C'\ (U; UUs) kompakt, hat (® (7, 2)),,, eine Teilfolge deren Limes
y zum Komplement von Uy U Us gehort. Also y € w, () im Widerspruch zu w, (z) € Uy UUsz. O

Beispiel 1.3.10

Ohne die Annahme 7y, (x) C Kompaktum gilt im Allgemeinen nicht, dass wy (z) zusammenhdn-
gend ist.

Betrachte zundchst

A% =B &
w. (X)) = " AV
* w+(y): it f{ixﬁz
st wicht <l
-

S Ty,
1




6 DYNAMISCHE SYSTEME

Koordinatentransformation / Pullback von Vektorfeldern:
Was geschieht mit & = f (x) unter einem “Variablenwechsel” y = ¢ (x), x =9 (y)?
Mit der Kettenregel ergibt sich

Also = (V" f) (y) mit | 4" f = (/)" fod|. “Pullback von f via 1",

0\
52 (w1, 22)

Betrachte & = (V¢ (x))l — <_aaj)2 (1, 352))

mit ¢ (x1,x2) = cos (1) cos (z2).

Der Fluss dieses Vektorfeldes hat die folgende Figenschaft:
Lings seiner Trajektorien ist ¢ konstant:

d

a¢(¢(t,x))=<V¢(<1>(t,ﬂ:))7 Dy (t,r) ) =0
N——
=f(®(t,x))=(V$)*

(5w 22 (@)
T = 02 —o(z) | % =: f(x).
(5;’; <x>> o )<§m <w>> @

Dieses f hat die Figenschaft

Und dann stattdessen

d
L@ (1) <0
lim ¢ (® (t,z)) = 0.

t—o0

Lemma 1.3.11

Angenommen v, () ist in einer kompakten Menge C enthalten. Dann ist . lim d(®(t,z),w, (x)) =
—000
0

(Zuzx e R", ACR" ist d(x,A) := in£ |z —yl.)
ye

Beweis. Widerspruch:
Sonst 3§ > 0, t, — ooo mit d (P (t,,z),ws () > §. Da C kompakt, finde Teilfolge £, mit
y = lim @ (f,,2). Einerseits y € wy (x), andererseits d (y,w, (z)) > & M O

n—o0
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Definition 1.3.12 (Heterokline / homokline Orbits)

(i) Orbit v (x) heifit heteroklin zu zwei Ruhelagen xy,x} & xy # i und ® (t,x) — xF,
t — *oo
r
o A%
%&;ﬂ
X

(ii) Orbit v (x) heifft homoklin zu einer Ruhelage x, = ® (t,x) — x4, t = Fo0.

s( e
* homok Qin

1.4 Liapunov-Funktionen und ErhaltungsgréRen

Sei f Vektorfeld auf M C R™.

Definition 1.4.1
(i) Fine Funktion L € C(U/R) auf U C M offen heifit Liapunov-Funktion < Vx € U,
ti,to € I, t1 < to mit ® (tl,:c) , P (tg,ﬂ?) eU: L ((I) (tl,x)) >L ((I) (tz, x))

(ii) Eine Liapunov-Funktion heifit “strikt” < zusdtzlich L (® (t1,x)) > L(® (te,x)), sofern
D (ty,x) # P (ta, ).
Definition 1.4.2

E € C(U,R) “Erhaltungsgrifie” auf U C M = Vx € U, t1 < ty € I, mit ® (t1,z),P (t2,x) €
U: E(®(t1,x)) = E(P (t2,)).

Satz 1.4.3
(i) Falls L : U — R Liapunov-Funktion auf U und L € C', so ist (VL (z), f (z)) <O0.

(ii) Falls U C M invariant ist und L € C* (U,R) mit (VL (z), f (z)) <0, so ist L Liapunov-
Funktion auf U.

(i4) Falls U C M invariant und L € C* (U,R) mit (VL (z), f (z)) < 0 Vo mit f (z) # 0, dann
st L strikte Liapunov-Funktion.

(iv) Falls E: U — R Erhaltungsgréfie und E € C1, so ist (VE (z), f(z))=0Vx cU.
(v) Falls U invariant, E : U — R mit E € C* und (VE (z), f (z)) = 0, so ist E Erhaltungs-
grofse.
Beweis. Selbst machen. ]

£

X

N\ X f)

(Falls VE tiberall senkrecht zu einer Kurve, so ist diese Teil einer Niveaulinie von E.)
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Definition 1.4.4
(i) ¥ C M ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 (oder auch: eine Hyperfliche),
wenn ¥ = {x € M : S(x) =0} mit S € C¥(M) mit der Eigenschaft, dass VS (x) # 0
Ve e X.
(Btwa: 0 = {z € R® : 22 + 23+ 23 -1=0})

(ii) Eine solche Untermannigfaltigkeit heif$t transversal zu f : M — R™, wenn (VS (z), f (z)) #
0Vz € 3.

Beispiel 1.4.5
Seix e M und T € I,. Sei ¥ eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 und transversal zu
f und ®(T,z) € 2.

(i) Dann ezistiert eine Umgebung U von x und eine Funktion T € C* (U,R), so dass 7 (x) =T
und ® (1 (y),y) € X Vy e U.

Blet) ) eZ

/]

E(T,x)

(ii) T7: U — R ist eine strikte Liapunov-Funktion.

Beweis. (i) Betrachte die Gleichung S (® (t,y)) = 0. Sie ist fiir (¢,y) = (7', x) erfiillt und wegen

49(@(t,2)) = (VS (@ (t,z)), % (t,z)) ‘t_T = (VS, f) (® (T,z)) # 0 dort lokal nach
t auflésbar. t = 7 (y). -
(ii) Ubung.
(I

Definition 1.4.6
& = f(x) heifit “Gradientensystem” :<= f = —V¢ mit ¢: M — R.

Korollar 1.4.7
In dieser Situation ist ¢ eine Liapunov-Funktion.

Beweis. (Vo (), f(z)) =—|Vo(2)]* <0. O

Definition 1.4.8
Falls n = 2m, so heifit & = f (x) “Hamiltonsch”, wenn es eine Funktion H : M — R gibt, mit
der man & = f () als

OH
q= ({Tp(q,p)
OH
P="% (¢;p)

schreiben kann, mit p,q € R™ und x = (Z) .
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Korollar 1.4.9
In dieser Situation ist H eine Erhaltungsgrofe.

oH oH
Beweis. (VH (x), f (z)) = <<68g[> , (_%)H>> =0. O
op dq

Beispiel 1.4.10
Newtons Gleichung (in einer Dimension)

& =g (x,2) oder =y
y=9(zy).

(i) g héingt nicht von & ab, g = g (x).

r=Yy
y=9()
Gesamtenergie
Hamiltonsch mit H (z,y) = G (x) + y wobei G (z) = — [ g (x

Fiir den Fall eines mathematischen Pendels ist g (x ) =— sm( ) und G (.1‘) = —cos (z) (+ C).

?gr-'oa({sd.
Schwerk raft R}
? M -y
3o A

Bei (0,0) hat H ein Minimum (D*H (0,0) > 0).
Bei (7,0) hat H einen Sattelpunkt.

(i) g hdngt auch von & ab.
Im allgemeinen nicht Hamiltonsch. Wenn z.B. g (x, &) = go (z)+¢ (&), so gilt fir H (x,y) =
Go () + %yQ, Go(x) = — fgo (z)dz

dH (z,y) OH OH

i " artt g, i@y tyln(@)+d()
=9 (y)
Ftwa g (y) = —ky — dH(z’y) = —ng-

Hier ist H strikte prunov Funktion.
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Mini-Exkurs 1.4.11 (Dynamische Systeme auf Mannigfaltigkeiten)
Statt nur auf M C R™ kann man dynamische Systeme auch auf differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten betrachten. Das ist oft natirlicher. Alle Begriffe sind analog.

Etwam=§"

Beim Beispiel des Pendels,1.4.10, etwa ist M = S* x R natiirlicher:

N

Etwa entsprechen die heteroklinen Or-
bits aus 1.4.10 (Pendel schwingt ein-
mal in unendlich langer Zeit von oben
iber unten nach oben) jetzt (zwei) ho-
moklinen Orbits.

Ox

Beispiel 1.4.12 (Einfachstes Riduber-Beute-Modell (Lotka-Volterra))
Wihle M = {(z,y) : z,y > 0} (den ersten Quadranten).
Die Spezies y (“Rduber”) erndhrt sich von der Spezies x (“Beute”) gemdf

t=(A—-By)x
y=(Cz—-D)y
Wobei A, B,C, D > 0 mit folgender Interpretation:
B > 0: Das Vorhandensein von Rdubern verringert die Beute.
C > 0: Das Vorhandensein von Beute vermehrt die Rdauber.
A > 0: Vermehrung der Beute (ohne Finfluss der Rauber).
D > 0: Verringerung der Rdauber (ohne Einfluss der Beute).

Skalieren — t=(1-y)w mit a > 0
y=a-1y
. d
Eliminiere ¢ — % _ a(x -1y <y _ iz — dy>
= — ==
dz (1-—y)x ¢ ¢ dr
. . 1— 1—
Separation der Variablen — 0— Y dy + a T e
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Gibt es im System Erhaltungsgrofien oder Liapunov-Funktionen?
Fiir Erhaltungsgrifie E muss gelten

. OJF oF
0=F=""i+2y
8x$+ 8yy
oF oF

Insbesondere kann man E wdhlen als

E(z,y)=a(x—1-logz) + (y —1—logy) = af (z) + f (y)

mit
f(z)=z—1-logz
=11t
=11
" ]‘
)=
A 0

'/

— >, L >

HSL\%Q\'K.'en von £ 9544&5&0« 7 t

1
- 0
E ist strikt konver: D*E (x,y) = <“02 1> > 0.
y2

Daher sind alle Orbits mit x,y # 0 periodisch (“Populationszyklen”).
Ruhelagen sind (0,0),(1,1), sowie y = 0,2 — oo und x = 0,y — oo.

Beispiel 1.4.13 (Rauber-Beute-Modell mit logistischem Wachstum)
Betrachte

t=(1—-y— )z

y=alr—1-pyy

. _ . 1+pu 1-—2X
Ruhel d (0,0), (A1 0), (0 , ,
uhelagen sind (0,0), ( )M sowie <1+M)\ l—i—,u)\>

—_——— ———
Ecke Rand ¢M, da u>0

mit a, \,pu > 0 auf M = {(z,y) : z,y > 0}.

lose l—y—Ax =0, x—1—py =0
Fir die vierte Ruhelage sind zwei Félle zu unterscheiden:

(i) Falls X > 1, liegt (z*,y*) nicht in M.
(i) Falls X < 1, liegt (z*,y*) in M.
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Analyse (i):

Vorzeichen-Verhalten von f(z,y) = (1 —y — Az)x
gy)=alx—1-py)y

Diese Funktionen haben Vorzeichenwechsel auf

Ly :={(z,y): 1 —y— Az =0} bzw.

Ly :={(z,y) 1o — 1 — py =0}

Alle Orbits mit x # 0 haben wi—Limes ()\_1, O)

Analyse (ii):

N\(x’;y*)
>3

i A”

“Himmelsrichtungen” allein wiirden qualitativ verschiedene Phasenportraits erlauben.

oo le’ @

§eran & re’uf'm

Pe"‘ odki sl e Ov&# Ju.-
alle ande e * anzieh+”

Gibt es vielleicht eine Liapunov-Funktion?

Ja, es gibt eine Liapunov-Funktion!

Ansatz L (z,y) = ’Y1f< >+’Y2f (x*)

Gesucht 1,72, so dass L Liapunov-Funktion wird. Setzte & = x — x*, y =y — y*. System wird

ZU

<R
o
Q Ve
—~ I
SIS
>
8



13 DYNAMISCHE SYSTEME

Also

= 0z’ 6yy

1 z* 1 *
~ Lo (1 - ) (—5 = AD) &+~ (1 - y) @ - 18)y

:—a{’m (%_1) (7 + AZ) + 71 <5*—1> (uz?—i')}

L

X
= —a {sz* (7 + \T) +71% (g — i‘)}

A
:a{” x2+%uy2+<%—%>xy}.

Mit der Wahl v1 = y*, vo = x* st also
L=-a{ 2>+ p5°} <0

an allen Punkten (z,y) # (z*,y*). L hat absolutes Minimum bei (x*,y*). Alle Orbits mit x,y # 0
haben w4 -Limes {(z*,y*)}.

1.5 Struktur kompakter w-Limesmengen in R?

Sei M C R2. Erstes Ziel ist

Satz 1.5.1 (Poincare-Bendixon)
Ist eine w-Limesmenge w, (x) nichtleer, kompakt und enthdlt keine Ruhelagen, so ist sie bereits

ein requldr periodischer Orbit.

Bemerkung
(i) Dass eine w-Limesmenge im R? auch von anderer Struktur als der eines einzelnen periodi-

schen Orbits sein kann, hatten wir schon: In dem Beispiel 1.3.10

d [z, _ 99 09
E ( ) = 8852 —¢ | %1 ), ¢(x1,29) = cosay cosxy
dt xT9 6711 Txg
bestehen die w, -Limesmengen der “meisten” Orbits aus je

vier Ruhelagen und vier heteroklinen Orbits. .-————}—___ N

Andere Méglichkeiten

@ ©
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(ii) Unterschied zwischen R? und R, n > 2:

P

Im R™ n > 2, kann ein Orbit densel-
ben transversalen Schnitt ¥ in “unge-

” ordneter” Weise wiederholt durchset-
Zen.

~2

Im R? sind die sukzessiven Schnit-
punkte eines Orbits mit 3 monoton ge-
ordnet.

Lemma 1.5.2
Sei xo requlirer Punkt und mit einem s € C (I, M) mit s’ (1) # 0, V7 € Intervall I C R, die
Kurve ¥ ={s (1) : 7 € I} transversaler Schnitt.

[In dieser Beschreibung ist Transversalitit gleichbedeutend mit det((s’ (1), f(s (T)))) # O.}

Angenommen O # v, (x) N X = {xo, x1,...}, wobei x; = @ (t;,x), ot; > otj_1. Dann ist diese
(unendliche oder endliche) Folge monoton beziiglich der durch s gegebenen Orientierung von X.

Beweis. Falls v, () N Y nur ein Element z( hat, ist nichts zu beweisen.
Falls 1 = xq, so « periodisch und Folge (), konstant.
Sei also 1 # xp.

Betrachte Kurve J =4 U3, wobei 4 = {® (t,z,) : 0 <ot < ot},
gl n 3 = das Stiick von ¥ zwischen 2o und 1. Seien  und Q die beiden
Gebiete, in die J nach dem Jordanschen Kurvensatz die Menge R\ J
disjungiert. Hierbei sei {2 diejenige dieser beiden Mengen, die von X
~ genau die Punkte enthélt, die beziiglich z; in der anderen Richtung
¥ liegen als xg.

X

Dann ist €2 positiv invariant, da bei 02 Orbits hochstens hineingehen kénnen. Falls xo existiert,
so gehort es zu X N €2, liegt also nicht strikt zwischen x¢ und x1, sondern so, dass x; zwischen
xg und xo liegt. [l

Lemma 1.5.3
Die Schnittmenge von wy (z) und einem transversalen Schnitt ¥ enthdlt hochstens einen Punkt.

Beweis.
T Jeder Schnittpunkt y € w, () N X ist Limes einer Folge (z,,),, mit
xp = @ (tn,x). Daher auch Limes von z,, = ® (fn,:t) € X. Gemal
’ Lemma 1.5.2 ist die Folge Z,, auf ¥ monoton angeordnet. Sind also

Y, Y € wy (£)NX, so gibt es zwei monotone Folgen Z,,, ), mit Z,, — v,

Zn — 7. Diese sind beide Teilfolgen der einen Folge ~, (z) N X, die
‘V gemaf Lemma 1.5.2 monoton ist. Deshalb y = g.
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Beweis von Satz 1.5.1. Seien y € wy () und z € w, (y) C we (x). (Letzteres gilt, weil wy ()
invariant und abgeschlossen ist.) Ein solches z existiert, weil w, (z) nichtleer und kompakt und
daher nach Lemma 1.3.9 w, (y) # 0.

Wihle transversalen Schnitt ¥ 5 z und Punkte y, € ¥ N, (y) wie im s
Beweis von Lemma 1.5.3. Aber ¥ N, (y) C ¥Nwes () = {2z}, da nach
Lemma 1.5.3 ¥ Nw () hochstens einelementig ist. Also y,, = z fiir alle 9
n und hiermit « (y) periodischer Orbit. Da tli}glood (®(t,x) ,ws (x)) =0 o (3’

(Lemma 1.3.11), kann es sich nur um einen periodischen Orbit handeln.
|:| b

Satz 1.5.4 (Verallgemeinerter Poincare-Bendixon)
Seix € M, o0 € {—,4+} und w, (z) nichtleer, zusammenhingend und kompakt. wy (z) enthalte
endlich viele Ruhelagen x1,...,xy, n > 0. Dann liegt einer der folgenden Fdlle vor:

(i) ws (x) besteht aus genau einer Ruhelage.

(ii) wy () \ {z1,...,2n} besteht aus endlich vielen heteroklinen oder homoklinen Orbits, die
jeweils zwet bzw. eine der Ruhelagen x1, ..., xy, als ws-Limesmenge haben.

Beweis. Seiy € w, () regulér. (Falls es ein solches y nicht gibt, ist w, (z) einelementig, = {z1},
also Fall i).) Zu zeigen: w, (y) = {x;} fiir ein j € {1,...,n}. Angenommen, z € w, (y) ist
regular. Indem wir einen transversalen Schnitt bei z betrachten, erkennen wir «y (y) als reguldren
periodischen Orbit und 7 (y) C w, (z). Widerspruch zu n > 0. Also w, (y) € {z1,...,zn}. O

2 Verhalten in der Nahe von Ruhelagen
2.1 Stabilitat einer Ruhelage anhand der Liapunov-Methode

Definition 2.1.1

(i) Fine  Ruhelage x,  eines  Vektorfeldes  heifst u
“(Liapunov-) stabil” = Fir jede Umgebung U wvon
x4 gibt es eine Umgebung V' von x,, so dass v+ (x) C U x
fir alle x € V.
(ii) Eine Ruhelage w. heifit “asymptotisch stabil” < Sie W+ §x 3
ist stabil und es er. Umgebung W won x., so dass
tli}rglofb (t,x) =y fur allex € W. Stab /de Qul\e[qaer\

Satz 2.1.2 (Satz von Liapunov)

Sei x, Ruhelage von f. Es existiere eine Liapunov-Funktion L : W — R auf einer Umgebung
W von x,, so dass L (x) >0 fiir alle x € W und firx € W: L(z) =0 z =z, (% ). Dann ist
Ty stabil.

Beweis. Sei U eine Umgebung von x,. Wéhle r > 0 mit B (z.,7) CUNW.

Da 0B (z,r) kompakt, existiert (wegen ) 8§?in )L > 0. Wéhle § €

RS
0, min L) und V := {z € B(zs,7): L(z) < 8}. Fiir jeden Punkt
< 6}3{&1&) >un {z (T4, 7) (x) < 6}. Fir jeden Pun ,
N

x € Vist vy (x) C V.
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Satz 2.1.3

Sei x, Ruhelage von f und L : W — R Liapunov-Funktion auf einer offenen Umgebung W von
x. mit (%) und der Figenschaft:

(kk ) Auf jedem Orbit, der ganz in W \ {x.} verlauft, ist L nicht konstant.

Dann ist x, asymptotisch stabil.

Beweis. Betrachte 7,4,V wie im Beweis von Satz 2.1.2. Sei y € V. Da V positiv invariant ist,
ist wy(y) C V. C W. Auf w, (y) ist L konstant (warum?). Also entweder w, (y) = {z.} oder
w4 (y) # z«. Da wy(y) selbst invariant ist, gédbe es im letzteren Fall einen Orbit # {z.}, auf dem
L konstant wire. Widerspruch zu (Jk). O

Satz 2.1.4 (Satz iliber die asymptotische Stabilitdt von Ruhelagen mit strikt stabiler
Linearisierung oder auch “Prinzip der linearisierten Stabilitit”)

Sei z,. Ruhelage von f und die Realteile aller Figenwerte von Df (x,) seien negativ. Dann ist x,
asymptotisch stabil.

T T

Idee: Betrachte zunéchst Linearisierung
t=Azx mit A=DFf(0)

Hierfiir folgt die Behauptung aus der Theorie der linearen Dgl.systeme (— Fundamentalsysteme,
fiihrende Terme et A; Eigenwerte von A). Dies beherrscht auch die Anteile héherer Ordnung

von f im nichtlinearen System.
Lemma 2.1.5

Zum Beweis verwenden wir

Sei T eine lineare Selbstabbildung des R™, deren samtliche Figenwerte die Bedingung Re A < 0
erfillen. Dann gibt es eine Basis des R™, so dass die T beziiglich dieser Basis darstellende Matrix
A die Eigenschaft hat: Der symmetrische Anteil % (A + AT) von A ist negativ definit.

Beweis. Jordansche Normalform (reelle Fassung):

Bzgl. geeigneter Basis wird 1" dargestellt durch M = (AgR ]\3 ) € R™ ™ mit
C
Alox ... % A o Lo0 %
My = 0 .. .. : Mg = 0 .. L HlitAj:(aj ﬁj),
Lo S P
0 ... 0 An 0 ... 0 A

AL,y ...y A die reellen und o +43; die komplexen EWe von T'.

Falls alle “x” = 0 sind, so sind wir fertig mit A = M, da %(M + MT) in diesem Fall eine
Diagonalmatrix ist mit lauter negativen Diagonaleintragen.

Andernfalls macht eine geeignete Basistransformation der Bauart A = B~'M B mit

B em 0 eI 0
B = R 0 mit Br = , Bc = .
0 Bc
0 el 0 eIy

alle “x”’-Eintréage beliebig klein und da Re A strikt negativ, damit % (A + AT) negativ definit,
wenn man nur € > 0 hinreichend klein wahlt. ]

Beweis von Satz 2.1.4. O.B.d.A. z, = 0 und nach Lemma 2.1.5 eine Basis des R™ so gewahlt,
dass der symmetrische Anteil von D f (z,) negativ definit ist.



17 DYNAMISCHE SYSTEME

Betrachte L (z) = 3(z, z).
Langs Orbits gilt & = Az + o (|$\2), also
L= (z )
= (x,Az) + o (!m|3)
_ @;,% (A+AT)2) +o (o)
< —klaf,
falls |z| <7, r > 0 hinreichend klein. Behauptung folgt aus 2.1.3. O

Bemerkung
Das Prinzip der linearen Stabilitat gilt nicht nur fiir endlich-dimensionale, dynamische Systeme,
sondern in einer Vielzahl anderer Kontexte.

2.2 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten hyperbolischer Ruhelagen

Definition 2.2.1
Sei x, Ruhelage eines dynamischen Systems @ = f (x), f € C* (M,R"), M C R".

(i) Die stabile bzw. instabile Menge von x,, ist definiert als M/ (z,) = {a: e M: tligﬁn O (t,x) = a;*}
—Zo0

Beispiel
. XL
Ty = — T _/Z v
Ruhelage z, = (0,0). —_— > X
A

M (z.) = {0} xR A
M" (z,) =R x {0} ’\’\ 7(

(ii) Unterschieden werden der stabile Raum bei x, der instabile Raum bei x.,
der neutrale (zentrale) Raum bei x., definiert als

E® (z4) := max. inv. UR von Df (z,) zu EW mit Re <0,
E" (zy) := max. inv. UR vonDf () zu EW mit Re > 0,
E° (z4) == max. inv. UR von Df (x4) zu EW mit Re = 0.

In Worten also die direkte Summe der (ja invarianten) verallgemeinerten Eigenrdumen zu
EW mit Re < 0 bzw. Re > 0 bzw. Re = 0.
Ferner schreibt man E" (z,) = E* (x,) ® E* (x.).

(iii) Ruhelage heifst “hyperbolisch” i< E°(z,) = {0} und E" (z,) = R™.
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Satz 2.2.2 (Existenz der (in-)stabilen Mannigfaltigkeit)
Wenn die Ruhelage x. hyperbolisch ist, sind M® (z) und M" () C*-Mannigfaltigkeiten. Es gibt
eine Umgebung U der 0 in R™ und eindeutige Abbildungen

g° € CF (E* (x,)NU, E* () mitg®(0) =0, Dg*(0) =0
gt e C* (B (z,) NU, E® (z.)) mit g" (0) =0, Dg* (0) =0,

so dass M® (ze) N (xx +U) ={xs+_a +¢°(a): a€ E%(z,)NU}
~

EES EEu
und  M"(z) N (zs +U) ={zs +¢“(b)+_b : be E"(x,) NU}.
GES EE“
£ £
Xtar a‘( a) b & X -tb«t-a%b)
]
= 1
o a E° by E*

Definition 2.2.3
In der Situation von Satz 2.2.2 werden die Mengen M*(xy) und M"(z.) als stabile und instabile
Mannigfaltigkeiten bezeichnet; man schreibt dann eher W*(xy), WY (x,) statt M*(xy), M"(xy).

Beweis von Satz 2.2.2.
O.B.d.A. 2, =0.Setze A=Df (0), h(z) = f(z) — Az (= h(z)=0 (]a:\2>)

(1) &=Ax+h(x) mit h(0)=0,r (0)=0.

Wir beweisen die Aussage tiber die stabile Menge M* (z,). (Die iber M* (z.) folgt daraus durch
“Zeitumkehr”.)

Benotigen P, = Proj. auf E® langs E (d.h. Z (Ps) = E°, 4 (Ps) = EY),
P, = Proj. auf E* langs E® (d.h. Z (P,) = E*, & (P,) = E?),

(D.h. firx =a+bmit a € E*, b € E* ist Ps (x) = a, P, (x) =1.)
Konstante M > 1,0 < n < min{|Re A| : A EW von A}:

Vt>0: HetAPSH < Me™™
e~ AP] < bre

und 7,¢ > 0: |h(z)| < c|z| Vo mit |z| <7

Einschub:

o0 n
et = Zo (t‘:!) ist der Losungsoperator des linearen Systems
n=

(1) £ = Ax; d.h. die Losung des AWPs (1), (2) mit
(2) #(0) = o

ist () = eta.
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d(etA)

Beweis. z(0) = e"zg = z¢ und i (t) = =52 zo = Ae'tag = Az (t). O
Beispiel
(i) A= diag(\i,..., \n): e = diag (et)‘l, .. .,e”“)
Al *x .. %
(ii) A= R P
0 An

;= A t ¢
AWP {:c v+ wird gelost durch z (t) = et4 (azo + [e5%p (s) ds).
0

x (0) =z

Voriiberlegung: Angenommen zu a € E® gibt es ein ¢° (a) €
E*, so dass der Orbit y von (1) mit y (0) = a+ g (a) den w.-
Limes {x,} hat.

Dieser Orbit erfiillt

Wir machen diese Vorstellung nutzbar, indem wir die Darstellung y (¢) = Psy (t) + Py (t) mit

t
Py (t) = e"a + /e(t_s)APsh (y(s))ds
0

[e.9]

Pay(t) = = [Py (9) s,

verwenden. Dabei haben wir Pe!d = e!4P,, P4 = e P, genutzt. (< PsA = AP, und
P,A=AP,.)

Bei Darstellung beziiglich R* = E* @ E* : A = (% £u>, P, = <I 0), P, = (O 0).
Wollen l6sen (fiir kleine a):

[e9]

(2) y(t) = etda + Ofte(t_s)APsh (y(s))ds — tf e(=9)AP,h (y (s))ds.
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Lemma 2.2.4
Betrachte Banachraum 'Y := {y € C([0,00),R™) : |lyl|,, := sup {|y(t)| egt} < oo}. Es existie-
>0

ren §,p > 0 und eine Abbildung 1 € C' (B (0) ,BZ (0)), so dass fir a € BE (0) die Inte-
gralgleichung (2) genau eine Losung in B},/ (0), namlich 1 (a), besitzt. Ferner liegt die Abbildung

G ars — [ e APy (4 (a)) (s)ds in C* (BE* (0), E") und erfilllt ¢* (0) = 0.
0

Beweis. Die Abbildung F': E% X BZ (0) = Y, gegeben durch
t 00
F(a,y) (t) =y (t) — etta — J e=9AP. 1 (y (s))ds + i e=)AP,h (y(s))ds
t

und

0
ist Frechét-differenzierbar mit D, F (a,y) = —e'|

DyF (a,y) (2) (1) = 2 (t) = [ "R (y(5)) 2 (s) ds + Te(t_s)APuh’ (y(5)) z (s) ds.

0 t
Insbesondere F'(0,0) = 0 und DyF'(0,0) (2) (t) = 2z (t), kurz DyF (0,0) = idy. Die Existenz
und Eigenschaften der losenden Funktion v folgen aus dem Satz iiber implizite Funktionen in
Banachraumen.
Es ist noch zu zeigen, dass Z (F') C Y.

Betrachte
t 9]
Flaw)(0) =yl -¢Vg— [Py s+ [AIPh () ds
—~
2% €Y t
=:x :ZB
Es gilt

la| < Cy /e”(ts)egsds

0
t

= Cl 2en(7t+%)
n

0
< Oy e_gt.
Daher also o € Y und analog § € Y. Insgesamt F (a,y) € Y.
Wegen y (0) =a — [ e 4*P,h(y(s))ds ist ¥ (a) (0) = a + ¢° (a)
0

mit ¢° (a) = — [ e 4*P,h (¢ (a)) () ds. Diese Abbildung ¢* : B}; (0) — E" ist C* (da 1) nach
0
dem Satz iiber implizite Funktionen C*) und erfiillt g* (0) = 0 und Dg* (0) = 0. Ersteres weil
¥ (0) = 0, letzteres, da Dg* (0) = — [e=4*P, K (¢ (0)) 1 (0)(s)ds.
0 N— e’

=0,da $(0) =0

und A/(0) = 0.
Hiermit haben wir eine lokale invariante Mannigfaltigkeit

Wi, (2) = {z. +a+ g (a): a € BF (0)} € M* ()

so charakterisiert wie in der Aussage des Satzes angegeben. (I
Zeige jetzt, dass diese Mannigfaltigkeit schon “alles” ist:

Lemma 2.2.5
Mit einer geeigneten Umgebung V von x, ist M*® (x,) NV = WS (x4).

Beweis. Sei z: [0,00) — R eine beschrinkte Losung von & = f (x). Dann existiert das Integral
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S AP, h(x(s))ds.
t N— — N—_——
|-|<Me—n(t=s) <, da

. x beschr.
Es ist

P,z (t) = Pz (0) + [ e P,h (x(s)) ds

~——
beschr.

A=) P k(2 (s)) ds — /eA(t—s)Puh(x (s))ds

t

= e Pz (0) +

0\8 o .

[e. o] [e.o]

= e | Pz (0) —|—/6_A5Puh(:r (s))ds —/eA(t_s)Puh(:):(s))ds.
0 t
beschr. =(...) =0 beschr.

Also P,z (0) = g° (Psz (0)) fiir = (0) nahe z, (d.h. in einer passenden Umgebung V' von z,). O
Bleibt noch zu zeigen:

Lemma 2.2.6
M?#(x,) ist auch global “weit weg” von x, eine Mannigfaltigkeit.

Beweis.

Sei z € M*(z,) beliebig. Dann gibt es ein T' > 0, so dass Z =
®(T,z) € V aus Lemma 2.2.5. Der Diffeomorphismus ®(7, -)
bildet eine Umgebung Z von z auf eine Umgebung Z von 2
ab. Dabei ist M*(z,) N Z = ®(T, M*(z.) N Z). Deshalb ist
mit M?®(z,) N Z auch das Bild M*(x,) N Z differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

2.3 Zentrumsmannigfaltigkeiten ("center manifolds")

Satz 2.3.1
(i) Sei x. eine nicht hyperbolische Ruhelage, f € C*'. Dann gibt es eine Umgebung U in R
von 0 und eine Abbildung

g¢ € ck1 (EC(:L'*) nu, Eh(x*)) mit  ¢°(0) = 0,Dg"(0) = 0,

so dass mit M (x.) = {x.+y+9°(y) : y € E(x,)NU} die Menge W¢(z,) = ® (R, M (x4))
eine invariante Mannigfaltigkeit ist.

(i) Ist xg € M{(xs) und |®(t,x0)| < p fiir alle 0 <t < T, so ist ®(t,x0) € M (xs) fir alle
0<t<T.

Bemerkung
Chl:={f e CFR"R") : ||f|loo< 00, D¥f Lip-stetig mit Lip-Konstante 1}.
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Satz 2.3.2 (Zentrumsmannigfaltigkeit "fiir Abbildungen" (d.h. fiir diskrete
dynamische Systeme))

Sei T : R™ — R" lineare, umkehrbare Abbildung, k € Ny und R" = E“ @ E* (“cu” = “center-
unstable”, “s” = “stable”) eine T-invariante Zerlegung, so dass ||Ts||< 1, | Ts||-|| T < 1 fiir
Ty :=T|Es, Tey := T|Ey. Dann gilt mit einem € > 0: Falls g € C*' mit Lip (g9) < ¢, so hat die
Abbildung uw — f(u) := Tu + g (u) eine invariante Mannigfaltigkeit, die gegeben ist als Graph
einer CH1-Abbildung o* : E°* — E5.

Bemerkung

Die Verbindung zwischen Satz 2.3.2 und Satz 2.3.1 besteht in der Interpretation T = ™ mit
A =Df () mit einem kleinen 7 > 0.

So ist etwa: EWe X\ von A|Es haben Re A <0 <  EWe k von T|Eg haben |k|< 1.
Begriindung: X\ EW von A = k= ¢e™ EW von T.

Beweis von Satz 2.5.2.

: 4 cu s __ n — @ Es
Schreiben im Folgenden (z,y) € E“ @ E* = R", |(z,y)] = max{|z|,|y|}.
J(@y) =T (@.y) +9 (@) = (Jou(2.9), fs (2,9)). )m

@ Skizze des Beweises
Idee: Graphentransformation

Betrachte den Graphen einer Abbildung o : E* — E*, graph (0) = {(z,0 (z)) : © € E}. Ge-
sucht ist eine Abbildung o* : E® — E?  deren Graph unter f invariant ist, d.h. f (graph (o)) =
graph (o).

Angenommen zu irgendeinem o : E* — E* existiert 6 : E“ — E*, so dass f (graph (o)) =
graph (&), dann schreibe I'f (0) = ¢ (Graphentransformation).

= o) D.h. 6 = T’y (o) ist die Funkti-

on, die jedem ¥ € E“* mit Hilfe
Tt grawh (v) des zu & (hoffentlich) eindeutigen
x mit fe, (z,0 (z)) = & den Wert

raph (€)= $(avaph (o)
\/3 e }[9 i ) fs (z,0 (x)) zuordnet.

>
E

G, TN

(4%

Kurz: (T} (0)) (&) = < fuo (f)) 0 < oo (id>>_l (&), falls Inverse existiert.

g

Ziel: Zu zeigen, dass die “Graphentransformation” I'y auf der Menge
Yi={o:E" = E*: ||o||< o0, Lip(c) < 1} € C°(E®*, E®)

wohldefiniert und eine kontrahierende Selbstabbildung ist. Da 3 eine abgeschlossene Teilmenge
des vollstdndigen Raumes (CY,]|-[|o) ist, existiert genau ein Fixpunkt ¢* von T'y. Dieser ent-
spricht dem gesuchten Objekt. Dann bleibt noch nachzuweisen, dass sogar o* € C*1.

Zwei Lemmata, die bei der Durchfithrung des Beweises benétigt werden

Lemma 2.3.3 (Globale Umkehrbarkeit Lipschitz-stetiger Funktionen)
Seien T : R™ — R™ linear und umkehrbar und g : R™ — R™ beschrinkt mit Lip(g) < |77 ~!.
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Dann ist T + g global invertierbar und die durch (T + g)~' = T~ — h gegebene Funktion h

beschrankt und Lipschitz-stetig mit Lip(h) < %.

Beweis. Eine Funktion h : R" — R" erfiillt (T'+ g) o (T_l - h) = idgn genau dann, wenn
h=T"1 ogo (T_1 — h) (%).

(Begriindung: Mit y = Tz +g (z), x = T~y — h (y) folgt y = y — Th (y) +g (T_ly —h (y)), also
Th(y)=g(T 'y —h(y)).)

(%) heift aber genau: h ist Fixpunkt der Abbildung G : h + T logo (T_1 — h). Wir betrachten

G auf der Menge H = {h R - R" @ [|h]|oe< 00, Lip (h) < %} mit der C°-Norm.
Aus den Eigenschaften

(i) G(H)CH

(ii) G Kontraktion

folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
Zu (i):

Lip (G (h)) < |T7"|Lip (9) (I7~||+Lip (b))
17~ (2 — Lip (g) |177"]) + Lip (9) |7
1 —Lip (g) [T

< |IT7H|Lip (9)

_ Lip(g)IT7?
1 —Lip(g) || T~}

Zu (ii): Fir hy,hy € H, v € R™
|G (b1 (2)) — G (h2 (x))] < IT7|Lip (9) |1 (x) — ha ()].

Also |G (h1) — G (h2) ||eo< 0]|h1 — halloo mit 6 = ||T~Y||Lip (g) < 1 (nach Vor.). O
Lemma 2.3.4

Fiir jede Wahl von ra,...,rk41 > 0 ist die Menge

Bry..tpr = {U € CH1(R™,R") : |Do||< 1, ||D%0||< 7o, ..., ||DFo||< ry, Lip (Dka) < rk+1} ab-

geschlossene Teilmenge von C° mit Norm ||||oc-

Beweis. Fir k = 0 ist dies leicht zu zeigen. Wir beweisen es hier fiir k¥ = 1 (woraus sich die
allgemeine Aussage leicht durch Induktion ergibt). Es reicht zu zeigen, dass

B={feC" . |f]<oo,|Df|< 1,Lip(Df) <7},

mit 7 > 0 in C° abgeschlossen ist.
Sei f,, € B eine Folge mit f,, — f € C°, n — .
1. Als gleichméfsiger Limes beschréankter Funktionen ist f beschréankt.

1
2. Fiir beliebiges g € C1! und z,y € R" gilt g (z +y) — g (z) = [ Dg (x + 7y) dry, es folgt
0
1
9(e+9) ~ () = Dy (x)y] = | [ Dy (z+74) - Dy (@)y) dry
0

1
<yl / IDg (x + ) — Dy () |dr
0

< Lip (Dg) ly|?,

und

IDg () [lp < 2 (lgll+Lip (Dg) p*) fiir alle p > 0.
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Speziell fiir g = f,, — fm, erhalten wir

IDf (2) - Dfin () |< 2min{”f"‘f’”” +rp} — 2 Al = Full.

p>0 P

Da f, Cauchy, ist auch Df,, Cauchy, also f differenzierbar mit Df,, — Df in C°; insbesondere
IDfl< 1.

3.YVe>0dN €N : Vn,m > N,Vx,y € R":

IDf (z) =Df (y) < IDF (2) = Dfn (2) [[+]Dfn (2) = Dfm (y) [+1Dfm (y) = Df () |

<e+rlr—yl.

Also [[Df (z) = Df (y) [|< rlz —yl, Lip (Df) <. -

@ Ilustration: f linear

In diesem Fall lautet die Graphentransformation schlicht I'¢(0) = Ty 00 0 T}

Obwohl dieser Fall vom Ergebnis her trivial ist (der Fixpunkt ist o, = 0), verifizieren wir hier
die Funktionsweise des Argumentationsausgangs. Zunéchst: I'y ist eine kontrahierende Selbstab-
bildung der Menge

Y={o:E— E°:|o||< oo,Lip(o) <1}
Da Ty, T, linear, ist Lip(I'y(0)) < || 75| Lip(o)[| T, [|< Lip(o) und [|Ts (o)< 1 Zslllloll|Te ],

also I'f(¥) C X.
Um zu zeigen, dass I'y auf X eine Kontraktion ist, bemerke, dass fiir alle z € E:

Tp(01)(2) = Tplo2)(@)] = |Tuon(Tq'e) - Toa(T5,'2))|
< | Tlllon(Ta'e) — o2(T5 )]
< | Tsllllor — o2
also ||T'¢(o1) — T'f(o2)[|< || Ts|l|lor — o2]|< ||o1 — o2, wobei die letzte Ungleichung nach Voraus-
setzung des Satzes gilt. Hieraus folgt die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes o,.
Wie zeigt man die C*!'-Beschaffenheit (die im hier betrachteten Fall natiirlich trivialerweise vor-
liegt)?
Betrachten die Ableitungen (bzw. multilinearen Abbildungen)

Dig(z): B x --- x B — E*
fir jedes x € E°. Fiir jedes x und jede Wahl von x1,...,z; € E® ist

DY (Dy(0))(2) [z1,. .. 25] = T D o(T ) [T 2, .. . Ty ]
Wir kiirzen dies ab als “ DIT¢(0)(z) = T;D/o (T, ) [Tc_ulxj]j ",
Hieraus folgt ||DIT ¢ (0)||< ||Ts||| Do ||| T 1P Da nach Annahme des Satzes ||Ts||| T, 1< 1,
folgt
IDITy(0)1< [Doll,  Lip(D*Tys(o)) < ITLllITot [ Lip(Dko) < Lip(Do)

Also bildet I'y jede Menge der Form

T2y Tk+1

Bk - {a € 3 ||Do||< 1, |D%0||< ra, . .., |[D¥o||< 14, Lip(DFo) < rm}

in sich selbst ab. Nach Lemma 2.3.4 ist Bfo in C9 abgeschlossen, also o, € ck1,

oo Th41

@ Existenz des Fixpunktes Nach den Annahmen des Satzes gelten fiir ein hinreichend kleines
€ > 0 die Ungleichungen
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1— €| T > 0,
(1) 3 (e + Ty ALl <1
1—€||Teu || ’
| Ts]|+e < 1.

Wir fixieren ein € > 0 mit den Eigenschaften (1) und g € C®! (R",R") mit Lip (g) < e. Fiir
o € ¥ schreiben wir ¢ = (id, o).
1. Miissen zunéchst zeigen: Die Graphentransformation

0= Tf(0) = (fs06) 0 (feuod) "
ist wohldefiniert; insbesondere ist
T (feu©6) () = feu (7,0 (7)) = TewT + geu (T, 0 (T))

invertierbar mit Lipschitz-stetiger Umkehrfunktion.
Da Lip(c) < 1, ist Lip(gey 06) < Lip(gew) < € < ||T!|~! nach (1);. Nach Lemma 2.3.3

impliziert dies, dass f., o ¢ eine Lipschitz-stetige Inverse
(feuo ) ' =T —ho =t w,
hat, wobei fiir h, : E — E? gilt:
Lip (ho) < L2
Lip (ws) < |[To,! [ +Lip (o) < (1020

Also gezeigt.
2. Néchstes Teilziel:

Lemma 2.3.5
Zuo e XistI'y (o) € X.
Beweis. D.h. miissen zeigen, dass
(i) [[Tf (o) [[< o0,
(i) Lip(I'f (o)) < 1.
Zu (i):
ITf (@) [| < |Ts 00 0 wel+]lgs © 60 wo ||
< | Tsll o]l +llgsl|  (wobei ||Ts|| die Operatornorm und ||a||, ||lgs|| die C® — Norm bezeichnet)
<1
< 00.
Zu (ii):

Lip (I'y (0)) < Lip (Ts 0 0 0 wgs) + Lip (gs 0 6 0 wg)
< ||7s]|Lip (o) Lip (we) + Lip (g5) Lip (¢) Lip (wo)
SN—— SN————

<1 <e <1
< (|ITs||+¢) Lip (w,)
T71
< (ITfre) el
(2)2 1 —¢l|Tew ||
< 1.

—
—_
~—

2
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3. Néachstes Teilziel:

Lemma 2.3.6
[y ist Kontraktion in % bzgl. C°-Norm.

Beweis. Angenommen, hétten schon:

5) {Fﬁr jedes o € ¥ und jeden Punkt (z,y) € E & E° gilt:
|fs (@, y) =Ty (0) (feu (z, 9))| < (|T5]14€) |y — o (2)] -

Sind dann zwei beliebige 01,09 € ¥ und ein z € E gegeben, so setzen wir z = w,, (2),
y = o3 () und erhalten

Ty (02) (2) =Ty (01) (2)] = |(fs 0 62 0 ey, ) (2) = L'y (01) (fou © 2 0 oy, ) (2) |
id geu
= |fs (x,02 (%)) = Ty (01) (feu (@, 02 (2)))]

< (ITs][+€) oz (@) = o1 ()]

< (ITsl[+¢) loz = aull;

—
=

also, da z beliebig war, mit (1)s:

(6) Iy (72) = Ty (1) | < Ollrs — oy | it 6 < 1.
Abschétzung (6) ist bewiesen, sobald (5) bewiesen ist.
Haben

fcu (x,y) = Teu® + geu (m,y) )
fs (@, y) = Tsy + gs (z,y) .

Finden

fs (@,y) = Tg () (feu (,9))| < |fs (2,9) = fs (2,0 ()| + | fs (2,0 () = T (0) (feu (2, 9))]

< |fs (,y) = fs (2,0 (2)| +[Tf (0) (feu (2,0 (2))) = Ty (0) (feu (x,9))]
< |Tyy — Teo ()] + |gs (2, y) — gs (z,0 (2))]

+ Lip (Cf (0)) | feu (2,0 () = feu (2, 9)]

—

< Ty — Teo (x )|+|gs(a: y) — gs (z,0 (2))]

+ | T + geu (2,0 ( I/ eu (z,Y)]
< (ITsl+e) ly — o (= )I+L1p(gcu>|y o (z)]

<e€

< (ITsl[+2€) ly — o ()] -

4. Durch Anwendung des Banachschen Fixpunktsatz folgt

Proposition 2.3.7
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.2 existiert ein eindeutiges o € X mit I'y (0*) = o*.

@ Noch zu zeigen: o* € C*:1,
Wir nehmen an, dass k > 1. Die Voraussetzung (Abschitzungen der Normen von T und 7')
impliziert, dass es ein € > 0 gibt, sodass (1) héalt und

(T +ITE -
1\ k+2
(1 — €| Teu H)
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Lemma 2.3.8
Fiir jedes 1 > 1 und alle Funktionen G1,Go und G3 in C' gilt

1D (G10G20Gs)||< |ID'G1 ||| DG || DG || +IDG1 || D' G| | DG ||+ DG | DG || D' G|+ By
(8)
wobei Ry nur von |DIGy,| fir 1 <j <1—1 und m=1,2,3 abhdngt.

Beweis. Wir werden mit Induktion nach [ zeigen, dass

D'[(G1 0 G20 G3)(x)] = D'G1(G2(G3(x)))[DGa(G3(x)) - DG3()]'
+ DG (G2(Gs(x))) - D'G2(Gs(x))[DG3())' 9)
+ DG1(Ga(G3(x))) - DGa(Gs(x)) - D'Gs(x) + Ri(x),

wobei R; nur von DIG,, fir 1 < j <1—1 und m = 1,2, 3 abhiingt. Die Kettenregel ergibt

D[(G1 0 Gy 0 Gy)(2)] = DG1(G2(G3(x))) - DGo(Gs(x)) - DGi()

D?*[(G1 0 Gy 0 Gs)(2)] = D*G1(Ga(G3(2)))[DG2(G3(x)) - DG ()]
+DG1(Ga(Gs(2))) - D*Ga(G3(x))[DG3(x)]?
+DG1(G2(Gs(x))) - DGa(Gs()) - D*Gs (),

also ist (9) wahr fir [ = 2. Nehme an, dass (9) gilt und differenziere es einmal mehr, um

D'1(G1 0 Gy 0 G3)(z)] zu erhalten. Da die einzigen Terme, die zu den [ 4 1-ten Ableitungen
beitragen, die ersten drei Terme von (9) sind, ist es leicht zu sehen, dass (9) fir [ 4+ 1 wahr ist.
Indem wir die Normen in (9) nehmen, erhalten wir (8). O

Lemma 2.3.9
Fiir jedes | > 2 qult

l z ! [
|Dey = [ Dy < €| D a||( ) e
’ ’ = elTa|

fiir eine Konstante Cy, die nur von T, ||g|ct, und ||Dic|| fir1 <j <1-—1.
Beweis. Betrachte hy = T' (gey © 6 0 Wy ). Die Abschiitzung (8) zeigt, dass

1D ho ()| < N Teo (1D geu 1 D& || D || Dgea || D6 ||| Dwo |+ Dgea 1| DE ||| D' || +Ro ).
Wir wissen, dass || Dge||< €, ||D&||< 1 und ||D'é||= || D'c||. Daher impliziert (2), dass

-1 ! T-1 !
D |I< 1T D —T— [l (1[5 7% <“> + e TZHI DRy ||+ Ry
D" ho ||< (I T0 Il gcull(l_EHTCj”) |70, || Dol T e T2 |Te (|1 Dhe ||+ Ry

Da 1 — €||T'||> 0, erhalten wir
1 71 ! N 71 :
T p——— T () T eI 1D () LR
7 1- 6HTculn “ 1- 6”TculH “ 1- 6HTculn

71 I+1
— |l () e
1- 6HTcu ”

wobei C; nur von T, ||g||c: und ||[DJco| fiir 1 < j < 1 — 1, aber nicht von ||D!c| abhingt. Da
w=T — hy und D'T = 0, gilt || D'w,||= ||D'hs||. O

Nun kénnen wir die Ableitungen der Graphentransformation abschétzen.
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Lemma 2.3.10

Firoc € XN C gilt

T+l T
(1— €| Tat)Ht

10T (o)]l< | |Dlo|+C,

fiir eine Konstante C;, die nur von T, ||g|lct und ||Do|| fir 1 < j <1—1 abhingt.
Beweis. DaT'¢(0) = fs 06 ow,, ergibt die Abschétzung (8)
ID'(fs 0 6 0 wo)|< 1D fs 1D || Dews ||+ D fs || D6 ||| Dwo | +[1D fs | D& | Do ||+ B

Mit ||Dg||< ||[Dol||< 1, der Abschétzung (2) und || D fs||< ||Ts||4+€ und Lemma 2.3.9 erhalten wir

! ! T : ! T :
1D (fs 06 0w, < |Df ||<Cu_) L IDRIID au(w_>
’ i T\ = €| TR ’ 1— | T |
71 I+1
t|IDf ||(C“_) | D'oll+Cr + By
\1 - EHTculH
DTzt - T+ T N
— H fS”H_clu ||l+1”Dlo_||+Cl S (H SH )_Hl culJIHDlo_H_i_Cl’
O1 — el Teu||) (1 —ellTeu )
wobei C; nur von T, ||g||c: und ||Dig| fiir 1 < j <1 — 1 abhiingt. O

Das néchste Lemma zeigt, dass I’ f(Bg) C B}“{ flir ein entsprechendes R, vervollstandigt somit
den Beweis von Proposition 2.3.7 und damit auch den Beweis von Theorem 2.3.2.

Lemma 2.3.11
Es ezistiert ein R = (ro,73,...,1541) mit r; > 0, sodass T'¢(BY) C Bk.

Beweis. Durch Induktion: Fiir k =1 gilt
B}Q ={cexncCh :|Do||< 1,Lip(Do) < 7o}
Fiir jedes o € B%,z N C? impliziert Lemma 2.3.10, dass

T. vl 2
LNTSN o ey 4 ¢ < T
(L —ellTel)? (L —ellTe 1)

(T+OITHP - A

Lip(DT (o)) < e

Mit (7) und da C5 nicht von 79 abhéngt folgern wir, dass die rechte Seite kleiner gleich ro, falls
wir 7o so wahlen, dass
_ -1
I T+l T2
(1 — el e ])?
Da Biz dicht in Brl2 liegt, sichert diese Wahl von ro, dass I f(Bﬁz) - B;;. Dasselbe Argument

kann verwendet werden um zu zeigen, dass wir rekursiv Konstanten r; > 0 wiahlen kénnen, sodass
I'y(BY) C BE. O

O

ry > Cy |1 —

Beweis von Satz 2.3.1. Schreiben das kontinuierliche dynamische System als

(10) &= f(u) = Au+ h(u) mit h(0) =0, DA (0) = 0.

Zerlege R® = E* @ E° mit E, B invariant unter A mit Re (spec (A|geu)) > 0,

Re (spec (A|gs)) < 0.

Anhand der Jordan-Normalform von A sieht man, dass mit hinreichend kleinem 7 > 0 fiir
T =e und Toy = T|gew, Ty = T|ps gilt | Ts||< 1, || Ts|| | T2 1FH < 1.

Fixiere ein solches 7 und ¢ wie in Satz 2.3.2.

Wihle C°°—Cutoff-Funktion y : R — R, so dass
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A\
1, 0 <1 A7
() = [EEANSN
0, r>2 AT
und definiere
u
hp (u) = ('p’)hm, p>0

und betrachte
U= Au+h, (u).

Es gilt h,(u) = h(u) fiir ju| < p. Fluss des modifizierten Systems @ = Au + h, (u) wer-
de bezeichnet mit ®° bzw. ® = ®° (¢,-) und erfiillt % (u) = e™u + g, (u) mit g, (u) =

-
[eAT=5)h, (D5 (u)) ds. Da ||h,||c1— 0 fiir p — 0, ergibt sich leicht, dass ||g,||c1— 0 fiir p — 0.
0

Insbesondere gibt es zu jedem € > 0 ein p. > 0, so dass Lip (g,) < € fiir 0 < p < pe. Satz 2.3.2
ergibt eine invariante Mannigfaltigkeit der dort beschriebenen Art, speziell Graph einer Funktion
oo

Fixiere p.

Haben ®7 (graph (¢*)) = graph (¢*).

Zeigen noch, dass o* invariant nicht nur unter ®7, sondern unter allen ®, t € R. Fiir ¢t > 0
hinreichend klein folgt: Da Lip (6*) < 1 nach (4) ist ®7 (graph (¢*)) = graph (7).

Ferner

7 (graph (o7)) = @7 (f (graph (07)))
= (I)¢+t (graph (™))
= @} (97 (graph (7))
= @7 (graph (¢7)).
Also graph (o*) invariant unter ®7.

Genau wie W (0) konstruiere eindeutige zentrumsstabile Mannigfaltigkeit W (0). Schlieklich
finde die gesuchte Zentrumsmannigfaltigkeit als W¢ = W< N W,

S

cw~

W‘z\\lsm wee
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Beispiel
Die Zentrumsmannigfaltigkeit ist nicht eindeutig, betrachte dazu:

&=z
p—
Es ergibt sich
dy_ _y
dx x2
und mit Separation der Variablen

mit Integrationskonstante C. Daher ist jede Kurve

1
= gela) = ke=, xz <0
y=gr(z) = 0. 230,

k > 0, eine invariante C*°-Mannigfaltigkeit, die bei (x,y) = (0,0) an den zentralen Raum
E¢ =R x {0} tangential ist.

b

N2
Y

Phédnomen: Zentrumsmannigfaltigkeiten sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Sowohl fir konti-
nuierliche als auch fiir diskrete dynamische Systeme.
Frage: Warum ergab unser Beweis Eindeutigkeit?

Antwort: Wir hatten die Suche auf Mannigfaltigkeiten beschrinkt, die Graphen global Lipschitz-
stetiger Funktionen sind. Die obigen Funktionen g, sind zwar alle global Lipschitz-stetig; aber
der im Beweis von Satz 2.5.1 vorgenommene Cutoff modifiziert diese Kurven derart, dass dann
die x-Achse die einzige solche Kurve ist.
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3 Ausblick: Traveling Waves

Existenz und Stabilitat von Traveling Waves

Definition 3.0.1
(i) Zu einem gegebenen System F (u(t,xl, ceey ), %, 8%1, cel, a%d) = 0, partieller Differenti-
algleichungen heif§t eine Losung u(t,x) = (u1(t, x), ..., un(t,x)) “Traveling Wave” 1< Sie
ist von der Form u(t,z) = v(x- N — st) mit einer beschrinkten Funktion v und einem s € R

(Geschwindigkeit der Welle) und einem N € RY, |N|= 1 (Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Welle).

(i) Welle heifit “homoklin” < u* = v(400) existieren und u~ = u™.
Welle heifit “heteroklin’ < u* = v(do00) existieren und u~ # ut. Welle heifst “periodisch”
= I #0:v((+x) =v((),V¢ eR.

Das “Prahl” v der Traveling Wave erfiillt die gewohnliche Differentialgleichung

d 0 0
F —s—,N1—,...,.Ng— ] =0
(<U7 SdC’ 10C7 ; da<>
1834: Scott Russell: “Wave of Translation”

I N

X

1871/1876: Rayleigh, Boussinesq
1895: Korteweg, de Vries: Korteweg-de-Vries-Gleichung;:

o, ) _ o
ot oxr  Ox3

(KdV)

Theorie ab 60er
Hier Traveling Waves:

u(t,z) = v(x — st)
¢

in (KdV) einsetzen

w1 = —sv' 4 3(v?)
einmal integrieren

! = —sv+ 302+ C

mit Integrationskonstante C', hier 0.E.d.A. C' = 0.

V" = —sv + 30?
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Als System erster Ordnung:

™ {w’_: —sv + 3v? =: h(v)

(vi, wy) Ruhelage < w, = 0 und h(v,) = 0.
(x) Hamiltonsch mit Erhaltungsgrofie

1
H(v,w) —/h(v)dv—l—2w2
= v+ §v2 + le
2 2
Phasenportrait fiir s > 0 Phasenportrait fiir s =0 Phasenportrait fiir s =0
Ay ~ /[
) & \
S
\
1 homokline TW Keine TW 1 homokline TW
0 heterokline TW ame 0 heterokline TW

Stabilitat?
Gehe von (t,z) zu (t,%) mit & = x — st tiber ~ Traveling Wave wird zu “Standing Wave” o(z).

¥ ist eine Ruhelage des dynamischen Systems

0
U= Flu) (DS)

Die Zusténde sind Punkte in einem Hilbertraum. Man untersucht die Stabilitdt von ¢ durch
Anwendung des Prinzips der linearisierten Stabilitdt anhand A = DF'. Diese Untersuchung fiihrt
wieder auf endlich-dimensionale dynamische Systeme. Bendtigen wieder ganze “Toolbox”.




