Variationsrechnung

Andreas Klaiber

Zusammenfassung

Dies ist das Skript zu einer zweistiindigen Einfiihrung in die Variationsrechnung
im Sommersemester 2016. Die Vorlesung besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil wird
die klassische Methode der Variationsrechnung in einer Raumdimension behandelt,
wobei der Inhalt den Quellen [Il, 2] [7] entstammt. Im zweiten Teil wird die direkte
Methode der Variationsrechnung gem#f [5, Kapitel 8] behandelt. Im kurzen dritten
Teil werden Ausblicke angedeutet (Probleme mit Nebenbedingung, Sattelpunktme-
thoden, Anwendungen).

Vorlesungsplan

Finleitung und Inhalt der Vorlesung

1D-Probleme: Euler-Lagrange-Gleichung
1D-Probleme: Konvexe Integranden, zweite Variation
1D-Probleme: Legendre-Bedingung, Jacobi-Theorie 1
1D-Probleme: Jacobi-Theorie 2

1D-Probleme: Probleme mit Nebenbedingungen; Einfiihrung (E)
(E) Unterhalbstetigkeit/Konvexitét

(E) Existenz/Eindeutigkeit, Schwache Lsg. der ELGI
(E) Systeme, Begriffe und Sétze

(E) Polykonvexitét I

(E) Polykonvexitédt II; Null-Lagrangians und Brouwer
(E)
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E) Nebenbedingungen, Mountain-Pass-Theorem
E) Anwendung auf travelling waves
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1 Einleitung und Beispiele

1.1 Das Grundproblem der Variationsrechnung

Situation: In allgemeiner Form geht es um folgendes mathematisches Problem. Fiir
n € Nund U C R” offen sei die Lagrange-Funktion

L:UxRxR" =R, (x1,...,Zn,2,01,...,0n) — L(z, z,p)

stetig. Einer Funktion w : U — R ordnen wir die reelle Zahl

Iw] ::/UL(x,w(a:),Vw(a:))d:c

zu. Also ist I eine Abbildung vom Raum der Funktionen nach R; eine solche Abbildung
nennt man Funktional.

Aufgabe: Finde eine Funktion u derart, dass I[u] ein Minimum von I liefert. Hinzu
kommen Nebenbedingungen, z. B. vorgegebene Randwerte u|sy = g oder vorgegebene
Regularitit u € C1(U).

Alternativ konnen wir das beschriebene Variationsproblem folgendermafien formulie-
ren: Ist A eine Menge zuldssiger Funktionen w : U — R, dann ist eine Funktion u € A
derart gesucht, dass

Ifu] = min I[w]
weA
gilt.

Hauptschwierigkeit: Wir bezeichnen mit J := {I[w] : w € A} C R die Bildmenge
von I. Das Variationsproblem ist losbar, wenn J ein Minimum besitzt. Hierfiir muss
zunéchst J nach unten beschrinkt sein, d. h., L bzw. I muss so beschaffen sein, dass
inf{/[w] : w € A} existiert. Aber das garantiert natiirlich noch nicht, dass das Minimum
tatsdchlich existiert!

Das Ziel der Variationsrechnung besteht nun genau darin, fiir bestimmte Funktionale
oder bestimmte Klassen von Funktionalen, die Existenz des Minimums zu zeigen.

1.2 Die klassische Methode der Variationsrechnung

(a) Beispiel: Ebene Geoddten

Wir suchen diejenige Kurve (z,u(z)) (als Graph einer Funktion), die (0,0) und (b, B)
verbindet und kiirzeste Lange hat.
Gesucht: Minimum von

b
I[u] ;_/0 VITw@Pde auf A= {ucC((0,8]) : u(0) = 0, u(b) = B}.

(b) Beispiel: Die Brachistochrone

Wir suchen diejenige Kurve (z,u(z)) (als Graph einer Funktion), entlang derer ein
Massenpunkt in kiirzester Zeit von (0,0) nach (b, B) gleitet. (Wir suchen also eine



,schnellste Rutsche“.) Wir bendtigen also zunéchst eine Formel fiir die Laufzeit: Uber
s = p(t) wissen wir § = H(t) = v(t) = \/—2gy(t). Aus der Energieerhaltung und wegen
y(0) = 0,v(0) = 0 folgt

%v(t)2 + mgy(t) = const = 0.

Daraus folgt:

R e LY _[F ds P 1+ W ()?
T = o \(L) ¢<m—A<¢>www—A f2wwl$»—éw/_%ww da,

mit der Variablentransformation s ~ z im letzten Schritt.
Gesucht: Minimum von

b u'(z
Iu] := /0 Ultu(;)ydx auf A := {u e C((0,5))NnC°([0,8]) : u(0) = 0,u(b) = B, I[u] < co}.

(c) *Beispiel: Analytische Mechanik (Pendel)

Bezeichnet r(t) = (x(t),y(t), 2(t)),t € [to, t1], die Bahnkurve eines Massepunktes m, so
ist
m .
Ti] = " (o)

die kinetische Energie zur Zeit t. Die auf m wirkende Kraft f besitze eine Potential V =
V(t,r),s.d. f = =VV.Dann heiit L := T'—V Lagrange-Funktion und das Hamiltonsche
Prinzip besagt: Die Bahnkurve r(t) ist so beschaffen, dass das Wirkungsintegral

t1

I[r] == / L(t,r(t),r(t))dt
to

stationér wird, also bei r ein Extremum oder Sattelpunkt besitzt.

Das gilt entsprechend auch fiir mehrere Massepunkte. Hierbei miissen nicht kartesische
Koordinaten benutzt werden, sondern es kénnen beliebige dem Problem angepasste,
sogenannte , verallgemeinerte“ Koordinaten verwendet werden (deren Anzahl mit der
Zahl der Freiheitsgrade iibereinstimmt). Zum Beispiel beim mathematischen Pendel:

2

1 l
T — %(3;2 +9?) = 5ml2 2,V = —mglcos(p) = L = mTQOZ + mgl cos(p).

t1 12
I[p] == t mT »% 4+ mgl cos(i) dt
0

(d) ldee zur Gewinnung von Minimierern

Die betrachteten Probleme fithren auf Funktionale der Form



wobei L = L(x, z, p) gegeben ist, die iiber einer gewissen Menge A zulissiger Funktionen
(hier: von R nach R) einen minimalen (oder allgemeiner: stationdren) Wert annehmen
sollen, z.B.

A= {ue C'([a,b]) : u(a) = yo,u(b) = y1}.

Folgende Idee geht auf Euler und Lagrange zuriick: Besitzt I bei einem u € C?([a, b])
ein Minimum, dann hat die skalare Funktion

i(e) = Iu+ey]
fir jede ,,Storung® ¢ € C5°([a,b]) ein Minimum. Ist ¢ differenzierbar, so folgt
#(0)=0 und i"(0) > 0.

Wir nehmen nur die erste Bedingung her und untersuchen genauer, was sie nach sich
zieht:

d

0=14(0)= —
7(0)=

b
» / L(z, (u+ep)(x), (u+ep) (z)) dz

b
:/ Lz(x,u,u')<p+Lp(x,u,u')cp’dx
a

b d
:/a {Lz(:c,u,u’) — dep(Cl?,UvUI)}@dm

An dieser Stelle kbnnen wir das sogenannte ,,Fundamentallemma der Variationsrech-
nung® anwenden: Erfillt f € C([a,b]) die Gleichung fab fodx =0 fir alle p € C§°([a,b]),
dann gilt f = 0. Daraus folgt die (zu I gehorige) Euler-Lagrange-Gleichung:

d

L.(z,u(x),u'(x)) — e

Ly(z,u(z),d (z)) = 0.
Das ist hier eine gewohnliche Dgl. 2. Ordnung (bzw. ein System).
Der (beziiglich ¢ lineare) Ausdruck

b
5I(y)p :=1(0) = / L,p+ Lpgpl dz
a

heifit erste Variation von I bei u in Richtung ¢. Somit ist das Verschwinden der er-
sten Variation notwendig fiir die Existenz eines Minimums/Extremums und die Euler-
Lagrange-Gleichung ist eine notwendige Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Va-
riation.

Die ausgefiihrte Rechnung lésst sich zu folgendem Theorem ausbauen.

Theorem 1.1. Sei L € C*([a,b] x R x R) und u € C?%([a,b]) ein Minimierer des Funk-
tionals

b
I[w] ::/ L(z,w(z),w (z)) dx



in der Klasse A := {w € C?([a,b]) : w(a) = yo, w(b) = y1} mit gegebenen Randwerten
Y0,Y1 € R. Dann erfillt u die Fuler-Lagrange-Gleichung

Lao,w(e),w! () = 5 Ly, w(a),w/(2)) = 0.

Bemerkung. (1) Der Ausdruck I[w] ist definiert fiir w € C*, sogar C1*% (stiickweise
C1), aber im Theorem wird w € C? gefordert. Es bleibt die Frage, wie man Minimierer
finden kann, die nur C! sind.

(2) In den Spezialfillen L = L(x,p) und L = L(z,p) ldsst sich die ELGI auf eine
Gleichung 1. Ordnung reduzieren.

(3) Laut Thm. sind Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung ausgezeichnete Kandida-
ten fiir Minimierer. Ob sie das aber wirklich sind, muss mit weiteren Mitteln gepriift
werden.

Zu den Beispielen: (1) L(w, z,p) = \/1+p? = L, =0,L;, = \/1’;;2. Also lautet die
P
ELGI:

=0 mitu(0) =0,u(b) = B.

4w
de /15 ()2
Das liefert v’ = const, und mit der Randbedingung folgt u(x) = %m.

(2) L(z, z,p) = ”\/1_152 = L, = i\/1+p2(—2)*% L, = m. Also lautet die
ELGL:

1 1+(u’(1:))2_ u’(:z:) =0 mitu(0) =0,u(b) = B.
2 —u@)] {¢—u<m>¢1 T (uf(x))?} (0) = 0, ult)

Das liefert nach lingerer Rechnung einen Zykloidenbogen, in parametrischer Darstellung:
xz(r) =r(r —sinT1),y(r) = —r(l —cos7) mitr € [0, 7],

wobei 7, so beschaffen ist, dass z(7.) = b, y(7) = B gilt.

(3) Lagrange-Gleichung(en): Ly, (t,r,7) — %L,:k (t,r,7) = 0. Ist k > 1, so handelt es
sich um ein System.
Explizit fiirs Pendel: —mglsin ¢ — %mlng =0, also ¢+ ¢sinp = 0.

(e) Zusammenfassung

Die klassische Methode der VR besteht in der Herleitung der ELGI und deren Loésung.
Das sind die Kandidaten fiir Extremalen und anschlieflend ist deren Typ (Minimum,
Maximum, Sattelpunkt) zu priifen. Diese Vorgehensweise ist analog zur Minimierung im
R": Finde die Losungen von V f(z) = 0 und priife anschlieflend, etwa mit Hy(x), den

Typ.



1.3 Die direkte Methode der Variationsrechnung
(a) Euler-Lagrange-Gleichung

Wir betrachten nun allgemeiner L : U x R x R® — R, (x,2,p) — L(z,z,p), und das
zugehorige Funktional

I[u] ::/ L(z,u(x), Vu(z))dz mit ulgy =g.
U
Ist u € C?(U) ein Minimierer, dann gilt wieder: Fiir ¢ € C§°(U) hat
i(e) :=Iu+eyp] ein Minimum bei € = 0,

also gilt:

d
de

— /U La(z,u(2), Vu) (@))p(@) + 3 Ly, (2, u(x), V) (@) s, (@) da
k=1

0=1i(0) =

/ L(z, (u+ e)(z), V(u + e)(z)) da
e=0JU

= /(]90(1') {LZ(:L‘,U({L‘),VU)(Z‘)) - Z (ka(x>u($)’vu)($))xk} d:L',

k=1

wobei wir verwendet haben, dass ¢ kompakten Tréger hat (also keine Randterme) und
dass u regulédr genug ist, um partielle Integration zu erlauben. Hieraus erhalten wir die
zu I gehorige Fuler-Lagrange-Gleichung:

n

L(z,ul(z), Vu)(2)) = Y (Ly (2, u(z), Vu)(2)),, = 0.

k=1
(b) Beispiel: Das Dirichlet-Integral
Betrachte
Iu] :== /U % \Vu(z)|* — f(z)u(z) dz  mit Randwert ulsy = g,
also L(z,z,p) = 3 Ip|? — f(2)z und somit ELGI:
—Au=f, wuloy =y

(c) *Beispiel: Poisson-Gleichung
Betrachte

Iu] := / % \Vu(z)|* — F(u(z))dz mit Randwert ulpy = g,
U

also L(z,z,p) = 3 Ip|* — F(2) und somit ELGI (wobei F' = f):

_Au:f(u)v u|3U:g'



(d) Beispiel: Minimalflachen
Ist eine Flidche F' als Graph iiber U C R™ gegeben, d.h.

F={b,...,zp,ub,....xz,)) e R (b,... 2,) € U},

dann ist der (verallgemeinerte) Flécheninhalt:

I[u] == /U V14 [Vu(z)|? dz.

AuBlerdem sei eine Randbedingung u|gy = g gegeben. Ein lokaler Minimierer von I heifit
Minimalfiiche. Die ELGI lautet:

Vu
AT [ Y -

1+ |Vu(z)|?

Die linke Seite ist ,,n X mittlere Kriimmung*, also besagt die Gleichung, dass die mittlere
Kriimmung verschwindet.

(e) ldee zur Gewinnung von Minimierern

Es gilt weiterhin, dass die ELGI hinreichend glatte Kandidaten fiir Minimierer liefert. Im
Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist die ELGI jetzt aber eine partielle Dgl., deren
Losbarkeit i. A. offen ist. Deshalb hat sich folgende Idee entwickelt (Hilbert): Finde
Voraussetzungen an [, sodass man direkt auf die Existenz eines Minimierers schlieflen
kann. Wenn dieser auch noch geniigend regulér ist, dann erfiillt er (sogar) die ELGL
Vergleich mit der Situation fiir Minimierer von f : K C R” — R, wobei f stetig, K
kompakt: (Die klassische Methode entspricht dem Losen von Vf = 0, siehe oben.) In
diesem Fall kénnen wir anhand der folgenden drei Schritte einen Minimierer konstruieren.

(I) Existenz einer Minimalfolge
f(K) C R ist nach unten beschrénkt, also existiert m := inf e f(x).
Wiéhle eine Minimalfolge (,,)nen mit f(zy,) — m, die nach Definition des Infimums
existiert.

(IT) Existenz einer konvergenten Teilfolge (,, Kompaktheit*)
Wegen (z,) C K und K beschrinkt, ist (x,) beschriankt. Nach Bolzano-Weierstraf3
exisitert daher eine konvergente Teilfolge (2, )reny mit 2, — x«. Da K abgeschlos-
sen, ist x, € K.

(ITII) Limes ist Minimierer
Aus der Stetigkeit von f folgt: f(xy) = limg_o0 f(2n,) = m. Somit haben wir
einen Minimierer z, € K konstruiert.



Dieses Programm lésst sich auf Funktionale I : D C X — R {ibertragen, sofern die drei
fett gedruckten Behauptungen wahr sind. Dafiir sind weitreichende Modifikationen notig,
insbesondere eine geschickte Wahl des zugrundeliegenden Raums X. Wir formulieren
Bedingungen, die das ermoglichen.

(I) Existenz einer Minimalfolge
Gilt, wenn das Funktional nach unten beschrinkt ist, d. h. I(z) > ¢

(II) Existenz einer (schwach) konvergenten Teilfolge
Wenn z. B. X ein Hilbert-Raum ist und die Minimalfolge beschréankt ist, dann
erhélt man eine schwach(!) konvergente Teilfolge. Die Beschrianktheit der Mini-
malfolge erhélt man etwa, wenn I koerziv ist: Aus ||x,| — oo folgt I[x,] — co.

(ITII) Limes ist Minimierer
Dass der schwache Limes der Teilfolge tatséchlich Minimierer ist, bekommt man
aus der schwachen Unterhalbstetigkeit:

Tn "= 2, = liminf I[z,] > I[z.).

n—oo

I hat diese Eigenschaft, wenn die Lagrange-Funktion konvex beziiglich p ist.

1.4 Inhalt der Vorlesung

In der Vorlesung werden wir die klassische Methode und die direkte Methode der Varia-
tionsrechnung ausfiihrlich kennenlernen.

Im ersten Abschnitt beschéftigen wir uns mit eindimensionalen Problemen und ihrer
Losung anhand der klassichen Methode. Wir werden notwendige und hinreichende Be-
dingungen (etwa nach Legendre, Jacobi) fiir die Existenz von Minimierern untersuchen;
dafiir brauchen wir folgende Konzepte: Euler-Lagrange-Gleichung, erste und zweite Va-
riation, Jacobi-Felder, konjugierte Punkte. Schliellich kommen wir auf Probleme mit
Nebenbedingungen und auf natiirliche Randbedingungen zu sprechen.

Im zweiten Abschnitt behandeln wir ([5, Kap. 8] folgend) die direkte Methode zur
Losung des Minimierungsproblems in LP fiir konvexe Lagrange-Funktionen und zeigen
Existenz und Eindeutigkeit von Minimierern sowohl fiir skalare Probleme als auch fiir
Systeme (d. h. die Euler-Lagrange-Gleichung ist eine System von part. Dgl.). Dabei be-
dienen wir uns einiger Resultate aus der Funktionalanalysis und der Theorie der Sobolev-
Ré&ume. Wir betrachten auch hier die Behandlung von Nebenbedingungen (anhand ty-
pischer Beispiele).

Im kurzen dritten Abschnitt betrachten wir die Existenz von Sattelpunkten (Mountain-
Pass-Theorem) sowie die Anwendung der Variationsrechnung im Kontext von travelling
waves.



2 Variationsrechnung in 1D

2.1 Gegenstand des Abschnitts

Die Untersuchung von eindimensionalen Variationsproblemen ist in verschiedenen Aspek-
ten einfacher als die allgemeine Theorie — in etwa so, wie es auch bei gewohnlichen Dgl
im Unterschied zu partiellen der Fall ist. In dieser Situation werden wir notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Minimierern kennenlernen und auf
klassische Probleme anwenden.

Im Folgenden betrachten wir — sofern nicht anders angegeben — das Funktional I :
C1([a,b]) — R, gegeben durch

b
Iw] ::/ L(z,w(x),w'(z))dz mit a <b,

wobei L : [a,b] Xx R x R — R zweimal stetig partiell differenzierbar beziiglich jedes
Arguments sei. Aulerdem geben wir zusitzlich die Randwerte w(a) = A und w(b) = B
vor. Wir suchen also

Iu] = gﬂeiﬁl[w] mit A := {w € C'([a,b]) : w(a) = A,w(b) = B} .

Man spricht vom nichtparametrischen eindimensionalen Variationsproblem mit festen
Endpunkten. Wir werden im Folgenden notwendige und hinreichende Kriterien fiir die
Existenz eines Minimierers angeben. Zunéchst wiederholen wir die ELGI. Dann betrach-
ten wir die zweite Variation und notwendige Kritierien fiir einen Minimierer. Danach
arbeiten wir auf eine praktische hinreichende Bedingung von Jacobi hin, fiir die wir den
Begriff der konjugierten Punkte brauchen. Schliefllich betrachten wir Probleme, deren
Randpunkte nicht fixiert sind, sowie Probleme mit Nebenbedingungen.

2.2 Erste Variation und Existenz von Extremalen
(a) Minimierer und Extremalen in C!
Auf C([a,b]) betrachten wir die Norm

[wllen == sup |w(z)|+ sup |w'(z)|.
z€[a,b] z€[a,b]

Dementsprechend ist die folgende Definition einer Minimumstelle naheliegend.
Definition. u heifit (strikter) lokaler Minimierer von I, wenn gilt:
Je>0Vwe A: |lu—wlpn <e = Iu] < Tw] (bzw. I[u] < I[w] fir w # u).

In der Einleitung und Prisenziibung wurde behandelt: Ist u € ANC? lokaler Minimie-
rer, dann erfiillt u© die ELGI. Im Beweis zeigt man zunéchst, dass fiir die erste Variation
von I in Richtung ¢

b
(2.1) 0Iulp = / Ly(z,u,u)o + Ly(x,u,u')p' dz =0

10



gilt; durch partielle Integration und das Fundamentallemma ergibt sich die ELGI. Die
linke Seite ist bereits wohldefiniert, wenn lediglich L € C! und u € C! gilt. Daher nennt
man auch schwache Formulierung der ELGI.

Wir zeigen, dass man unter der schwéicheren Voraussetzung u € A dennoch die (starke)
ELGI erhalt. Zu diesem Zweck brauchen wir eine stiarkere Version des Fundamentallem-
mas, die genau fiir die Situation der schwachen ELGI geeignet ist.

Lemma 2.1 (Lemma von DuBois-Reymond). Gilt fir f,g € C([a,b]) die Gleichung

b
/ f(@)o(@) + g(@)g (@) dz = 0 fiir alle € Cl((a, b)),

dann ist g € C'([a,b]) und es gilt ¢ = f.

Bemerkung. Die folgende Uberlegung kommt nun fter vor: Es geniigt, die Gleichung
fir ¢ € C§°([a,b]) zu fordern. Fiir ¢ € Ci([a,b]) finden wir anhand der iiblichen
Approximation (durch Faltung mit Gldttungskernen) eine Folge ¢, € C§°([a,b]) mit
& — enlly1, — 0 Gilt die Gleichung fiir alle ¢ € C§°([a, b]), konnen wir schliefien, dass
sie fiir ganz C§([a, b]) gilt.

Beweis. 1. Schritt: Setze

Fo)i= [ " 16 de.

Dann ist F € C! und F’ = f. Somit kénnen wir partiell integrieren und erhalten
b b b
/ fodx = / Fodr = —/ Fy' dx
a a a

b b b
0=/ f<p+gs0'dw=/ F’¢+g¢'dm=/(—F+9)<ﬂ’dx-

Der Beweis ist komplett, wenn wir von hier auf —F + g = const schlieffen kénnten. Das
zeigen wir als néchstes.

2. Schritt: Wir zeigen: Gilt fiir h € C([a,b]) die Gleichung

Also gilt

b
(2.2) / h(z)¢' (z)dz =0 fir alle ¢ € C§([a,b]),
dann ist h = const. Setze
b x
c:= ﬁ ’ h(§)d¢ und () ::/a h(§) — cd&.

Dann ist ¢ € C! und p(a) = p(b) = 0, d.h. ¢ € C}([a,b]), und ¢’ = h — c. Also gilt
b b b
/ (h—c)cp’d:c:/ hgp’dx—c/ ¢ dz =0

11



wegen ([2.2) und Randbedingungen von . Andererseits gilt

0= /ab(h —c)'dx = /ab(h —¢)*da,

also h = ¢ aufgrund der Stetigkeit von h.
Anwendung von Schritt 2 auf h := g — F' aus dem ersten Schritt beendet den Beweis,
denn ¢’ = F' = f. o

Bemerkung. Bei der Aussage handelt es sich um einen Regularititssatz: Es wird g € C°
vorausgesetzt und auf g € C'' geschlossen.

Wir kénnen somit die Euler-Lagrange-Gleichung bereits unter der Voraussetzung u €
C! ableiten.

Satz 2.2. Sei L € C'([a,b] x R x R) und u € A ein Minimierer des Funktionals

Dann gilt L,(z,u(z),v' (z)) € C([a,b]) und u erfillt die Euler-Lagrange-Gleichung

(2.3) L.(x,u(x),u (x)) = %Lp(x,u(x),u’(x)).

Beweis. Analog zur Einleitung betrachte i(e) := I[u + ], diesmal fiir ¢ € C}([a, b]).
Es gilt 4'(0) = 0 und daraus folgt:

b
| Lo+ Lyfoud)e de =0 Vg € Cila.t).
a
Hier kénnen wir Lemma anwenden und erhalten L,(z,u,u’) € C! und

d
L. (z,u,u) = d—Lp(x,u,u’).
x

O

Bemerkung. (1) Fiir u € C? kann man auf der rechten Seite der ELGI die Kettenregel
anwenden; sonst nicht.

(2) Die Voraussetzungen kénnen noch betréchtlich abgeschwiicht werden, d.h. u kann
weniger regulir sein, z.B. stiickweise C'!, Lipschitz-stetig, absolutstetig, schwach differen-
zierbar. In diesen Fillen gilt die ELGI immer noch in geeignetem Sinn, z.B. stiickweise
fiir u € C1*". Das Beispiel L(z, z,p) = (1 — p?)? zeigt, dass es wirklich nicht geniigt in
C? zu arbeiten, um unter den Losungen der ELG] Minimierer zu finden.

Definition. Wir nennen v € A eine (C'-)Estremale bzw. C?-Extremale, wenn u die
Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt und in C' bzw. C? liegt.
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Beispiel (Eulers Paradoxon). Fiir I[w] = fol(l — (w")?)%2 dz mit w(0) = w(1) = 0 ist die
zugehorige ELGI:

0= % (1= ()*)), also: (1 —(u)*)u/ =c.

Bezeichnen t1, to, t3 die Losungen von (1 —t2)t = ¢ zu festem ¢, dann ist jede stiickweise
lineare Funktion mit u/(x) € {t1,t2,t3} eine Extremale. Da Ifw] > 0 und I[w] = 0
genau dann, wenn |u/(z)] = 1 f.ii., muss fiir einen Minimierer ¢ = 0 gelten. Dann ist
t1 = —1,t3 = 0,t3 = 1. Ist ¥/(x) = 0 auf einem Teilintervall, dann ist I > 0, also kein
Minimierer. Deshalb sind nur diejenigen Funktionen mit |u/(z)| = 1 f.i. Minimierer.
Insbesondere gibt es keinen C'-Minimierer. Man erkennt hierbei, dass sogar Minimierer
aus C1*" die ELGI stiickweise erfiillen. Funktionen, die nicht in C! liegen, aber die
ELGI in geeignetem Sinne erfiillen, nennt man gebrochene Extremalen.

Beispiel (Gegenbeispiel von Weierstrafl). Bei den Zeitgenossen von Weierstral wurde
iiblicherweise angenommen, dass nach unten beschrinkte Funktionale auch ein Mini-
mum besitzen. Weierstrall widerlegte dies mit folgendem Beispiel. Betrachte I[w] =
[ 22w ()2 dz auf A == {w € C'([-1,1]) : w(~1) = —1,w(1) = 1}. Dann gilt
Iw] > 0 fiir alle w € A und fir die Folge

arctan(nz)

ceA

wn(z) = arctan(n)

gilt:

Iwn] /1 n?z? do < 1 /1 dx d 2 .
wy] = x r=——"
" _q arctan(n)?(1 + n222)? arctan(n)? J_; (1 + n%z?) n arctan(n)

Somit ist inf,eq I{w] = 0. Es gibt jedoch keine Funktion v € A, die das Infimum
annimmt. Eine solche Funktion miisste zu'(z) = 0 erfiillen, also «/(x) = 0 fiir « # 0. Aus
den Randbedingungen ergibt sich u(z) = —1 fiir z € [-1,0) und u(z) = 1 fiir x € (0, 1].
Eine solche Funktion gibt es nicht in A!

Die ELGI lautet: 224’ = ¢ mit den Losungen u(z) = —L + o (wobei ¢1 # 0, ¢g sich
aus den Randbedingungen ergeben). Keine dieser Losungen liegt in A.

Unter einer einfachen Voraussetzung an L erhilt man automatisch C2-Regularitiit des
Minimierers. Das zeigt der folgende Satz.

Satz 2.3. Angenommen, u ist C'-Extremale von I, L, € C'([a,b] x R x R) und
Lypp(z,u(z),u'(z)) # 0 fir alle x € [a,b]. Dann ist u € C*([a,b]).

Beweis. Nach Voraussetzung erfiillt v € C'([a,b]) die Euler-Lagrange-Gleichung, also
ist

f=Ly(-,u,u') € C'([a, b)).
Wir definieren G : [a,b] x R = R, (z,p) — Ly(z,u(x),p) — f(z). Nach den Vorausset-
zungen an L ist G somit stetig differenzierbar und es gilt bei jedem z¢ € [a, b]:

G(xo,u'(20)) =0, Gp(wo,u'(20)) = Lyp(z0, u(wo), v (x0)) # 0.
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In dieser Situation liefert der Satz iiber implizite Funktionen, dass es zu kleinem & > 0
genau eine Funktion p € C((zg — 6, 29 +6)) gibt mit G(x, p(z)) = 0 und p(xg) = v (z0).
Andererseits gilt G(z,u'(x)) = 0 (ELGI), sodass p = / ist und v’ € C! bedeutet u € C2.
Da z¢ beliebig und [a, b] kompakt ist, konnen wir p auf ganz [a, b] fortsetzen. 0

Bemerkung. Die Voraussetzung L,, # 0 ist eine Elliptizitdtsbedingung in einfachster
Form. Wir werden sie spéter wieder antreffen.

(b) Konvexe Integranden

Zur Erinnerung wiederholen wir einige Fakten zur Konvexitét.

(i) Eine Menge M heifit konvez, wenn gilt:

Ve,ye M,t€[0,1]: tx+(1—t)ye M.
(ii) Sei M konvex. Eine Funktion f : M — R heifit konvex, wenn gilt:
Ve,ye Mt e€[0,1]:  ftz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y).
(iii) f heifit strikt konver, wenn gilt:
Ve,ye Moo #y,t€(0,1) 0 flte+ (1 —1t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y).
(iv) Falls f € C1(R"), so gilt: f ist genau dann konvex, wenn
Vo,y e R": f(z) = f(y) + V() - (y — ).

(v) Falls f € C*(R"), so gilt: f ist genau dann konvex, wenn die Hessematrix Hs(z)
fiir jedes x € R™ positiv semidefinit ist, d.h., fiir deren Eigenwerte: Aq,..., A, > 0.
Alternativ: Fiir jedes z sind alle Hauptminoren von H(z) grofier gleich Null.
Fiir n = 2 heiBt das: for > 0, fyy >0, foufyy — f2, = 0.

Fiir den Fall konvexer Integranden kénnen wir auch hinreichende Bedingungen an die
Existenz angeben, weil sich die Konvexitat auf das Funktional iibertréigt. Hierfiir nehmen
wir wieder C?-Regularitit von L an.

Satz 2.4. Sei L € C%([a,b] x R x R).
(i) Seiu Cl-Extremale und sei
L(x,-,-): (z,p) = L(x,z,p) konvez fiir jedes x € |a,b],
dann ist u lokaler Minimierer von I.

(ii) Ist L(x,-,-) strikt konvez fir jedes x, dann besitzt I hichstens einen lokalen Mini-
mierer. Falls dieser existiert, ist er der globale Minimierer.
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Beweis. (i) Wenn (u,v) — L(x, p, v) konvex ist, so gilt fiir alle p, v € R:

Lz, u,v) > Liz,ule), o (@) + La(2, ulz), o () (a— (@) + Ly(e, ule), o (2)) (v (2)).

Daraus folgt:

h

(@ @), (&) + L (@), v () (@) — ()
Ly @), ol () (' (&) — o/ () dr
b
M+ [ B u(o) @) = S Lyfou) )] (w0) = ute) o

Ly (b, u(b), o' (0)) (w(b) — u(b)) — Ly(a, u(a),w(a))(w(a) — u(a))
= I[u),

da w (2.3)) erfiillt und u,w die gleichen Randwerte haben. Somit ist « ein Minimum von
I

(ii) Sei u € A lokaler Minimierer von /. Dann existiert eine Umgebung W von u in
C*, sodass mit I[u] < I[w] fiir alle w € W gilt. Wir zeigen nun, dass I[u] < I[w] fiir
u# w gilt. Fiir t € (0,1), w € A setze

w' = tw + (1 — t)u.
Aus der strikten Konvexitéit folgt
L(z,w', (w")) = L(z,tw + (1 — t)u, tw’ + (1 — t)u') < tL(z,w,w’) + (1 — t) Lz, u, ),

sofern (u(z),u'(x)) # (w(zx),w'(x)). Nach Voraussetzung gilt u # w, daher existiert ein
Teilintervall von [a, b], auf dem wu(z) # w(x) gilt. Also folgt durch Integration:

b
Tw'] —/ L(z,w', (w')") dz
‘ b b
< t/ L(z,w,w')dz + (1 — t)/ L(z,u,u)dx
= tI{w] + (1 — t)I]u].
Angenommen, es wire nun [[w] < I[u], dann folgt fiir alle t € (0, 1):
Tw'] < tlw] + (1 — )1 [u] < tlu] + (1 — t)I[u] = I[u].
Aufgrund von w! — wu fiir ¢ — 0 existiert jedoch ein ty > 0 mit v* € W fiir alle

0 < t < to. Fiir diese ¢ muss nach Voraussetzung I[w'] > I[u] gelten — im Widerspruch
zur Ungleichung I[w'] < I[u]. Also gilt tatséchlich I[w] > I[u]. 0
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Beispiel (Geodiite in R?). L(z,2,p) = v/1+p?, also L,, = (1 +p?) 732 > 0,L,, =
L., = 0, somit ist L(z,-,-) konvex (aber nicht streng konvex). Somit ist die Gerade
lokaler Minimierer. Da es der einzige Kandidat in C' ist, handelt es sich um einen
globalen Minimierer.

Bemerkung. Es ist mitunter moglich, dass man durch eine Variablentransformation zu
einem konvexen Integranden gelangt. Das ist etwa bei der Brachistochrone der Fall. Hier
ist L(z,u,u') = (—u)~Y2\/1 + («')2. Die Transformation v := /—2u fiihrt auf die strikt

konvexe Lagrange-Funktion
3 1 1/2
L(JJ,U,U/) = \/§<2+(U/)2> ‘
v

Siehe Ubung.

2.3 Zweite Variation und Typ der Extremalen
(a) Definition der zweiten Variation und Eigenschaften

In der Einleitung haben wir als notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimierers
u von I hergeleitet, dass i(c) := I[u+ ] bei € = 0 lokales Minimum bei € = 0 hat. Fiir
i € C? heifit das 7/(0) = 0 und i”(0) > 0. Aus der ersten Bedingung haben wir die ELGI
gewonnen; nun schauen wir uns die zweite Bedingung an. Formal gilt:

d2
-/ O -
7(0) de?

e=0
2 b
% O/ L(z, (u+ e0)(z), (u + ep) (z)) dz

b d2
- / -
[Le(@, (u+ep)(2), (u+ep) () p(x) + Lp(x, (u+ ep)(2), (u+ ep) (2))¢' ()] da

_/bd
N o del._

b
= / LzzSD2 + 2sz8090/ + Lpp(SO/)Q dz.
a

Iu + ey]

y L(z, (u+ep)(z), (u+ ) (x)) dz

Definition. Der (in ¢ quadratische) Ausdruck

b
(2.4) 521[u]4p = / Lzzgo2 + 2L 00" + Lpp(<,0/)2 dz
a

heifit zweite Variation von I bei u in Richtung ¢.
Aus 7"(0) > 0 erhalten wir somit folgende notwendige Bedingung.

Lemma 2.5. Istu € A lokaler Minimierer, dann gilt $*I[u]p > 0 fiir alle p € C§°([a, b))
(sogar Cy([a,b])).
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Bemerkung. Man beachte, dass — im Unterschied zu Funktionen f : R®™ — R — die
Bedingung §21[u]e > 0 fiir alle ¢ # 0, d. h. 62I[u] positiv definit, nicht hinreichend ist.
Fiir ein Beispiel: Siehe Ubung.

Satz 2.6. Sei X C A konver und u € X eine C'-Extremale.

(i) Wenn 6%I[v]p > 0 fiir alle v € X und ¢ € C5°([a,b]) gilt, dann ist u Minimierer von
1.

(ii) Wenn §%I[v]p > 0 fiir alle v € X und ¢ € Ci([a,b]) \ {0} gilt, dann ist u strikter
Minimierer von I.

Bemerkung. Der Satz besagt: (i) Jede Extremale in X liefert das absolute Minimum. (ii)
Eine Extremale in X ist der eindeutige Minimierer.

Beweis. Durch Approximation gilt die Ungleichung 621 [u]p > 0 fiir alle p € C}([a, b]).
Fiir beliebiges v nahe u mit den gleichen Randwerten wie u ist dann ¢ := v—u € C3([a, b])
und

Y(t) =ut+tp=tv+(1—-tlue X Vtel0,1].

Da i(t) := I[1(t)] in C? ist und u Extremale ist gilt: i'(0) = 6I[u]e = 0 und somit

1 1
i(1) —i(0) = 7'(0) +/ (1—t)i"(t)dt = / (1 — )62 I[ap(t)]p dt > 0,
0 0
d. h., w ist Minimierer im Fall (i). Im Fall (ii) erhalten wir sogar > 0, d. h. u ist strikter

Minimierer. 0

Wenn die zweite Variation gleichmdfSig positiv definit ist, ldsst sich dieser Satz anwen-
den.

Satz 2.7. Gilt fiir eine Extremale u die Ungleichung

b
82 ITup > 2X ||| fe = 2A/ P+ (¢)? Vpely

mit einem A > 0, dann ist u strikter Minimierer.

Beweis. Durch Approximation gilt die Ungleichung auch fiir alle ¢ € C}. Fiir L € C?
gilt aufgrund der Stetigkeit des Integranden

62L(u, p) = Lo (z,u,u)p* + 2L (z,u,u )’ + Lyp(z,u,u')(¢)?
von 821 [u)e:

|6°L(u, ¢) = 6°L(v, 9)| < c(9? + 209" + (¢)%) < M@* + (¢)%),
sofern ||u — v|| 1 klein ist. Also folgt:

b b
82 I[v]p > / — [62L(u, p) — 6°L(v, )| + 6*I[u)p > )\/ ©* + ()2 >0 fiir o Z0.

Somit kénnen wir Satz anwenden und schliefSen, dass u strikter Minimierer ist.
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(b) Legendre-Bedingung

Da sich Bedingungen an die zweite Variation im Allgemeinen schlecht direkt nach-
priifen lassen, haben die Kriterien wenig praktische Bedeutung. Leichter zu priifen ist
die Legendre-Bedingung, die sich von hier aus ableiten ldsst. Dafiir wird der Integrand
der zweiten Variation zunéchst als Summe von Quadraten geschrieben, d. h. in der Form

b
52 Iulp = / P(2)(¢(2))* + Q(x)pl)? da

mit geeigneten Ausdriicken P(z), Q(x).
Ausgehend von 2p¢’ = (¢?)', gilt (sofern L., differenzierbar):

b b b
d d
/ 2szg0<p’ dz = cp2sz\Z—/ %sz(m, u(nlr),u’(a:))ga2 dz = —/ %sz(ac,u(a;),u’(gc))go2 dz

unter Verwendung von ¢(a) = ¢(b) = 0. Somit ldsst sich die zweite Variation auch so
schreiben:

b
d
(2.5) 52 ulp = / [Lzz - deZp] >+ Lyp(¢')? da.
Das ist die gesuchte Form mit den (in Abhéngigkeit von u bekannten) Funktionen
d
P(z) := Lyp(z,u(z),v'(z)) und Q(z) := L..(z,u(x),u (z)) — %sz(w,u(m),u'(x))

geschrieben. Durch geeignete Wahl von ¢ kénnen wir nun weitere Informationen her-
ausbekommen: Wir withlen ¢ so, dass 2 beschriinkt bleibt, aber (/)2 gro wird. Fiir
n € N leistet dies (SKIZZE!)

1+n(x—mzy) firze [:co— %,$0],

(2.6) en(r) == 1—n(z—x0) fiir z € [z, 20+ 1],
0 sonst.
Dann ist
n firze [mo—%ﬁUO],
Oh(x) =4 —n firze [:Eo,:vo + %] ,
0 sonst.

Beachte, dass nur ¢ € CU5™ gilt, aber durch Glittung der Ecken finden wir auch
Kandidaten in Cg°. (Alternativ kénnte man nehmen: o, (z) = n3(1/n* — |z — xo|?)? fiir
|# — 2| < 1/n und Null sonst oder ¢, (x) = sin(nr(x — zg)) fiir |z — 20| < 1/n und
Null sonst). Fiir diese Funktionen gilt

b 1 b
/ on(z)? dz = - und / (¢l (x))*dz = 2n.

Damit kénnen wir folgenden Satz beweisen.
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Satz 2.8. Ist u lokaler Minimierer, dann gilt die Legendre-Bedingung:
(2.7) Lyp(e,u(), ' (2)) > 0

Beweis. Angenommen, es gelte Ly, (zo, u(xo), v (x9)) < 0 bei ¢ € [a,b]. Dann gilt (auf-
grund der Stetigkeit) P(z) = Lyp(z, u(x), v/ (z)) < —c1 < 0 fiir alle x € [zg — 7,20 + 7]
mit ¢,y > 0. Auch aufgrund der Stetigkeit gilt Q(z) < ¢y fiir alle x € [xg — 7,20 + 7]
(mit moglicherweise kleinerem -).

Dann gilt mit ¢,, wie oben:

b o+ o+ 1

0< / Q(x)¢? + P(z)(¢),)* dx < 02/ @2 dx — cl/ (@) de = —cy —2nc; <0
a zo— zo— n

fiir hinreichend grofles n. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. O

Bemerkung. (i) Diese Bedingung ist niitzlich, um Extremalen als Minimierer auszu-
schliefen. Betrachte I[w] := [ _11 zy/1+ (w'(2))? dz. Anhand der ELGI kénnten wir

Extremalen finden, aber das ist nicht einmal n6tig, um Minimierer auszuschlief3en:
. . 2 . — / — x

Es gilt L(z, z,p) = xy/1 + p?, also ist P(x) = Lpy(z, u(x), v’ (x)) = @) >

0 nicht auf [—1, 1] erfiillt.

(ii) Selbst die starke Legendre-Bedingung
(2.8) Lyp(z,u(z), v (z)) >0

ist nicht hinreichend dafiir, dass « Minimierer ist: Betrachte I[w] := 3 fol(fw’ )2 —w?
mit w(0) = w(l) = 0. Die ELGI lautet: w” = —w. Es gilt L,, = 1 > 0. Andrerseits
gilt fiir jede Extremale u

l
Pilule = [ ()= da.

Speziell fiir ¢(x) := sin (F) erhalten wir

2
1
52 [u)p = /0 7;—2 cos? (7%7:) — sin? (WT:E) dz = 7(71'2 —1?).

Somit kénnen wir aussagen: Fiir [ > « ist die Extremale u = 0 kein Minimierer,
fiir [ < 7 ist die Frage offen. Beachte, dass der Integrand indefinit ist.

Um zu einer hinreichenden Bedingung zu kommen, benétigen wir mehr als nur punkt-
weise Informationen, ndmlich Aussagen iiber das globale Verhalten.
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2.4 Jacobi-Theorie
(a) Jacobi-Gleichung

Wir werden im Folgenden auf eine hinreichende Bedingung hinarbeiten. Dafiir nehmen

wir an: u ist C2-Extremale und erfiillt die starke Legendre-Bedingung .
Voriiberlegung: Wir bringen eine weitere Umformulierung von §%/[u] ins Spiel (nach

Legendre und Jacobi). Sollte es moglich sein, die zweite Variation zu schreiben als

b b
521[u]g0:/ Lpp(x,u(x),u'(x))Y(x)de:/ P(2)Y (z)*dx

mit einer geeigneten Funktion Y, die zu gegebenem u von z und ¢(z) abhéngt, dann ist
621[u] sicherlich positiv semidefinit. Dazu folgende Uberlegung. Wir wissen bereits:

b
521(ulp = / Q(x)¢? + P()(¢)? da.

Fiir jede glatte Funktion w liefert die Randbedingung ¢(a) = ¢(b) = 0:

b
/ (we?)' dz = 0.

Folglich kénnen wir im Integranden von 6%I einen solchen Term hinzufiigen, ohne den
Wert des Integrals zu &ndern. Wir versuchen nun, w so zu wéhlen, dass tatséchlich

Qe + P(¢)* + (wg?) = PY?

gilt. Da wir die starke Legendre-Bedingung P(x) > 0 voraussetzen, kénnen wir P aus-
klammern:

2w Q-+
LHS = P(¢")* + Q¢” + w'¢” + 2wpy’ = P <(¢’)2 +oev + p902>

Wenn w die sogenannte Jacobi-Gleichung
(JGI) w? = P(Q + )

erfiillt, dann gilt

w 2
Qp® + P(¢)? + (wp?) =P (so’ + F“)) :

also ist Y := ¢’ + B¢ der richtige Kandidat fiir die beabsichtigte Umformulierung.

Man beachte, dass Y = 0 nur gilt, wenn ¢ = 0 ist, denn: Y = 0 bedeutet, ¢ erfiillt
¢’ +%¢ = 0 mit den Randbedingungen ¢p(a) = ¢(b) = 0. Offenbar ist ¢ = 0 eine Losung,
die hier (wegen P > 0) eindeutig ist. Wir haben somit gezeigt:

Lemma 2.9. Wenn P(x) > 0 fiir alle x € [a,b] gilt und eine Lisung w von (JGI) auf
[a,b] existiert, dann ist 6°I[u] positiv definit.
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(b) Jacobische Hilfsgleichung und Jacobi-Felder

Die Aussage von héngt an der Existenz einer Lésung w von . Dabei handelt
es sich um eine Riccati-Gleichung (nichtlinear, 1. Ordnung), die zwar lokal stets eine
Losung besitzt, aber die Existenz einer Losung auf ganz [a,b] ist unklar. (In der Tat
besitzt die Gleichung keine Losung auf ganz [a,b] fir b —a > 7 und —P = Q = 1,
denn die lokale Losung w(x) = tan(c — x) besitzt keine globale Fortsetzung.) Leichter zu
behandeln ist die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, die durch die Transformation

v’ v

aus (JGI)) hervorgeht, die sogenannte Jacobische Hilfsgleichung:

(JHGI) ~ (P (2)) + Qx)v(z) = _%(Lmﬂ/) + (Lzz - ;;sz> v =0,

Hat diese Gleichung eine Losung v auf [a, b], sodass v(x) # O fiir alle x gilt, dann erhélt
man vermoge der Transformation eine Losung der Riccati-Gleichung (JGI)).

Definition. Eine Losung v € C?([a,b]) von (JHGI) mit v # 0 heifit Jacobi-Feld entlang
u.

Satz 2.10. Gilt P = Ly, > 0 auf [a,b] und existiert ein Jacobi-Feld v mit v(z) > 0 auf
[a,b], dann ist u ein strikter Minimierer von I.

Beweis. Sei ¢ € C}(]a,b]) beliebig. Ausgehend von v erhalten wir die Lésung w = —%P
der Jacobi-Gleichung. Weiter ist
/ /
Y=90’+Eso=<p’—vf<ﬂ:”<£> :
P v v
also gilt mit ¥ := ¢/v € C}([a, b]):

k b 01ncare 2
D= 6*I[uly :/ PY?dx :/ P(¢')? de > 1nf{Pv2}/ 2" inf{Pv }/ 2

(a —b)?
inf{ Pv b
> (af{P)}mf{l/vQ}/ (,02E'LL1/a o>,

Wir zeigen, dass
b
D> /\/ ©* + (¢) da
gilt, und schlieBen dann mit Satz [2.7]

Es gilt D = [Q¢* + P(¢')?, also P(¢')? = D — [Qp?. Mit a := sup|Q| und § :=
inf P > 0 folgt:

B/(cp’)2 < D(p) +a/<p2 < (1+ 2)D(y),

M1 w2
D [0 =D [ 2 [0

und A := min{pu; /2, u2/2} beendet den Beweis. O

also
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Bemerkung. Zusammen mit Lemma erhalten wir die Aussage: Wenn P(z) > 0 und
82I[u)o > 0, dann ist u strikter Minimierer. Beachte, dass diese Aussage i.A. falsch ist,
sobald auch nur an einer Stelle P(z) = 0 gilt. (Siehe Ubung, Aufgabe 4)

Beispiel. Fiir das Funktional I[w] = [”w/(z)?dz ist L = p?. Die JHGI lautet somit
—(2v")) = 0 und hat die allgemeine Losung v(z) = c1z + co. Offenbar gibt es ein v mit
v(z) >0 in [a, b].

Als néchstes werden wir sehen, dass man die Frage nach einem positiven Jacobi-Feld
in die Frage nach sog. konjugierten Punkten iiberfithren kann.

(c) Konjugierte Punkte

Zur Erinnerung: Wir interessieren uns dafiir, ob die Jacobi-Gleichung eine globale Lésung
w auf ganz [a, b] besitzt. Diese Frage haben wir zuriickgefiihrt auf die Frage, ob die Ja-
cobische Hilfsgleichung eine positive Losung besitzt. In diesem Zusammenhang spielen
Punkte x, bei denen v verschwindet eine ausgezeichnete Rolle, denn dort wird die Trans-

formation ([2.9)) singulér.
Wir sammeln zunéchst einige Fakten iiber die Losungen von (JHGI). Aus der Theorie

lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergibt sich sofort: Zu gegebenen An-
fangsdaten v(zg) = vo,v'(x9) = v, hat die Gleichung (JHGI) eine globale Lésung auf
[a, b]. Es existiert ein Fundamentalsystem, sodass v = ajv1 + aguy fiir jede Losung v gilt.

Lemma 2.11. Sei v ein Jacobi-Feld. Dann gilt
(i) Wenn v(zg) =0, dann v'(zo) # 0.
(ii) Die Nullstellen von v sind isoliert.
(iii) Gilt v(xg) = 0 und ist 0 eine weitere Lésung, dann: v,? linear abhdngig genau
dann, wenn v(xg) = 0.
Fiir zwei Losungen vq, ve bezeichnet W(zx) := vlv’Q — vivg die Wronski-Determinante.
Lemma 2.12. (i) {v1,v2} ist Basis genau dann, wenn W (z) # 0.
(ii) P(z)W(x) = P(xo)W (xo) fir alle x.

(iii) Ist {v1,v2} eine Basis, dann liegt zwischen zwei benachbarten Nullstellen von vy
genau eine von vy. Diese Aussage heiffit Sturmscher Oszillationssatz.

Beweis. (ii) (PW)" = 0.

(iii) Da {vi,v2} eine Basis ist, gilt W(x) # 0, und wir kénnen W (z) > 0 annehmen.
Bezeichnen &, &* zwei benachbarte Nullstellen von vy, d. h. vi(z) # 0 fir =z € (£,£%).
Wegen v} (£) # 0und v} (£*) # 0 haben diese Werte verschiedene Vorzeichen. Aus W (z) >
0 folgt —v](§)v2(€) > 0 und —vf(£*)v2(€*) > 0. Das bedeutet v2(£) > 0 > v2(£*) oder
v2(§) < 0 < v(€¥). Somit hat vy eine Nullstelle in (€, &, ). Gébe es eine weitere Nullstelle
von vy in (&, &), so liefert das gleiche Argument eine weitere Nullstelle von vy in (&, &);
das ist nicht moglich. O
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Definition. Wir sagen, der Punkt = € R\ {zo} ist konjugiert zu zo (entlang von ),
wenn es ein Jacobi-Feld v entlang u gibt mit v(zj) = v(xo) = 0.

Wir kommen nun zur wichtigsten Aussage iiber konjugierte Punkte. Dieser Satz zeigt,
dass die Abwesenheit konjugierter Punkte notwendig und hinreichend fiir die Existenz
eines positiven Jacobi-Felds, mithin eines Minimierers ist (in einer recht allgemeinen
Situation). Somit ist die Frage, ob eine Extremale Minimierer ist, auf das Auffinden
konjugierter Punkte zuriickgefiihrt, was ein ,,diskretes Problem* ist.

Theorem 2.13. Angenommen, u ist Extremale und erfillt P(x) = Lpp(z, u(z),u/(x)) >
0 fir alle x € [a,b].

(i) Wenn in [a,b] kein zu a konjugierter Punkt existiert, so ist u striktes lokales Mi-
nIMUmM.

(ii) Wenn in (a,b) ein zu a konjugierter Punkt existiert, so ist u kein lokales Minimum.

(iii) Wenn b in [a,b] der néichste zu a konjugierte Punkt ist, so ist keine Aussage tiber
Art des Extremums mdglich.

Wir verwenden im Folgenden die Bezeichnung A(z,z¢) fiir die Losung der Jacobi-
Hilfsgleichung mit Anfangsdaten v(zp) = 0 und v'(xo) = 1.

Beweis. Zu (i). Idee: Wir konstruieren ein Jacobi-Feld v mit v(x) > 0 auf [a,b] und
wenden Satz 210 an. SKIZZE!

1. Schritt: Da P(z) > 0 auf ganz [a,b] gilt, konnen wir annehmen, dass dies auf
(a —6,b+ 6) mit § > 0 gilt. Nach Voraussetzung gilt A(x,a) > 0 auf (a,b]. AuBerdem
sind A(z,a) und A(z,b) linear unabhéngig, da A(b,b) = 0 (Lm. [2.11]).

2. Schritt: Es gibt ein zg € (a — §, a), sodass A(z,b) # 0 auf [zg, b) gilt. Andernfalls
gébe es in [a, b) einen grofiten zu b konjugierten Punkt b* und nach Sturm besitzt A(x, a)
dann eine Nullstelle in (b*, b), was nicht geht.

Wir betrachten nun v(x) := A(x, zg). Da v(zg) = 0 und A(xg,b) # 0, sind v und A(-, )
uanbhéngig. Dann gilt v(z) > 0 in (x¢,b]; andernfalls liefert Sturm, dass A(z,b) ein
Nullstelle in (zg, b) hat, was nicht méglich ist.

Somit ist v(x) ein positives Jacobi-Feld auf [a, b]. Satz liefert die Behauptung.

Zu (ii). Idee: Wir konstruieren eine Funktion ¢, fiir die §?I[u]e < 0 gilt, und wenden
dann Satz [2.7] an. SKIZZE!

1. Schritt: Sei a* > a der néchste zu a konjugierte Punkt, o.E. bedeutet dies, das
Jacobi-Feld vy (z) := A(z,a) erfiillt vi(a) = vi(a*) = 0 und vi(x) # 0 in (a,a*). Wir
wéhlen 8 € (a*,b) so, dass (a*, ) keinen zu a konjugierten Punkt enthélt, und betrachten
zusdtzlich das Jacobi-Feld va(x) := —A(z, 8). Da v1(5) # 0 und va(8) = 0, sind vy, v2
unabhiingig. Somit besitzt v (nach Sturm) genau eine Nullstelle o € (a,a™) und es gilt
va(a*) # 0 (da vy, vy unabhéngig). AuBlerdem gilt ve(x) # 0 fiir z € (a*, 8); andernfalls
hétte v1 nach Sturm eine Nullstelle in (a*, 8) — im Widerspruch zur Wahl von /. Somit
ist a die einzige Nullstelle von vy in [a, 3) und v4(8) = —1 impliziert ve(z) > 0 auf («, )
sowie va(x) < 0 auf [a, @).
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Nun betrachten wir die Wronski-Determinante W = vyv) — vjve. Nach Lemma
gilt
Px)W(z)=C  mit C = P(a)W(a) = P(a)(—v2(a)) > 0.
Auch vy, vy —v; sind unabhéngig, sodass nach Sturm eine Nullstelle v € (a, a*) existiert,

d. h. v1(y) = va(y).
2. Schritt: Wir definieren nun

vi(z) auf [a,7],
p(x) = Qva(x) auf [, 0],
0 auf [, 0].

@ ist stetig und stiickweise C2, 16st (JHGI) stiickweise und erfiillt ¢(a) = @(b) = 0. ¢’, "
sind nur bei z € {7, 3} unstetig. Wir berechnen jetzt D := §?I[u]yp. Fiir ¢ gilt:

b
D= / Q)p(x)? + P(x)(¢'(x))? da

¥ B
= / Qu? + P(v})? dz + / Qua + P(vh)? da
a gl
B
= levHZ + ngvé‘A{ ,

denn vy, v sind Jacobi-Felder. Aufgrund von vi(a) = 0,v2(5) = 0,v1(y) = va(7y) folgt
weiter

D = Poi(7)v1(y) = Pvi(a)vi(a) + Pua(B)va(B) — Pua(7)vy(7)
= P(u2(7)v1(7) —v1(Mva(v)) = =PW(y) = =C < 0.

Durch Glitten von ¢ finden wir auch ein ¢ € C§° mit D(¢) < 0. Satz liefert die
Behauptung.

Zu (iii). Beispiele zeigen, dass in dieser Situation beides eintreten kann. Siehe Refe-
renzen in [7, p. 284]. 0
Beispiel. Wir kommen auf das Beispiel I[w] := %fé(w’)Q — kw? mit w(0) = w(l) =0
zuriick. Hier ist P = 1 > 0 global erfiillt. Die Jacobi-Gleichung lautet v" + kv = 0. Somit
erhalten wir

%k sinh(v/—kz), wenn k <0,

-
A(z,0) =< x, wenn k = 0,
ﬁ sin(vkz), wenn k > 0.

Wenn k < 0, so gibt es also keinen zu 0 konjugierten Punkt (Minimierer). Wenn k& > 0,
so ist der erste konjugierte Punkt bei z* := m/v/k. Also gibt es fiir u = 0 keinen
konjugierten Punkt (Minimierer), sofern | < x*. Fiir | > 2* liegt in [0, ] ein konj. Punkt
(kein Minimierer fiir [ > z*). Fiir [ = 2* ist u = 0 noch Minimierer, aber nicht mehr
strikter Minimierer.
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Bemerkung. (i) Selbst wenn die starke Legendre-Bedingung nur an einer Stelle verletzt
ist, kann die Minimierer-Eigenschaft verloren gehen (siehe Aufgabe 4, Serie 1).
(ii) Jacobi-Felder kann man aus der allgemeinen Losung der Euler-Lagrange-Gleichung

erhalten: Wenn u(z; ¢y, co) allgemeine Lsg. der ELGI ist, dann erfiillen g—cul und 8% die

Jacobische Hilfsgleichung. (Siehe Ubung).

(d) *Ausblick: Morse-Index

Um die Extremalen zu klassifizieren, ist eine Charakterisierung wie im Falle von Funk-
tionen f : R™ — R wiinschenswert. Hier ist bekannt, dass man ein Extremum x anhand
seines Morse-Index m(x) charakterisieren kann, d. h. der Anzahl negativer Eigenwerte
von Hy(x), sofern ker Hy(x) = 0 gilt, d. h. = nichtdegeneriert ist. Dann ist = ein Mini-
mum, wenn m(z) = 0, ein Maximum, wenn m(x) = n, und ein Sattelpunkt mit genau
m(x) negativen und n — m(z) positiven Richtungen, wenn m(zx) € {1,...,n — 1}.

Eine analoge Charakterisierung ist auch fiir I gesucht und unter geeigneten Vorausset-
zungen tatséchlich moglich. In diesem Fall ist der Morse-Index m(u) die groftmogliche
Dimension eines Unterraums, auf dem §21[u] negativ definit ist (das verallgemeinert den
endlichdimensionalen Fall sinnvoll). Zun#chst ist nicht einmal klar, ob m(u) < oo ist.
Aber das lasst sich bewerkstelligen und der Hohepunkt dieser Theorie ist die explizite
Angabe des Morse-Index:

m(u) = #konjugierte Punkte.

Hierbei miissen die konjugierten Punkte mit Vielfachheit gezéhlt werden. Fiir einen zu a
konjugierten Punkt a* versteht man darunter die Anzahl linear unabhéngiger Losungen
mit v(a) = v(a*) = 0. In unserem Fall kann die Vielfachheit nur 0 oder 1 sein.

2.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

(a) Das klassische isoperimetrische Problem (Konigin Dido)

Man finde diejenige Funktion w € A := {w € C*([a,b]) : w(a) = w(b) = 0}, die bei
gegebener Linge

b
Tl ;:/ VIF @ (@) de =1 >0
den mit der z-Achse eingeschlossenen Flicheninhalt maximiert:

Iw] = /abw(x) dz.

Bemerkung. Wir haben hier schon die vereinfachte Annahme gemacht, dass wir die
gesuchte Kurve als Graph schreiben kénnen.
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(b) Lagrange-Multiplikator

Probleme mit einer Nebenbedingung der Form

b
J[w] :/ Mz, w(z), ' (z)) d

lassen sich auf ein Problem zuriickfiihren, das sich in gewohnter Weise behandeln ldsst.
Hierbei tritt ein neuer Parameter auf, der Lagrange-Multiplikator. Das folgende Theorem
zeigt, wie die Nebenbedingung eingeht.

Theorem 2.14. Sei u € A ein Minimierer von I unter der Nebenbedingung Jlu| = I,
der nicht gleichzeitig Extremum von J ist, d. h., es gibt ein ¢ mit §J[u]y # 0. Dann
existiert ein Lagrange-Multiplikator A € R, sodass

ulp + XoJulp =0 Ve e C:°(la,b])
gilt.

Bemerkung. Aus der letzten Gleichung ergibt sich die Euler-Lagrange-Gleichung wie in

Beweis. Die Beweisidee besteht — in Analogie zur Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung
ohne Nebenbedingung — darin, das Problem auf skalare Funktionen zuriickzufiithren und
dann den (klassischen) Satz iiber Existenz von Lagrange-Multiplikatoren im R? anzu-
wenden.
Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € C§°([a,b]) mit 6J[u]yp = 1. Fiir beliebiges ¢ €
C5°(Ja, b]) definieren wir
ile,n) :=Iu+ep+nyp] und je,n) = Ju+ecp+ ny]

mit (g,m) € [—¢o, 0] X [—10,m0] =: @, wobei g9, 19 > 0 hinreichend klein seien. Nun gilt

i(f’fﬂl) > Z(0,0) V(Eﬂl) € Q : j(gvn) = l;

d. h. i : Q ¢ R? — R hat bei (0,0) ein Extremum unter der Nebenbedingung j = .
Da 0,j(0,0) = 1 # 0 ist V;(0,0) # 0. Somit kénnen wir aus dem Satz iiber Extrema
unter Nebenbedingungen auf die Existenz eines Lagrange-Multiplikators A € R schlieflen,
sodass i(g,m) + Aj(g,n) ein Extremum bei (0,0) hat. Ausfiihrlich gilt:

i-(0,0) + Aj-(0,0) = 0
in(0,0) + Ajiy (0,0) = 0

Mit j,(0,0) = 1 folgt aus der zweiten Zeile A\ = —i,(0,0) = 61 [u]1); man beachte, dass A
nicht von ¢ abhéngt. Die erste Zeile bedeutet nun

3 ulp + Ao J[u]p = 0,
also ausfiihrlich

b
/ (L, +AM,) o+ (L, + AM,,) ¢’ dz = 0.
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(c) Losung des klassischen isoperimetrischen Problems

Das bewiesene Theorem wenden wir nun auf das Problem der Dido an. Die erweiterte
Lagrange-Funktion lautet

L(x,2,p,\) = L(x,2,p) + AM (2, 2,p) = 2 + A/ 1 + p?.

Die zugehorige ELGI ist
d
1=X—
dz

u .
1+ ()2’
hieraus ergibt sich
I u’(z)

At @

Die rechte Seite ist die Kriimmung der Kurve (x,u(x)) bei z, und die linke Seite ist
konstant und # 0. Somit ist die Kurve ein Kreisbogen. (Man kann auch anders argu-
mentieren. )

2.6 *Natiirliche Randbedingungen
Wir haben bisher stets Randbedingungen der Form

(2.10) w(a) =A, w()=18

vorgegeben. Alle zuldssigen Funktionen w € A miissen sie erfiillen und die zugelassenen
»Storungen“ ¢ miissen so beschaffen sein, dass w + ep € A fiir kleines € gilt.
Nun betrachten wir folgendes Problem: Finde die kiirzeste Verbindung (in der Ebene)

zwischen den Geraden x = a und x = b. Hier ist keine Randbedingung der Form ([2.10))
gegeben. Dementsprechend wéhlen wir

A= {w e C([a,b])}.

Wir kénnen alle Stérungen ¢ € C°°([a, b]) zulassen (ohne Nullrandwerte!), denn w+e¢ €
A ist offenbar gewihrleistet. Das hat interessante Konsequenzen fiir die notwendige
Bedingung 61[u]¢ = 0. In Analogie zu Satz erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.15. Sei L € C'([a,b] x R x R) und u € A ein Minimierer des Funktionals

Dann gilt Ly(z,u(x), v (x)) € CY([a,b]) und u erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung (2.3)
sowie die natiirlichen Randbedingungen

(2.11) Ly(a,u(a),v'(a)) =0 wund Ly(b,u(b),u'(b)) = 0.
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Beweis. Wie im Beweis von Satz [2.2] erhalten wir aus 61[u]e = 0 mit ¢ € C([a,b]) die
Formel

b
/ L(z,u,u)o + Ly(x,u,u')p’ dz = 0.
a

Von dort wissen wir, dass Ly(z,u,u’) € C! ist, also kénnen wir partiell integrieren:

b
0= / [Lz(:v,u,u’) - CZ:LN’“’“')] @ dz+Ly(b, u(b), w' (0))p(b)—Ly(a, u(a), v (a))p(a),

wobei jetzt Randterme zu beriicksichtigen sind. Aufgrund der ELGI verschwindet das
Integral und somit bleibt nur

Lp(b, u(b), u' (b)) (b) — Ly(a, u(a), u'(a))p(a).

Wihlen wir ein ¢ mit p(a) # 0,p(b) = 0 bzw. mit ¢(a) = 0,¢(b) # 0 so erhalten wir
die natiirliche Randbedingung am linken bzw. rechten Rand. O

Bemerkung. Eine entsprechende Aussage gilt, wenn nur ein Randwert vorgegeben ist.
Am anderen Rand gilt dann die natiirliche Randbedingung.

Beispiel. Wir betrachten das oben erwidhnte Beispiel: In diesem Fall ist

b
Iw] = / V1+ (w'(z))?de,

also L = /1 + p2. Die natiirlichen Randbedingungen besagen demnach u/'(a) = 0 und
u/(b) = 0. Das ist anschaulich klar, weil man im Falle v/(a) # 0 bzw. u/(b) # 0 leicht
eine kiirzere Verbindung findet.

2.7 *Analytische Mechanik

Bezeichnet r(t) = (x(t),y(t), 2(t)),t € [to, t1], die Bahnkurve eines Massepunktes m, so
ist m ,
1)

die kinetische Energie zur Zeit t. Die auf m wirkende Kraft f besitze eine Potential V' =
V(t,r),s.d. f = —=VV.Dann heifit L := T —V Lagrange-Funktion und das Hamiltonsche
Prinzip besagt: Die Bahnkurve r(t) ist so beschaffen, dass das Wirkungsintegral

Tlr] =

t1
17 = / L(t, r(t), #(t)) dt
to
stationér wird, also bei r ein Extremum oder Sattelpunkt besitzt.
Das gilt entsprechend auch fiir mehrere Massepunkte. Hierbei miissen nicht kartesische
Koordinaten benutzt werden, sondern es kénnen beliebige dem Problem angepasste,
sogenannte ,verallgemeinerte“ Koordinaten verwendet werden (deren Anzahl mit der
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Zahl der Freiheitsgrade iibereinstimmt); diese werden klassischerweise mit (qi, ..., ¢n)
bezeichnet. Das mathematische Pendel als Beispiel:

2

1 l
T — %(xz +y2) — imlz -Q’V — —mglCOS((,O) — [, = mTSOQ +’I’)’Lgl COS(QO)-

t1 12
I[p] := / mTch + mgl cos(yp) dt
to
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3 Die direkte Methode in LP, Teil I: Skalare Probleme

3.1 Grundbegriffe: Erste und zweite Variation, Euler-Lagrange-Gleichung
(a) Bezeichnungen

Wir betrachten eine beschriankte, offene Menge U C R™ mit glattem Rand QU und eine
gegebene glatte Funktion, die Lagrange-Funktion,

L:UxRxR" >R,

Wir schreiben L = L(x, z,p) = L(21,...,Zn, 2,01, . . ., pp) und wir setzen DpL = (Ly,, ..., Ly,),
D.,L =L, D,L = (Lg,,...,Lg,). Im Folgenden untersuchen wir Funktionale von der
Form

(3.1) Iw] ::/UL(x,w(x),Dw(x))dx

zuniichst fiir glatte Funktionen w : U — R, die der Randbedingung
(3.2) w=g¢g auf QU

geniigen.
Bereits in der Einleitung haben wir die erste Variation, d. h. ¢/(0) von

i(e) :=Iu+ep] = /UL(.T, (u+ep)(x), D(u+ep)(z))de mit ¢ € C°(U),

berechnet:

n
i'(0) = / ZLpi(:v,u,Du)goxi + L.(z,u, Du)pdz.
U=t

Aus 7'(0) = 0 ergibt sich (mit dem Fundamentallemma) die Fuler-Lagrange-Gleichung
n
- Z (Lp, (%, u, Du)), + L:(x,u, Du) = 0.
i=1

Beispiel (*). Fiir

(3.3) L(p,z,z) = 1

| 2
2

p

ist L, = p; und L, = 0. Also gehort zum Funktional

1
Iw] == [ |Dw|* dz
2 Ju

die ELGI
Au=0 inU.

Man spricht vom Dirichlet- Prinzip.
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(b) Zweite Variation

In Analogie zum 1D-Fall berechnen wir die zweite Variation

" d2
i (O):d—82 Iu+ ey).

e=0

Ist u ein geniigend glatter Minimierer und i € C2, dann folgt i”(0) > 0. Also gilt
(3.4)

n n
0 S Z”(O) = A Z Lpipj (ZC, U, Du)gpngp% +2 Z LPz‘Z(:Uﬁ U, DU)S%M‘FLzz(J% U, Du)(pQ dx
2,j=1 =1

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(U). Daraus kénnen wir wie folgt eine punktweise Aussage
iiber L: Durch Approximation gilt diese Aussage auch fiir alle Lipschitz-Funktionen, die
auf dem Rand verschwinden. (Zu diesem Zweck beachte, dass W1(U) ¢ Wh4(U)
die Menge der Lipschitz-Funktionen ist und man eine solche durch eine Folge von C'*°-
Funktionen u® — u bez. ||-||;/1., approximieren kann.) Fiir festes { € R™ definiere

o) = ep ( : ) (@),
wobei ( € Cg°(U) und p : R — R bezeichne die 1-periodische Zickzack-Funktion

x, Wennogxg%
T) = , z+1)=px).
plx) {1_% wenn L <2 <1 ple +1) = p(x)

Also gilt |p'| =1 f.ii. und ¢, = o/ (:c?g) &C + O(e). Einsetzen in (3.4)) liefert

0< /U Z Ly, (2,1, Du)&&;¢% da + O(e)

2,j=1

und daraus folgt bei Grenziibergang ¢ — 0 unter Beachtung der Tatsache, dass dies fiir
alle ¢ gilt:

n
> Ly (z,u, Du)&é; > 0.

ij=1
Das ist die Begriindung dafiir, dass spéater von L Konvexitit beziiglich p gefordert wird.
Diese Relation heifit auch Legendre-(Hadamard)-Bedingung.
3.2 Forderungen an [: Koerzivitit, Unterhalbstetigkeit

In diesem Abschnitt fithren wir die Eigenschaften von L ein, die spéter beim Existenz-
beweis vorausgesetzt werden.
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(a) Koerzivitit

Schon die Beispiele x +— e® und = ~ (1 + 22)~! zeigen, dass das Infimum im Allge-
meinen nicht angenommen wird, wenn die Funktion nicht am Rand wéchst (SKIZZE).
Die allgemeine Bedingung fiir I : X — R lautet: I heifit koerziv, wenn aus ||z,| — oo
folgt I[z,,] — oco. Wir fordern im Folgenden eine schérfere Bedingung. Dabei setzen wir
voraus:

1 <q<o0.

Dass die Aussage fiir ¢ = 1 falsch ist, sieht man in Aufgabe 12, Serie 3.

Definition. [ erfiillt die Koerzivitdtsbedingung, wenn es Konstanten a > 0,3 > 0 gibt,
sodass

(KB) L(.T,Z,p) Za‘p’q_ﬁ
fir alle z € U,z € R, p € R" gilt.

Dann ist I tatséchlich koerziv in obigem Sinne, denn wir erhalten direkt
Hw) > a||Dw|[f, =~

mit v := B|U| und die Poincare-Ungleichung liefert |[Dw|;, > C|w||4, sodass al-
so I[w] — oo gilt, wenn ||wHW01,q(U) — o0. Diese Uberlegung wird in Abschnitt 3.3.
prézisiert.

Im Folgenden betrachten wir

A= {we WH(U) : w|y, = g}
als Menge zuléssiger Funktionen, wobei die Randwerte im Sinne der Spur angenommen
werden. Dann ist I[w] € (—o0, 00] fiir jedes w € A definiert (aber moglicherweise +00).

(b) Schwache Topologie

Eine stetige Funktion R — R, die einer Koerzivititsbedingung geniigt, nimmt ihr Infi-
mum an. Fiir das Funktional I braucht das nicht zu gelten.
Immerhin ist das Funktional I nach unten beschrinkt. Also existiert

m = inf I[w].
weA

Wihle eine minimierende Folge w; € A mit
lim [fwg] =m.
k—o0
Um zu zeigen, dass eine Teilfolge von (wy) tatséchlich konvergiert, benétigt man Kom-

paktheitseigenschaften (der Folge bzw. des Raumes). Das ist ein Problem, da W4 un-
endlichdimensional ist.
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Aus folgt immerhin, dass (wy) beschriankt ist. Um Kompaktheit zu bekommen,
miissen wir eine andere ,,schwéchere“ Topologie wihlen. Da wir 1 < ¢ < oo gewéhlt
haben, ist LY(U) reflexiv, deshalb existieren eine Teilfolge wg; und eine Funktion w €
W sodass

wy; — w schwach in LY(U) und Duwy, — Dw schwach in LY(U;R"™).

Dazu sagen wir kurz: ,wy, — w schwach in wha(u)«.

Bemerkung. Es handelt sich dabei tatséchlich um die schwache Konvergenz von Funk-
tionenfolgen in W4(U). Um das zu sehen, muss man sich daran erinnern, dass sich jedes
Funktional [ € (W14(U))" als

l(u) = /(]Zgz(x)uxl (z) 4+ g(z)u(z)dz fiir alle u € WH(U)
i=1

mit g, g; € L9 (U) schreiben lisst, d. h., dass (Wh4(U))" = W19 (U) gilt. (Siehe Lite-
ratur, z. B. Mazya)

Es wird sich als wahr herausstellen, dass w = g am Rand gilt, sodass tatséchlich
w € A ist. Durch die Betrachtung der schwachen Topologie haben wir demnach die
notige Kompaktheit gewonnen.

(c) Halbstetigkeit von unten

Nun ergibt sich ein weiteres Problem. Das Funktional I ist im Allgemeinen nicht stetig
beziiglich der schwachen Konvergenz (Beispiel siche Ubung); das Problem ist, Dwy, —
Dw impliziert nicht Dwy; — Dw f.ii. (Beispiel siche Ubung).
Andererseits ist Stetigkeit nicht notig. Es geniigt zu wissen, dass
Iw] < liminf Iwy].
Jj—o0 J

Denn daraus folgt I[w] < m. Zusammen mit m < I[w] folgt m = Iw], d. h., w ist ein
Minimierer.

Definition. Die Funktion I heifit schwach (folgen-)halbstetig von unten auf W4, wenn
aus
up — u  schwach in W14

folgt:
Iu] < liminf Iug).

k—o0

(d) Konvexitat impliziert sUHS

Wir zeigen jetzt, dass I schwach unterhalbstetig ist, wenn L konvex beziiglich p ist.
Diese Bedingung hatten wir ohnehin schon als notwendige Bedingung fiir die Existenz
von geniigend glatten Minimierern identifiziert.
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Theorem 3.1 (Schwache Unterhalbstetigkeit). Wir nehmen an, L ist glatt, nach unten
beschrinkt und die Abbildung

p— L(x,z,p) st konvez fiir jedes z € R,z € U.
Dann ist I : WH4(U) — R schwach unterhalbstetig.
e Hilfsmittel aus Mafitheorie und Funktionalanalysis:
(H1) Jede schwach konvergente Folge ist beschrénkt.

(H2) Jede stark konvergente Folge in LY besitzt eine Teilfolge, die f.ii. punktweise kon-
vergiert.

(H3) Die Einbettung W14 C L4 ist kompakt, d. h. jede beschriinkte Folge in W14 besitzt
eine konvergente Teilfolge in LY.

(H4) Theorem von Egorov: Sind f, fr : X — R messbare Funktionen mit f; — f f.ii.
auf der messbaren Menge A, |A| < co. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine messbare
Menge £ C A mit: (i) |[A\ E| <e, (ii) fx — f gleichmé&Big auf .

Beweis. 1. Schritt: Wir withlen eine Folge (ug)reny mit up — u in WH4(U) und setzen
| := liminfy o I[uy]. Wir miissen zeigen, dass I[u] < [ gilt. Evtl. nach Ubergang zu
einer Teilfolge kénnen wir [ := limg_,o [[ug] annehmen.

Nach (H1) gilt supy, [|ug/jy1.4 < 0o. Aufgrund von (H3) gilt uj, — v in L. Wegen (H2)
gilt fiir eine Teilfolge ug — w f.i1. in U.

2. Schritt: Wihle ¢ > 0. Nach (H4) gilt dann up — u gleichméBig auf E., einer
messbaren Menge mit |U \ E:| < e. Nun betrachten wir

P { e U: [u(@)| + |Du(z)| < %}.

Dann gilt |U \ F.| — 0 fiir ¢ — 0. Fiir G¢ := E. N F; gilt nun auch |U \ G¢| — 0.
3. Schritt: Da L nach unten beschréinkt ist, kénnen wir L > 0 annehmen. Also gilt

I[Uk]:/L(l‘»Uk,Duk)dZEZ/ L(z, uy, Duy) dz
U

> / L(z,uy, Du) + DpL(z, ui, Du) - (Dug, — Du) dx

aufgrund der Konvexitdat. Nun gilt

lim L(m,uk,Du)da}:/ L(z,u, Du)dzx.

k—oo G, -

Da D,L(x,u, Du) = DpL(x,u, Du) gleichméflig auf G., gilt

/G |DpL(z, ug, Du) — DpL(x,u, Du)| - |Duy, — Du| dz — 0,
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denn der erste Faktor lédsst sich durch eine beliebig kleine Konstante abschétzen und das
iibrig bleibende Integral ist beschrinkt. Da Duy — Du in L9, gilt

D,L(z,u, Du) - (Duy, — Du)dz| — 0,
Ge

denn D,L(z,u, Du) € L>(U) C L7 . Insgesamt sehen wir damit

lim D, L(x,uy, Du) - (Duy, — Du)dx = 0.

k—o0 Ge

Daraus folgt
I = lim I[ug] 2/ L(z,u, Du)dx
k—o0

£

fiir jedes € > 0. Wegen L > 0 liefert der Satz iiber monotone Konvergenz
> / L(z,u, Du)dz = I[ul,
U

wie behauptet. O

Bemerkung. Es ist sehr wichtig zu verstehen, wie die schwache Konvergenz Duy — Duim
Beweis eingeht: Entscheidend ist die Konvexitidtsungleichung, auf deren rechter Seite Duy,
nur linear auftaucht. Nach Definition ist schwache Konvergenz mit linearen Ausdriicken
kompatibel, sodass man zum Grenzwert iibergehen kann. Da die Konvergenz uy — v in
L9 viel starker ist, benttigen wir keine Konvexitit von L beziiglich z.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit von Minimierern

Theorem 3.2. Angenommen, L erfiillt die Koerzivititsbedingung und ist konvex beziiglich
p. Die Menge A der zulissigen Funktionen sei nicht leer. Dann existiert eine Funktion
ue A mit
Iu] = min I'[w].
weA
Weitere Hilfsmittel: (H5) Theorem von Mazur: Ist X ein Banach-Raum und Y € X
abgeschlossen und konvex, dann ist Y schwach abgeschlossen.
(H6) Poincaré Ungleichung: Fiir w € Wol’q(U) gilt [|wll oy < C Dl par;rny-

Beweis. 1. Schritt: Setze m := inf,,c 4 I[w]. Wenn m = +o0, ist nichts zu tun. Andern-
falls wéhlen wir eine minimierende Folge (uy)ken mit I{ug] — m.

2. Schritt: In der Koerzivititsbedingung konnen wir 5 = 0 annehmen. Andern-
falls wiirden wir zu L := L + 8 iibergehen. Also L > a|p|? und somit

Iw] > a/ |Dwl|? dz.
U

Da m < oo, schlieflen wir
sup [Dugl|q < 0.
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3. Schritt: Nun wihlen wir ein w € A. Da uj und w auf dem Rand gleich ¢ sind, ist
ug —w € VVO1 “I(U). Die Poincaré-Ungleichung impliziert

urllpa < llux —wllpe + |l e < C||Dug — Dwl||, +C < C.

Somit ist auch supy, [|ug||;, < oo, also ist (uy) beschriinkt in WH4(U).
4. Schritt: Folglich existiert eine Teilfolge

up;, —u in wha).

Bleibt zu zeigen, dass u € A ist. Um das einzusehen, beachten wir, dass fiir w € A
up—w € WO1 U) gilt. WO1 “(U) ist ein linearer abgeschlossener Unterraum von W14(U),
also schwach abgeschlossen nach (H5). Also gilt u — w € WO1 (U), d. h., u hat Spur ¢
auf OU. Nach Theorem m gilt dann I[u] < liminf; , Ifug;] = m. Da aber u € A ist,
folgt

I[u] :ngleigl[w].

O

Im Allgemeinen gibt es keinen eindeutigen Minimierer. Wir geben weitere Bedingungen
fir L an, die Eindeutigkeit garantieren. Wir nehmen an:

(3.5) L = L(xz,p) hingt nicht von z ab

und

(3.6) 30>0: )" Lpp, (z,p)&E > 01E[° firp,( eR" zeU
ij=1

Die letzte Bedingung besagt, p — L(xz,p) ist gleichméBig konvex fiir jedes z.

Theorem 3.3. Angenommen, die Bedingungen (3.5) und (3.6|) gelten. Dann besitzt 1]
einen eindeutigen Minimierer u € A.

Beweis. 1. Schritt Angenommen, es gibe zwei Minimierer u,% € A von I. Dann ist
v:= $(u+ @) € A. Wir behaupten, dass
1 -
(3.7) Ifv] < 5 (Ifu] + I[a))
gilt, wobei strikte Ungleichheit gilt, wenn nicht v = @ f.ii. ist.
2. Schritt Um das zu zeigen, verwenden wir folgende Ungleichung, die aus der
gleichméBigen Konvexitéit folgt:

0

Wir setzen q := %(Du + Du),p := Du und integrieren iiber U; dann:

Du + Di Du — Di 9
DpL< vt “g;) “2 “dx+8/\Du—Da\2dx.
U

I[u] > I[v] +/

U
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Analog erhalten wir aus (3.8) mit ¢ := %(Du + Da),p := Du:

Du + Da D —
I[ﬂ]z[[v]+/DpL< vt “x) u
U 2 2

D 0
Yz + / |Du — Da|* d.
8 Ju
Beide Ungleichungen addiert und halbiert ergeben

I[u]—;—][ﬂ] Z[[U]+Z/[]|DU—DQ|2 dzx.

Dies impliziert (3.7)).
3. Schritt Gilt in der Ungleichung (3.7) Gleichheit, so folgt aus der letzten Unglei-
chung Du = D4 f.ii. Der Randwert © = @ = ¢ auf OU impliziert u = 4 f.ii.

O

3.4 Schwache Lésungen der Euler-Lagrange-Gleichung

Wir zeigen nun, dass jeder Minimierer u € A von [ eine schwache Losung der ELGI ist.
Zu diesem Zweck setzen wir zusétzlich voraus: Es gibt ein C' > 0, sodass

(3.9a) 1Lz, z,p)| < C(|pl” +[2]" + 1)
(3.9b) IDpL(w,2,p)| < C (|pl"™" + |27 +1)
(3.9¢) IDL(w,z,p) < C (Ipl™" + 2 +1)

fir alle x € U, z € R und p € R" gilt.

(a) Motivation

Wir hatten uns bereits in der Einleitung davon iiberzeugt, dass geniigend glatte Mini-
mierer die Euler-Lagrange-Gleichung

(3.10) { - Z(Lpi(x,u,Du))xi + L.(z,u,Du) =0 inU,u =g aufdU
i=1

erfiillen. Gehen wir umgekehrt von der ELGI aus, so finden wir durch Multiplikation mit
einer Testfunktion v € C§°(U) und Integration die Gleichung

n
(3.11) / ZLW (x,u, Du)vg, + L,(x,u, Du)vdz = 0.
Ui=1

Nehmen wir u € W14(U) an, so folgt mit (3.9))
|DyL(z,u, Du)| < C (IDuf"™ + [ul*™" + 1) € L7 (V)
mit ¢ = q/(q — 1), sodass 1/¢' + 1/q = 1. Entsprechend ist

D, L(z,u, Du)| < C <]Du\q_1 ol 4 1) e LY (U).
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Folglich gilt (3.11)) durch Approximation fiir alle v € I/VO1 1(U). Wie iiblich bezeichnen
wir dies als schwache Formulierung der betrachteten Gleichung.

Definition (Schwache Losung der ELGl). u € A heifit schwache Losung von (3.10)),

wenn

n
/ ZLpi(ac, u, Du)vy, + L, (z,u, Du)vdr =0
Ui=1

fiir alle v € Wy 4(U) gilt.

Theorem 3.4. Angenommen, L erfillt die Wachstumsbedingungen (3.9) und fir v € A
qgult

Iu] = wmelgl[w]

Dann ist u eine schwache Losung von (3.10)).

Beweis. Idee: Wir verfahren wie in der Einleitung, rechtfertigen aber die einzelnen Schrit-
te — insbesondere das Ableiten unterm Integral — genau.
Fiir v € Wy '(U) setzen wir

i(1) := Iu+ 7] fir t € R.

Wegen ((3.9a) ist i(7) < oo fiir alle 7. Fiir 7 # 0 betrachten wir den Differenzenquotienten

i(T);i(O) - /U % (L(z,u+7v, Du+ 7Dv) — L(z,u, Du)) dz.

=:L7(z)

Offenbar gilt fiir 7 — 0

n
L (z) — Z Ly, (z,u, Du)vy, + L.(x,u, Du)v fii.
i=1

Auflerdem haben wir

Td
L™ (x) = / £L(x,u+sv,Du+st) ds

T Jo
1 [T

=— / Z Ly, (z,u+ sv, Du+ sDv)vg, + L.(z,u+ sv, Du+ sDv)vds.
T Jo 1

Um den Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue) anzuwenden, bendtigen wir
eine Abschitzung von |L7(z)| gegen eine integrierbare Majorante. Wegen (3.9)) gilt:

1 T
/ |DpL(z,u + sv, Du+ sDv)||Dv(z)| + |D.L(-)| |v| ds
0

7)<

IN

1 T
/ C (|Du+sm|‘f1 b+ soltT 4 1) Do
0

IN

T
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+C (|Du + sDv|" 4 Ju 4 sv]T + 1) lv| ds.

Im Integranden verwenden wir nun Abschitzungen von folgender Art:
|Du + sDv|7" < (|Du| + s|Dv|)" < (|Dul + |Do))? " < 2071 (|Du\q*1 + ymrﬂ) ,

wobel wir (a +b)® < 2°(a® + b°) ausgenutzt haben. Mittels der Youngschen Ungleichung
ab < < + Y mit 1/r +1/r' =1 finden wir

[L7(x)] < C(|Dul? + [ul + | Do|* + |v]T +1).
Da u,v € Wh4(U), folgt daraus, dass |L™(z)| € L'(U). Nun kénnen wir den Satz von
der majorisierten Konvergenz anwenden, um

n
i'(0) = / ZLm (x,u, Du)vg, + L,(x,u, Du)vdx
Ui=1

zu erhalten. Dieser Ausdruck verschwindet, da i(7) ein Minimum bei 7 = 0 hat. 0
Bemerkung. Im Allgemeinen erhélt man keine Eindeutigkeit des Minimierers. Man be-
kommt sie jedoch (wie in 1D), wenn L konvex beziiglich (z,p) ist.

(b) Regularitdt

Wir machen einige Anmerkungen zu dem schwierigen Gebiet der Regularitdt von Mini-
mierern. Hierfiir nehmen wir zur Vereinfachung an, das Funktional habe die Form

Iw] ::/UL(Dw)—wfd:L‘

mit f € L?(U). Wir nehmen weiter an ¢ = 2 und D,L(p) < C(|p| + 1). Ein Minimierer
von [ ist dann schwache Losung von

(3.12) =D (L (Du)),, = f.

Das erste Ziel ist zu zeigen, dass aus v € H'(U) sogar u € H?

1o (U) folgt. Wir nehmen
an | D2L(p)| < C und L ist gleichméiBig konvex, d. h.

S Ly, (0665 > 0117

1,7=1

das ist eine nichtlineare Version der gleichméfligen Elliptizitét fiir lineare PDE. Deshalb
liegt es nahe, die entsprechende Beweisidee zu iibertragen.

Theorem 3.5 (Zweite Ableitung fiir Minimierer). (i) Ist u € H*(U) eine schwache
Losung von ([3.12)), dann gilt w € H: (U).
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(i3) Ist auflerdem u € HY(U) und OU € C2, dann gilt u € H*(U) mit

”UHH2(U) <C ||f”L2(U) :

Beweis. Idee: Die Vorgehensweise aus dem Beweis fiir die entsprechende Aussage fiir
lineare PDE kann im Wesentlichen iibertragen werden (via Differenzenquotienten). Statt
der Elliptizitdtsbedingung verwendet man die gleichméflige Konvexitét. O

Bemerkung. Fiir hohere Regularitdt kann man sich nicht mehr am linearen Fall orientie-
ren: Dort differenziert man die Gleichung und erhélt wiederum eine lineare Gleichung,
sodass man durch bootstrapping hohere Regularitéit gewinnt, sofern die rechte Seite sie
besitzt. Das funktioniert hier nicht mehr, weil die Gleichung nichtlinear ist und deshalb
beim Differenzieren zunehmend kompliziertere Gestalt annimmt. Um das zu veranschau-
lichen, betrachten wir f = 0. Es gilt also:

/ Z Ly, (Du)vg, de =0
Ui=1

Fiir eine Testfunktion w € C§°(U) und k € {1,...,n} setzen wir v := —w,,. Da u €
H?(U), kénnen wir partiell integrieren und erhalten:

n n
0=— / > Ly (Du)wy,, dz = / > Ly, (D)t e, da.
i U

ij=1

Mit @ := g, ,a” () := Lp,p, (Du) heiBt das

/UZwmid:):—O.

i,j=1

(nach Approximation) fiir alle v € H}(V) mit V CC U, also ist @ € H(V) schwache

Losung von
U ij ‘

Hierauf konnen wir die Regularititstheorie linearer Gleichungen nicht anwenden, denn
es ist nur @ € L*°(U) bekannt. Nach einem Theorem von DeGiorgi und Nash gilt
@€ CYY(W) mit v >0 und W cC V, also u € Cllo’Z(U). Wenn L glatt ist, dann gilt
a'l € C21(U). Nach einem Theorem von Schauder folgt nun u € C27(U). An dieser

Stelle lisst sich ein Bootstrap-Argument beginnen, das bei u € C*°(U) endet. Siehe
Literatur.
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4 Die direkte Methode in LP, Teil Il: Systeme

4.1 Systeme: Existenz und Eindeutigkeit von Minimierern

(a) Notation

Wir betrachten nun eine (ausreichend) glatte Lagrange-Funktion
L:UxR™xR™" %R, (x,2,P) L(z,z,P).

Wir bezeichnen die Eintriige von P € R™™ mit P = (pF), wobei 1 < k < m,1 <
i < n, d.h., der obere Index k bezeichnet die Zeilennummer, der untere Index ¢ die
Spaltennummer. Zu L betrachten wir das entsprechende Funktional

Iw] ::/UL(az,w(x),Dw(:L‘))da:

fiir Funktionen w : U — R™, w = (wy,...,wn),, von denen wir voraussetzen, dass sie
vorgegebene Randwerte w = g auf QU (im Spursinne) annehmen. Dabei ist

1 1
Wy, ... W,
Dw(z)=1| : .. | eR™"
m m
wit wi

die Jacobi-Matrix von w an der Stelle z.

(b) Euler-Lagrange-Gleichungen

Analog zu frither erhalten wir fiir einen geniigend glatten Minimierer u : U — R™
die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung, die jetzt ein System quasilinearer partieller
Differentialgleichungen 2. Ordnung bilden:

(4.1) - Z (Lp;_c (z, u,Du)) + Lx(x,u,Du) =0 (k=1,...,m).
i=1 i

(c) Existenz fiir konvexe, koerzive Funktionale

Wir nehmen eine zu (KBJ) analoge Ungleichung an.

Definition. [ erfiillt die Koerzivititsbedingung, wenn es Konstanten a > 0,8 > 0 gibt,
sodass

(KB2) L(l’,Z,P) 20[|P|q—ﬁ
fiir alle x € U,z € R, P € R™*"™ gilt.

Der Existenzsatz aus dem skalaren Fall ldsst sich nun fast wortlich {ibertragen, nach-
dem wir die Begriffe Konvexitdt und Koerzivitiat entsprechend iibertragen haben.
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Theorem 4.1. L erfiille die Koerzivititsbedingung und sei konvex beziiglich P. Ferner
sei A # (. Dann existiert ein u € A mit

Iu] = un}lelﬁl[w]

Beweis. Im Wesentlichen wie im Fall m = 1. 0

(d) Eindeutigkeit
Auch der Beweis der Eindeutigkeit iibertriagt sich problemlos auf den Systemfall.

Theorem 4.2. L erfille die Koerzivititsbedingung und sei konvex beziiglich P. Ferner
sei A # 0. Dann existiert genau ein u € A mit

Iu] = Lrglelﬁl[w]

Beweis. Im Wesentlichen wie im Fall m = 1. 0

(e) Losung der ELGI

In Analogie zum skalaren Fall setzen wir Wachstumsbedingungen voraus. Wir nehmen
an: Es gibt ein C' > 0, sodass

(4.22) Lz, 2, P) < C (1P| + 2" + 1)
(4.2D) \DpL(z, 2 P)| < C (yP|‘1*1 Tt 1)
(4.2¢) |D.L(z, 2 P)| < C (|PI" + 277" +1)

fir alle x € U, z € R und P € R™*" gilt.
Theorem 4.3. Angenommen, L erfillt die Wachstumsbedingungen (4.2) und fir u € A

gilt

Iu] = glelﬁf[w]

Dann ist u eine schwache Lisung von (4.1)), d. h., es gilt
m n
Z /U ZLpf(as,u, Du)w];i + Li(z,u, Du)w*dz =0 (k=1,...,m)
=1V i=1

fiir alle w € Wol’q(U;Rm).

Beweis. Im Wesentlichen wie im Fall m = 1. 0
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4.2 Polykonvexitit

Bei einigen interessanten Anwendungen der Physik ist L nicht konvex beziiglich P, so-
dass Theorem [{.] iiber die Existenz eines Minimierers nicht angewendet werden kann.
Dennoch lassen sich die zugehorigen mathematischen Probleme mit der Variationsrech-
nung behandeln, weil sich herausstellt, dass I dennoch schwach halbstetig von unten
ist.

Eine solche Anwendung ist die nichtlineare Elastizitit (SKIZZE). Hier betrachten wir
einen Korper, der das Gebiet U C R? besetzt, die Referenzkonfiguration. Bei Verformung
wird jeder Randpunkt 2 € OU auf einen Punkt g(x) € R3 abgebildet und wir suchen die
Verschiebung u(x) fiir jeden inneren Punkt x € U; die neue Position des Punktes x ist
damit x + u(z). Die lokale Verformung ist im Deformationsgradienten Du(z) codiert.
Die Spalten von Id + Du(x) beschreiben die deformierte Basis bei x + u(z) (sofern x
beziiglich der kanonischen Einheitsbasis gegeben ist). Fiir eine ausfiihrliche Diskussion
aktueller Probleme, siehe [3].

Ein Material heifit hyperelastisch, wenn es eine Energie-Dichte L gibt, sodass die rea-
lisierte Verschiebung v das zugehotrige Funktional der inneren Energie

Iw] ::/UL(Dw)dx

unter allen zuldssigen Verschiebungen w € A minimiert. Hier haben wir das Material
als homogen angenommen, d.h., L hingt nicht von x ab. Aus physikalischen Griinden
ist es natiirlich, dass die Energie-Dichte L, die die Anderung der inneren Energie bei
Dehnung und Kompression beschreibt, auch explizit von der lokalen Volumen&nderung,
also det Dw, abhéngt. Das bedeutet, es ist naheliegend anzunehmen, dass die Lagrange-
Funktion von der Form

L(z,P) = F(x, P,det P)

ist. Beispielsweise konnte die Funktion F' so aussehen:
F(z, P,det P) = |P[* — |P|* det P.

Dann beschreibt F im zweiten Argument Anderungen der Energie durch Verformung der
Linienelemente und im dritten Argument Anderungen der Energie durch Verformung
der Volumenelemente. Aus physikalischen Griinden fordert man typischerweise, dass
L(P) — oo, wenn det P — 0 oder det P — oo. Das impliziert bereits, dass L nicht
konvex sein kann.

Definition (Polykonvexitit). Eine Lagrange-Funktion von der Form
(4.3) L(z,z,P) = F(z,z, P,det P)
heifit polykonvex, wenn die Abbildung

R xR —R, (Pr)— F(x,z, Pr)

konvex ist fiir alle x € U, z € R.
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Bemerkung. Die Definition der Polykonvexitét gibt es noch in einer allgemeineren Form;
dabei ldsst man zu, dass F' in (4.3 von allen Unterminoren der Matrix Dw abhéingt.

Es wird sich herausstellen, dass I in diesem Fall schwach halbstetig von unten ist.
Der Existenzbeweis liasst sich dann iibertragen, wobei wir statt Konvexitit beziiglich
eines Arguments (damals beziiglich p) nun Konvexitdt beziiglich (P, r) ausnutzen. Um
diesen Beweis schliellich umsetzen zu kénnen, benttigen wir die schwache Konvergenz
der Determinanten.

Ist A eine n x n-Matrix, so bezeichnen wir mit cof A die Kofaktor-Matrix von A, die
an der Stelle (k,7) den Eintrag

(cof A)f = (=1)""*d(A)}

hat, wobei d(A)¥ die Determinante der Untermatrix ist, die durch Streichen der k-ten
Zeile und i-ten Spalte aus A entstanden ist.

Lemma 4.4 (cof Du hat divergenzfreie Zeilen). Sei u : R™ — R" eine glatte Funktion.
Dann gilt:

n

D (cof Du)f, =0  (k=1,...,n).
=1

Beweis. 1. Schritt: Wir gehen von der Identitit (det P)Id = PT(cof P) aus. Also gilt

(4.4) (det P)d;j = pr (cof P)?,
k=1
und damit insbesondere 9 det P
e 3
W = (COf P)m,

denn p¥ kommt in keinem der Minoren vor (die k-te Zeile wurde ja gestrichen).
2. Schritt: Setze jetzt P = Du in (4.4)) ein, leite nach z; ab und summiere iiber
j=1,...,n. Das liefert

Z d;j(cof Du)’fnuﬁmxj = Z uf;% (cof Du);C + “51 (cof Du)ﬁxj,
Jym,k gk

wobel wir die linke Seite zu

LHS = Z 8;j(cof Du)k uk ;= Z(cof Du)ru”

T Jj YTz,
j7m7k j7k

vereinfachen konnen (setze ¢ = j und ersetze den Summationsindex m durch j), sodass
dieser Ausdruck der ersten Summe auf der rechten Seite gleicht. Folglich gilt

n

n
Zuiz Z(cof Du)f,x], =0, i=1,...,n,
k=1

=1
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d. h., bei jedem x ist folgendes homogenes LGS erfiillt:

n

Du(zo)v =0, wobeiv = (v',...,0") mito¥:= Z(cof Du);?,xj.

j=1
3. Schritt: Wenn det Du(xg) # 0 gilt, folgt sofort
n
ko _
Z(cof Du)j, =0
j=1
bei xg. Falls det Du(xg) = 0 gilt, dann wéhle € > 0 so klein, dass det(Du(xg) 4+ eld) # 0
gilt, fithre die Argumentation fiir 4 = u + ex durch und schicke € — 0. O

Satz 4.5 (Schwache Stetigkeit von Determinanten). Sei n < ¢ < oo und up — u in
Wha(U;R™). Dann gilt

det Duy — det Du in LY™(U).
e Hilfsmittel
(H6) Ungleichung von Morrey: HUHCO,W(U) < Cllullyragy, n<g<oo,y=1-17.

(H7) Satz von Arzela-Ascoli: Wenn die Folge (fi)ren stetiger Funktionen fi : R™ — R
beschriankt und gleichgradig stetig ist, dann existiert eine Teilfolge, die gleichm#fig
auf Kompakta gegen eine stetige Funktion konvergiert.

(H8) Fiir P € R™*" gilt die Ungleichung: |[det P| < [T, |p|, < |P|".
Beweis. 1. Schritt: Aufgrund der Matrixidentitit (det P)Id = P(cof P)T gilt

n
det P = Zpé-(cofP)? firi=1,...,n.
j=1

2. Schritt: Nun sei w € C*(U;R"),w = (w?,...,w"). Dann gilt

n
det Dw = Z wfvj (cof Dw)é-.
j=1

Nach Lemma gilt Z?Zl(cof Dw)éwj = (0, also folgt

det Dw = Z(wi(cof Dw)é-)x].,
j=1
d.h., die Determinante von Dw lasst sich als Divergenz schreiben. Deshalb gilt fiir v €
Cge(U)

(4.5) /Uvdet Dwdz = —Z/Uvm].wi(cowa)z de firi=1,...,n.
Jj=1

45



3. Schritt: Gleichung (4.5)) haben wir fiir glatte Funktionen gezeigt. Durch Standard-
Approximation gilt sie auch in W4(U), insbesondere

(4.6) /Uv det Duy dx = — Z /U vm].u};(cof Duk)z dz
j=1

fir k € N. Dan < ¢ < oo und uy, — u in WH4(U; R") folgt aus der Morreyschen Unglei-
chung, dass (u;)ren beschrinkt ist in C%'="/4(U; R™). Nach dem Satz von Arzela-Ascoli
gilt — nach evtl. Ubergang zu einer Teilfolge — daher uj, — u gleichmiBig (gleichgradi-
ge Stetigkeit folgt aus der Beschrénktheit in der Hoélder-Norm). Aus konnten wir
schlieflen

(4.7) lim [ vdet Dupder = — Z / Vg u'(cof Du); dz = / vdet Dudz,

k—oo U

wenn wir schon wiissten, dass

k—o0

lim / (cof Duk)z dz = / (cof Du)§ dz
U U

fir alle 4,5 und ¢ € C§°(U) gilt. Nun ist aber (cof Duk)z die Determinante einer (n —
1) x (n—1)-Matrix, die man wie oben behandeln kénnte, sodass sie die Summe geeigneter
(n —2) x (n — 2)-Untermatrizen mit konvergenten Faktoren ist. Induktiv so fortfahrend,
muss schlielich nur die triviale Aussage, dass die Eintrage von Duy schwach gegen die
Eintrége von Du konvergieren, gezeigt werden (folgt aus der schwachen Konvergenz von
(ug) in Whe). Also gilt (4.2), mithin (4.7).

4. Schritt: Da (ug)gen in W4 beschriinkt ist und |det Dug| < C'|Dug|™ nach (HS8)
gilt, sehen wir dass (det Duy)gen in L%™(U) beschrénkt ist. Also gibt es eine schwach
konvergente Teilfolge, die aufgrund von nur gegen det Du konvergieren kann. g

Dieses Lemma benutzen wir nun, um die schwache Halbstetigkeit von unten eines
polykonvexen Funktionals zu zeigen.

Theorem 4.6. Angenommen, n < q < co. Angenommen, L ist nach unten beschrdnkt
und polykonvex. Dann ist I schwach halbstetig von unten auf WH4(U;R™).

Beweis. Wiihle eine Folge (uy)ren, die schwach in W14(U; R™) konvergiert. Gemif dem

Lemma gilt dann
det Duy — det Du schwach in LY/™(U).

Nun konnen wir fast wie im Beweis von Theorem argumentieren. In der dortigen
Notation gilt:

I[Uk]:/L(l’vuk,Duk)de/ L(z,ug, Duy) dx
U

£

= / F(z,ug, Dug, det Duy,) dz
Ge
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> / F(z,u, Du,det Du) dx —l—/ Fp(z,ug, Du,det Du) - (Du — Du)

£ £

+ F,.(x,uk, Du,det Du)(det Duy, — det Du) dx,

wobei in der letzten Zeile die Konvexitét beziiglich (P, r) verwendet wurde. Wie damals
konnen wir schlieen, dass das zweite Integral fiir & — oo verschwindet. O

Daraus ergibt sich unmittelbar folgender Existenzsatz, dessen Beweis wie der von
Theorem [3.2] funktioniert.

Theorem 4.7. Angenommen, n < q < co. Angenommen, L erfillt die Koerzivitdtsbedingung
(KB2) und ist polykonvez. Sei A # (). Dann existiert ein u € A mit

Iu] = glelﬁl[w]

Beweis. Wie der von Theorem [3.2] O

Bemerkung. An dieser Stelle gibt es einen riesigen Unterschied zwischen dem skalaren
Fall m = 1 und dem Fall m > 1 von Systemen. Im skalaren Fall haben wir gesehen, dass
die Existenz eines Minimierers die Legendre-Hadamard-Bedingung impliziert. Diese ist
erfiillt, wenn wir die Konvexitit der Lagrange-Funktion L(z, z,p) beziiglich p vorausset-
zen. Unter dieser Bedingung ist das Funktional schwach unterhalbstetig und wir konnten
damit die Existenz eines Minimierers beweisen. Es gilt sogar die Umkehrung, dass schwa-
che Unterhalbstetigkeit von I die Konvexitét von L impliziert (siehe Dacorogna).

Im Fall von Systemen, also m > 1, ist das anders. Hier taucht eine Reihe von Konve-
xitdtsbegriffen auf, die alle schwécher als Konvexitét sind. Zunéchst ergibt die Existenz
eines Minimierers hier die Rang-1-Konvezitit von L(z,z, P) bezliglich P, das heifit, es
gilt die Legendre-Hadamard-Bedingung

O’L
> SprayL s =0
it YPi9P;

fir alle z € U,z € R™, P € R™*™ & € R*, n € R™, oder, dquivalenterweise, die skalare
Funktion
f(t) == L(z,2z, P +th ®§)

ist konvex. Es ist aber an dieser Stelle nicht klar, ob diese Bedingung fiir schwache
Unterhalbstetigkeit des zugehorigen Funktionals ausreicht.

Interessante Funktionale (etwa der Elastizitdtstheorie) sind polykonvex. Unter dieser
Bedingung ist das Funktional schwach unterhalbstetig. Aber die Umkehrung gilt hier
nicht: Die richtige Bedingung an L(z, z, P), die dquivalent zur schwachen Unterhalbste-
tigkeit ist, lautet Quasikonvezitit:

VP e R™" v e C(U;R™) : / L(z,z,P)dz < / L(z,z, P+ Dv)dz.
U U
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Diese Bedingung ist jedoch fiir konkrete Anwendungen im Allgemeinen schwer zu priifen.
Es gelten die Implikationen:

L konvex = L polykonvex = L quasikonvex = L Rang-1-konvex

Im Allgemeinen sind alle Umkehrungen falsch; dabei war die Frage, ob Rang-1-Konvexitét
Quasikonvexitéit impliziert lange offen (und ist es etwa fiir n = m = 2 immer noch).
Ausfiihrlichste Diskussion all dieser Begriffe findet man etwa bei Dacorogna. Insbeson-
dere findet man dort auf Seite 221 die Funktion

fry :RP2 5 R P [P (|P]? = 2ydet P),

die jede der Eigenschaften fiir bestimmte Werte von ~ hat.
Im Falle m = 1 oder n = 1 fallen alle genannten Konvexitdtsbegriffe zusammen.

4.3 Null-Lagrangians

Eine interessante Klasse von Lagrange-Funktionen erhélt man, wenn man fordert, dass
jede (geniigend) glatte Funktion eine Losung der zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichung
ist.

Definition. Die Funktion L heifit Null-Lagrangian, wenn das System der Euler-Lagrange-
Gleichungen,

k
(4.8) — Z (Lp;_c(x,u,Du)) + Lx(x,u,Du) =0 inU,k=1,...,m,
K3 x’L
i=1

fiir alle glatten Funktionen w : U — R™ erfiillt ist.

Die Bedeutung von Null-Lagrangians kommt daher, dass die zugehdrige ,,Energie®

I[w]:/UL(x,w,Dw)da:

nur von den Randwerten abhéingt, was das folgende Theorem zeigt.

Theorem 4.8. Angenommen, L ist ein Null-Lagrangian und u, @ € C?(U,R™) erfiillen

(4.9) u=u aufdU.
Dann ist
(4.10) Iu] = Ia).

Beweis. Wir definieren i(7) := I[tu + (1 — 7)a] fiir 7 € [0,1]. Dann gilt:

n m

i (7) :/ ZZLpf(:c,Tu—l— (1 —7)d, 7Du + (1 — 7)Da)(uf, — @)

Ui=1 k=1
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(z,7u+ (1 — 1)@, 7Du + (1 — 7) D) (u* — @) da

T4

b
:Z/ Lk({E Tu+ (1 —7)a, TDU+(1—T)DU))
+L, (1: Tu+ (1 —7)a, 7Du+ (1 — T)Du)} (u* — ) dz

’L

+/ Ly(z,7u+ (1 —7)a,7Du+ (1 — 7)Da)(u* — @*)ids
ou
= 0.

Die letzte Gleichheit folgt, da einerseits auch 7u+ (1 —7)a die Euler-Lagrange-Gleichung
erfiillt und da andrerseits © = @ auf oU gilt. O

Im skalaren Fall m = 1 ist jeder Null-Lagrangian automatisch linear. Fiir m > 1 jedoch
gibt es eine Reihe von interessanten Anwendungen. Die Situation, dass ein Integral nur
von den Randwerten abhéingt ist aus anderen Kontexten bekannt, z. B. Abbildungsgrad,
Homotopieinvarianz der Kurvenintegrale, Satz von Gauss-Bonnet. Ein interessantes Bei-
spiel schauen wir uns nun an, samt einer interessanten Anwendung — dem Brouwerschen
Fixpunktsatz.

Satz 4.9. Die Determinanten-Funktion
L(P)=detP fiir P € R™"
st ein Null-Lagrangian.
Zum Beweis benéttigen wir nun erneut Lemma cof Du hat divergenzfreie Zeilen.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir jede glatte Funktion v : U — R” die Gleichungen
n

Z <Lpf(Du)>x_ =0, k=1,...,n,

i=1 ‘
erfiillt sind. Es gilt L »(P) = (cof P)¥. Damit gilt gem#f dem Lemma:

n n

3 (Lpf (Du)) =3 (cot A)F,, =0

i—1 R )

O

Daraus erhalten wir einen kurzen analytischen Beweis des Brouwerschen Fixpunktsat-
zes.

Theorem 4.10. Seiw : B(0,1) — B(0,1) eine stetige Abbildung, wobei B(0,1) € R™ die
abgeschlossene Finheitskugel bezeichnet. Dann besitzt u einen Fizpunkt, d. h., es existiert
ein x € B(0,1) mit u(z) = z.
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Beweis. 1. Schritt: Wir schreiben B = B(0, 1) und behaupten zunichst, dass es keine
glatte Funktion

(4.11) w:B— 0B mitw(x)=x VrecdB

(Eine solche Abbildung heifit Retraktion.) Angenommen, es gibe eine solche Funktion.
Wir bezeichnen mit @ die Identitdt auf B, also w(x) = z fiir alle x € B. Es gilt w = @
auf OB und die Determinante ist ein Null-Lagrangian. Deshalb impliziert Theorem

(4.12) / det Dw dx :/ det Dwdx = |B| # 0.
B B

Andererseits folgt aus der Definition von w, dass |w(z)|* = 1 gilt. Differenzieren liefert
Dw(x)Tw(z) = 0. Da |w(z)| = 1, also w(z) # 0, heifit das, 0 ist ein Eigenwert von
Duw(x)T fiir jedes 2 € B. Deshalb gilt det Dw(z) = 0 in B. Das ist ein Widerspruch zu
. Also existiert keine glatte Funktion w wie in .

2. Schritt: Als nichstes zeigen wir, dass es auch keine stetige Funktion w der Art
gibt. Wenn es eine solche Funktion w gébe, dann setzen wir sie auf R fort durch
w(z) =z fir x € R™\ B. Dann gilt w(z) # 0 fiir alle z € R™. Wihle € > 0 so klein, dass
w1y = N * w ebenfalls wi(x) # 0 fir alle x € R™ erfiillt. Da 7. radial ist, gilt wy(z) =z
fiir z € R™ \ B(0,2) fiir hinreichend kleines e. (Hierfiir beachte, dass

(na*w)(l‘)Z/ na(y)(ﬂf—y)dyz/ na(y)wdy—/ ne(y)ydy =z -0,

wobei das zweite Integral 0 ergibt — nach Transformationssatz oder anschaulich.) Dann
ist

. w1 (2x)

i (22))]

eine Abbildung wy : B — 0B mit ws|gp = Id|sp, also von der Art — im Wider-
spruch zum 1. Schritt.

3. Schritt: Angenommen, u : B — B habe keinen Fixpunkt. Dann definieren wir
eine Abbildung w : B — 0B, indem z auf den Randpunkt abgebildet wird, wo der
Strahl ausgehend von u(x) durch = auf 0B trifft. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da
u(z) # x, und stetig. Somit ist sie von der Art — im Widerspruch zum 2. Schritt.

O

wa(z
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5 *Spezielle Themen

Da dieser Abschnitt aus Zeitgrinden nur angerissen wurde, sind grofitenteils lediglich
die Aussagen angegeben. Fiir umfassendes Material: Siehe Literaturliste.

5.1 Extrema unter Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir exemplarisch Minimierungsprobleme, bei denen
zusétzlich zur Randbedingung noch weitere Einschriankungen an die Losung bestehen.
Wir werden sehen, wie hier Lagrange-Multiplikatoren ins Spiel kommen und wie sie sich
in der ELGI wiederfinden.

(a) Nichtlineare Eigenwertprobleme

Als erstes betrachten wir eine Nebenbedingung, die anhand eines Integrals gegeben ist.
Der Konkretheit halber betrachten wir

(5.1) I[w] == ;/UwaF da

mit w = 0 auf QU. Zusétzlich fordern wir, dass
(5.2) J[w] ::/ Gw)dx =0
U

gilt, wobei G : R — R eine gegebene glatte Funktion ist. Wir schreiben ¢ = G’ und
nehmen an, dass mit einer Konstanten C' > 0 die Ungleichungen

(5.3) 19(2)] < C(|2] + 1), also auch  |G(2)] < C(|z]* +1)
gelten. Im Folgenden suchen wir einen Minimierer in:
A= {w e H)U) : Jw] = 0}.
Wir nehmen zudem an, dass U C R" offen, beschrankt und zusammenhéngend ist.

Theorem 5.1 (Existenz eines Minimierers). Angenommen, A # (). Dann existiert ein
ue A mit
Ifu] = min I'[w].
weA

Beweis. Wie iiblich wéhlen wir eine minimerende Folge (ug)reny C A mit

I = inf T|w].
[we] = m = inf Ifw]

Dann finden wir eine schwach konvergente Teilfolge

ug; —u in H(U)
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mit [{u] < m (I ist schwach unterhalbstetig). Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen,
dass J[u] = 0 gilt. Da die Einbettung Hj(U) C L*(U) kompakt ist, gilt up, — u in
L?(U). Folglich ist

Tl = | T — T | < /U G () — Gluy,)| da

<[ @l u— | do
U N——
=lg()|SCAHENZC-+ul+|ux;|)

< Ol = i [ |11 + Tl + s || = 0.

Dabei haben wir den Mittelwertsatz, die Abschétzung (5.3)), die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und
|1+ [ul + |ug, ||| < OO+ [Jull + [Ju,||) < C,da u,uy, € H(U),

verwendet. 0
Wir betrachten als néchstes die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung.

Theorem 5.2 (Lagrange-Multiplikatoren). Angenommen, u € A erfillt

Iu] = wmelgl[w]

Dann existiert A € R, sodass gilt:

(5.4) /UDu - Dvdx = )\/Ug(u)v dz Vv € HY(U).

Bemerkung. Das bedeutet, u ist eine schwache Losung des nichtlinearen Randwertpro-
blems

(5.5)

—Au=MAg(u) inU,
u=20 auf U,

wobei A den Lagrange-Multiplikator bezeichnet, der zur Nebenbedingung J[u] = 0
gehort.

Beweis. 1. Schritt: Wir withlen v € H}(U). Zunéchst nehmen wir an,

(5.6) gu) #0 inU,

d.h., g(u) ist nicht f.ii. gleich 0. Dann kénnen wir eine Funktion w € Hg(U) so wiihlen,
dass

(5.7) /Ug(u)w dz # 0.
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Nun betrachten wir j(7,0) := J[u + 7v + ow| = [; G(u+ v + ow) dz fir 7,0 € R.
Offenbar ist j(0,0) = [ G(u) = 0. AuBerdem ist j eine C'-Funktion mit

(T,O’)Z/Q(U—FT’U—}—O’M)’Udl’, - T,U)z/g(u—i—ﬂ)—kmu)u;dm.
U U

Gleichung (5.7) impliziert, dass %(0, 0) # 0. Also kénnen wir den Satz iiber implizite
Funktionen anwenden und erhalten eine C''-Funktion ¢ : R — R mit

0(0) =0, j(r,0(1))=0 fir || < 1.

Leiten wir die Relation ab, so erhalten wir

(1 p(r)) + S, p(r))l(r) =,
also
1oy fU g(u)vdx
PO = s ds

2. Schritt: Nun setze w(7) := 7v + ¢(7)w (fiir kleines 7) und schreibe i(7) := I[u +
w(7)]. Bsist J[u+w(7)] = 0, also w(7) € A. Also hat die C*-Funktion i(-) ein Minimum
bei 7 = 0. Daher gilt:

0=14(0) = /U(Du + 17Dv + ¢(1)Dw) - (Dv + ¢' (1) Dw) dz|,—o
= / Du - (Dv + ¢'(0) Dw) dz.
U

Wir definieren jetzt
_ JyDu-Dwdx

A= ng(u)w dx

und erhalten die gesuchte Gleichung

/ Du - Dwdx = )\/ gluyvdr Yo € HYU).
U U
3. Schritt: Nun nehmen wir an, anstelle von (5.7)) gelte

g(u) =0 fi. inU.

Indem wir g durch beschrénkte Funktionen approximieren, finden wir DG (u) = g(u)Du =
0 f.ii. Daher ist G(u) = const f.ii., denn U ist zusammenhéngend. Aus J[u] = [;; G(u) =0
folgt somit G(u) = 0 f.ii. Da u = 0 auf dem Rand gilt, folgt nun G(0) = 0. Aber dann
muss v = 0 f.ii. sein, denn andernfalls wire I[u] > I[0] = 0, also u kein Minimierer. Da
g = 0 f.i. gilt, ist Gleichung trivialerweise fiir jedes A € R erfiillt. O
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(b) Inkompressibilitdt: Stokes-Problem

Nebenbedingungen kénnen sich auf recht unterschiedliche Weise auf die ELGI auswirken.
Wir schauen uns ein weiteres Beispiel an. Fiir die stationdre Verteilung einer homogenen
Fliissigkeit im Gebiet U C R? betrachtet man

1
I[w] ::/ 3 |Dw|* — fwdz,
U

wobei w das Geschwindigkeitsfeld und f eine gegebene externe Kraft ist. Eine inkom-
pressible Fliissigkeit erfiillt divw = 0, also ist die Menge der zuldssigen Funktionen

A={we H)(U;R®) : divw = 0} .

Mit den {iblichen Methoden l&sst sich die Existenz eines eindeutigen Minimierers zeigen.
Besonders interessant ist hierbei, wie sich die Nebenbedingung auf die ELGI] auswirkt.

Theorem 5.3 (Druck als Lagrange-Multiplikator). FEs existiert eine skalare Funktion
pe L? (U), sodass

loc
/ Du: Dvdzx = / pdive + fode
U U
fiir alle v € HY(U;R®) mit kompaktem Triger in U gilt.
Das bedeutet, (u,p) ist eine schwache Losung des Stokes-Problems
—Au=f—Dp inU,

diveu=0 1in U,
uw=0 aufoU.

Mit anderen Worten: Die Funktion p ist der zur Nebenbedingung divu = 0 gehorige
Lagrange-Multiplikator.

Beweis. Siehe [5, 8.4.4]. 0

5.2 Sattelpunkte und das Mountain-Pass-Theorem
(a) Motivation: Morse-Index und Gestalt der Levelsets

Wir betrachten die Oberfliche eines Torus H := T2 C R3, der aufrecht auf der z-y-Ebene
steht, und die entsprechende Hohenfunktion I : T — R u := (z,y,2) — 2.

Wir untersuchen nun kritische Punkte dieses Funktionals, d.h. Punkte u € T2 mit
I'lu] = 0. (Um das konkret zu tun, miissen zunichst geeignete Koordinaten gewéhlt
werden.) Der Funktionswert I[u] bei einem solchen u heifit kritischer Wert. Bei einem
kritischen Wert ¢ € R gilt also

K.:={ue H:Iu]=cI'ul=0}+#0.
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Wir sehen hier, dass I genau vier kritische Punkte u;,? = 1,...,4, hat und diese ent-
sprechen vier kritischen Werten ¢ < ¢ < ¢3 < ¢4, ¢; := I[u;]. Wir untersuchen nun den
Zusammenhang zwischen dem Morse-Index von I bei u; und den Sublevelsets

Ao ={ue H:Iu] <c}

fiir ¢ € R. Natiirlich ist A. = (), wenn ¢ < 0. Nun betrachten wir die Mengen A, fiir
wachsendes c. Hierfiir stellen wir uns vor, der Torus werde mit Wasser bis zur Hohe ¢
gefiillt, und wir betrachten die ,,topologische Gestalt* des Teils der Torusoberfliche, die
von Wasser bedeckt ist, d.h., wir betrachten den Homéomorphie-Typ der Sublevelsets.
Offensichtlich (siehe Skizze) passiert genau dann eine topologische Verédnderung von A,
wenn ¢ einen kritischen Wert durchliuft. (k-Zelle = B¥ = Ball in R¥) In der folgen-
den Tabelle beschreiben wir das: Links findet sich jeweils der Typ von A, (~ bedeutet
homotopiesiquivalent), rechts finden sich die Morse-Indizes.

cy <c A. =T

. 2

c3<c<cy | Ac ~ ,Rohr mit 1 Henkel* 24 1
co <c<ecg | Ac~ ,Korb mit 1 Henkel® 3

2 CQ ].

1 <c<ce A.=B - lo
c< e Ac=10 !

Wir kénnen hiermit den ,,Hauptsatz der Morse-Theorie* bestétigen, nédmlich:

o Ist ¢ kein kritischer Wert, dann sind A4, und A._. homotopiedquivalent (das ist
schwiicher als homéomorph).

o Fiir einen kritischen Wert ¢ mit einem kritischen Punkt mit Morse-Index k ent-
steht A.,. aus A._. durch , Anheften einer n — k-Zelle B« (bis auf Homoto-
piefiquivalenz).

Um die erste Aussage zu beweisen, wird folgende Anschauung zu einem rigorosen Argu-
ment ausgebaut: Ist ¢ kein kritischer Wert, dann untersuche, wie sich die Punkte in A._.
verhalten, wenn ,,der Wasserpegel steigt®, d.h., wenn wir von ¢ — € zu ¢ + € iibergehen.
Mathematisch entspricht dies der Untersuchung der Trajektorien der ODE & = VI(x)
(sogenannter Gradientenfluss). Da das Vektorfeld abseits von Fixpunkten parallelisiert
werden kann, ist der zugehorige Fluss ein Diffeomorphismus. Dann sind die Mengen A._.
und A4 homéomorph. Fiir eine Einfithrung in die Morse-Theorie: Siehe Milnor [9].

(b) Kritische Punkte und Deformationen

Wir wenden uns jetzt der Untersuchung von kritischen Punkten zu, die im Allgemeinen
keine Minimierer sind. Solche Probleme treten insbesondere bei nach oben und unten
unbeschrinkten Funktionalen I auf. Hintergrundwissen findet sich bei Struwe [10].
Beispiel: Die PDE
—Au=|u""u
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ist die ELGI zu dem nach oben und unten unbeschriankten Funktional

Z'r—l—l

r+1°

1 2 1 1 . 1 2
Iw) = [ = |Dwf* — —— |w"* d ¢ L _Lle
[w] /U 5 | Dw| 1 |w] r mit L(x,z,p) 5 p|

Im Folgenden sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm ||-||. Wir be-
trachten ein nichtlineares Funktional I : H — R.

Definition. [ ist differenzierbar bei u € H, wenn es ein v € H gibt, sodass gilt:
Ywe H: Tw] =1ul+ (v,w—u)+ o||w— ul).

Das Element v ist eindeutig, falls es existiert, und wir schreiben dann: I'[u] = v.

Wir schreiben I € C, wenn: (i) I'[u] existiert fiir alle w € H, (ii) die Abbildung I’ :
H — H ist stetig, (iii) die Abbildung I’ : H — H ist Lipschitz-stetig auf beschrinkten
Teilmengen von H.

Bemerkung. Die Forderung (iii) wire nicht notwendig, aber vereinfacht die Beweise.
Erfiillt 7 nur die Forderungen (i) und (ii) schreibt man I € C'(H;R).

Fiir ¢ € R schreiben wir weiterhin
Keo={ue H:Iul=c,I'lu=0} und A.:={ueH:Iu]<c}.

Definition. (i) Wir nennen u € H einen kritischen Punkt, wenn I'[u] = 0.
(ii) Wir nennen ¢ € R einen kritischen Wert, wenn K. # ().

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass in der vorliegenden Hilbertraum-Situation immer
noch A._. und A, die gleiche topologische Gestalt haben, wenn ¢ kein kritischer Wert
ist. Die Beweisidee besteht wiederum in der Betrachtung des Gradientenflusses.

Definition. Ein Funktional I € C erfiillt die Palais-Smale-Kompaktheitsbedingung (PSK),
wenn jede Folge (ug)ren € H mit

o {I[ug]}ren ist beschrénkt
o I'lug] = 0in H
eine konvergente Teilfolge besitzt.

Theorem 5.4 (Deformationstheorem). Angenommen, I € C erfillt die (PSK) und K, =
(). Dann gibt es fiir jedes hinreichend kleine € > 0 eine Konstante 6 € (0,¢) und eine

Funktion (,Homotopie)
ne C([0,1] x H; H),

sodass die Abbildungen ni(u) := n(t,u) folgende Figenschaften haben:
(i) no(u) = u fiir alle w € H,
(ii) n1(u) = u fir alleuw & I"[c —e,c+ €],
(iii) I[ne(u)] < Iul,
(iv) me(Acys) C Aces-
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(c) Das Mountain-Pass-Theorem

Als Anwendung des Deformationstheorems werden wir nun einen Satz behandeln, der
die Existenz eines Sattelpunkts garantiert.

Theorem 5.5. Angenommen, I € C erfillt (PSK). Auferdem gelten:
(i) I[0] =o0.
(ii) Es gibt Konstanten r,a > 0, sodass I[u] > a gilt, falls ||u|| = r.
(iii) Es gibt ein v € H mit ||v]| > r,I[v] < 0.
Wir definieren
I':={g € C([0,1]; H) : g(0) = 0,9(1) = v}.
Dann ist

= inf I
= inf o 1009

ein kritischer Wert von 1.

Anschaulich bedeuten die Voraussetzungen, dass es in der I-Landschaft bei 0 eine
Senke gibt, die von einer Bergkette umgeben ist. Auflerdem gibt es ,jenseits der Berge*
eine weitere Senke v, die nicht hoher als 0 liegt. Die Wege, die 0 und v verbinden, fithren
notwendig iiber den Bergpass. Betrachtet man entlang jedes Wegs das Maximum von I,
dann liefert das Infimum {iber alle Wege einen kritischen Wert von 1.

(d) Anwendung auf eine semilineare elliptische PDGI

Wir kommen nun zu einer Anwendung des Mountain-Pass-Theorems auf eine semilineare
elliptische Gleichung, die zu einem indefinite Funktional gehort.

Theorem 5.6. Sei f eine glatte Funktion und mit einem 1 < p < "2 und einer

n—2
Konstanten C' > 0 gelte
f() <O+ [2P), |f(2)] < C+]zP7
.. .. . 1
fiir alle z € R. Auflerdem gelte fiir ein 0 <y < 3

0SFE) <vf(@n PG = [ fs)ds
0
Schliefilich gebe es 0 < a < A, sodass
alol"" < |F(2)] < Al

Dann besitzt das Randwertproblem

—Au= f(u) nU,
u=0 aufoU,

eine schwache Lisung u % 0.

Insbesondere die oben erwiihnte Gleichung —Awu = |u|" ! u fillt unter dieses Theorem.

o7



5.3 Anwendung auf travelling waves der KdV-Gleichung
(a) Vorbemerkung und Hamiltonsche Struktur

Im Kontext von travelling waves treten Variationsprobleme auf, zum Beispiel bei der
Korteweg-deVries-Gleichung

(5.8) atU — _ax(UQ) - am:mUa

die unter anderem als Modellgleichung fiir nichtlineare Wasserwellen in einem Kanal
dient. Wir werden nun die Existenz und Stabilitdt von Solitonen betrachten. Dabei
handelt es sich um beidseits abklingende travelling waves.

Praktischerweise gehen wir zu mitbewegten Koordinaten (¢, = x — ¢t) iiber, d.h.,
wir setzen U(t,x) = u(t,§), wobei ¢ die noch nicht bestimmte Geschwindigkeit eines
gesuchten Solitons ist. Dadurch wird aus

(5.9) 8tu == Cagu - 85(u2) - 8555u = ag(cu - u2 - 8§§u).

Diese Gleichung ist ein Beispiel eines unendlich-dimensionalen Hamiltonschen Systems
oder einer Hamiltonschen PDGI. Die Gleichung lésst sich ndmlich als

(5.10) ur = JH.[u]

schreiberﬂ mit dem (beziiglich des L2-Skalarprodukts) schiefsymmetrischen Operator
J = 0¢ und der Energie
1 1 c
H.[u] = /]R 5(u%)2 — §u3 + §u2 dz.
Dann ist tatséchlich
Hfu] = —(geu +u? — cu).

C

(b) Existenz von Solitonen

Solitonen sind abklingende travelling waves, also Losungen der Form wu(t,&) = ¢°(&),
d.h., in den Koordinaten (t,£) sind sie stationér. Also erfiillen sie

0= JH.[p ]

Durch Integration und unter Verwendung des Abklingens (d.h. Integrationskonstante
= 0) findet man also die (sogenannte Profil-)Gleichung

0= Hé(gpc),

'Ein endlich-dimensionales Hamiltonsches System hat die Gestalt

(;)t - (—01 é) VapH(g;p)-

Setzt man u = (¢,p) und J = (44 '§'), dann findet man formal dieselbe Struktur in (5.10) wieder.
Wenn J die symplektische Standardmatrix ist, nennt man das Hamiltonsche System kanonisch. In
der angegbenen Version ist die KdV-Gleichung kein kanonisches Hamiltonsches System.
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d.h., Solitonen sind stationéire Punkte des Funktionals H.! Mit der unten eingefiihrten
Bezeichnung H. = H — ¢l kann man das auch so ausdriicken: Solitonen sind Extrema
von H unter der Nebenbedingung I = const, wobei ¢ als Lagrange-Multiplikator auftritt.

Um diese Gleichung konkret zu losen, betrachtet man das entsprechende ebene dyna-
mische System und stellt fest, dass dieses selbst hamiltonsch ist. Ein Soliton entspricht
dann einem homoklinen Orbit, der (0,0) mit sich selbst verbindet. Auf diese Weise findet
man fiir jedes ¢ > 0 eine Schar von Solitonen p*° = %°(- + §) mit § € R, wobei ¢ das
Profil des einzigen symmetrischen Solitons sei. In Formeln:

() = o sech” (\Qf ) .

Im Folgenden lassen wir den Querstrich weg.

(c) Stabilitat von Solitonen

Um die Stabilitdt (im Sinne von: Bleiben Losungen, die in der ,N#&he“ von ¢ starten,
fiir alle Zeiten in der Nihe?) zu untersuchen, kommt zunéchst die Frage auf, ob das
Soliton ein Minimum von H, ist, d.h., ob H/[¢] positiv definit ist. In diesem Fall wiren
Losungen, die in der Néhe starten, innerhalb des Paraboloids gefangen und wiirden in
der Néhe bleiben.

Jedoch ist das nicht der Fall, denn: Leitet man die Profilgleichung H/[¢°] = 0 nach &
ab, so erhélt man H'[p°|0¢¢° = 0. Also ist 0 ein Eigenwert von H/[¢°]. Da es sich um
einen Sturm-Liouville-Operator handelt und die zugehorige Eigenfunktion d:¢¢ genau
eine Nullstelle besitzt (¢¢ besitzt genau ein lokales Extremum), gibt es genau einen
kleineren Eigenwert p < 0, der zudem einfach ist.

Andererseits sind die Bestandteile von H. = H — ¢l, namlich

Hlu] = / }(ux)z - 1u3 dz, Iu] = / —lu2 dz,
R 2 3 R 2

Erhaltungsgrofien der PDGI. Deshalb geniigt es fiir die Betrachtung der Stabilitdt, das
Verhalten von H, in der Nahe von ¢ eingeschriankt auf die Menge I = const zu studieren.
Fiir die Stabilitdt geniigt es zu wissen:

Wenn (I'[¢], 1) = 0, dann (H/1),4) > 0.
Das bedeutet, die Hyperfliche (I'[¢])* ,trifft“ den Kegel {v : (H”v,%) < 0} nicht.
Geméf Grillakis et al. [I2] ist das — unter hier erfiillten Annahmen, insbesondere, dass
Kern und negativer Eigenraum eindimensional sind — genau dann der Fall, wenn das
sogenannte moment of instability

m(c) :== H.[¢] konvex ist, d. h., wenn m"(c) > 0.

Fiir die KdV-Solitonen lésst sich das in der Tat nachrechnen (das Soliton ist explizit
gegeben). Modifiziert man die Nichtlinearitdt der KdV-Gleichung und betrachtet die
verallgemeinerte KdV-Gleichung

(5.11) U = —,(UP) — DypaU
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mit p > 2, dann bleibt die Existenz von Solitonen bestehen, aber ihre Stabilitit hingt
von p ab. Durch Berechnung von m(c) findet man, dass die Solitonen genau dann stabil
sind, wenn p < 5 ist. Das wurde von Pego & Weinstein [13] gezeigt.

Interessanterweise hat man hier also die Untersuchung der Stabilitdt von Solitonen
auf die Untersuchung einer skalaren Funktion m(c) zuriickfithren kénnen. Verallgemei-
nerungen auf Oberflichenwasserwellen oder interne Wasserwellen sind denkbar.
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