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Vorwort

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt der Vorlesung ,, Kontrolltheorie fiir zeitab-
héngige partielle Differentialgleichungen”, gehalten im Sommersemester 2014 an
der Universitdt Konstanz, wieder und gibt einen Uberblick iiber kontrolltheoreti-
sche Aspekte zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen. Wird ein unendlich-
dimensionales dynamisches System mit Hilfe einer partiellen Differentialgleichung
modelliert, so stellt sich oft die Frage, ob und wie man sein Verhalten durch die Vor-
gabe sogenannter Eingangsgroflen von auflen steuern kann, um einen gewiinschten
Zielzustand zu erreichen oder ein Kostenfunktional zu minimieren, oder um anhand
von Messwerten oder Beobachtungen nicht messbare Gréflen bzw. Zusténde zu re-
konstruieren. Diese und weitere Fragestellungen treten bei vielen Anwendungen in
den Naturwissenschaften, der Technik, den Wirtschaftswissenschaften usw. auf.

Nach einem Einfiithrungskapitel iiber die endlichdimensionalen Systeme werden all-
gemeine funktionalanalytische Methoden aus der Halbgruppentheorie, spektrale Me-
thoden und wichtige Resultate fiir elliptische Probleme mit inhomogenen Randbe-
dingungen vorgestellt und anschliefend bei der Untersuchung parabolischer und hy-
perbolischer PDGL sowie gekoppelter Systeme auf Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit,
Stabilisierbarkeit, Entdeckbarkeit sowie optimale Steuerung angewendet.

Die Vorlesung richtete sich an Studierende des Hauptstudiums, insbesondere des
sechsten Semesters, in den Bachelor-, Master- oder Diplomstudiengéigen Mathema-
tik, Mathematische Finanzékonomie und Physik mit elementaren Vorkenntnissen
aus der Theorie partieller Differentialgleichungen.

Ein besonderer Dank gilt Frau Dipl.-Math. Karin Borgmeyer und Herrn Dipl.-Math.
Marco Ritter fiir das Korrekturlesen des Skriptes und zahlreiche Verbesserungsvor-
schlage. Die moglicherweise noch enthaltenen Tippfehler sind allerdings ein Ver-
schulden des Verfassers, fiir welche es um Entschuldigung gebeten wird.

Konstanz, den 4. August 2014 Michael Pokojovy



1. Einleitung

Die (mathematische) Kontrolltheorie ist eine angewandte mathematische Disziplin,
welche sich nach herrschender Meinung in die Kybernetik (als Teil der interdis-
ziplindren Wissenschaft Systemtheorie) eingliedern ldsst. Obwohl die Bezeichnung
,Kontrolltheorie” gewissermafien ein Anglizismus ist, welcher dem englischen Ter-
minus ,,control theory” enstammt, wird dieser Begriff mangels eines addquateren
deutschen Fachausdrucks zunehmend in den Fachkreisen akzeptiert. Die historischen
Bezeichnungen ,,Regelungstheorie”, |, Technische Kybernetik” oder , Steuerungswe-
sen” werden jedoch in den Technik- und Ingenieurwissenschaften, in der Kybernetik?
und in den Informationswissenschaften sowie den Wirtschaftswissenschaften immer
noch weitgehend gebraucht.

Allgemein gesprochen, befasst sich die Kontrolltheorie mit der Steuerung oder Re-
gelung dynamischer Systeme, wobei es darum geht, ein System iiber die Steuerva-
riablen so zu beeinflussen, dass deren Verhalten einem vorgegebenen Muster oder
Plan moglichst nahe kommt (vgl. [4, Kapitel 1]).

Bei den Kontrollsystemen unterscheidet man im Wesentlichen zwischen den folgen-
den zwei Typen:

e ,.open loop”-Systeme: Diese kann man sich als dynamisches Objekt vorstel-
len, das mit seiner Umgebung in doppelter Wechselwirkung steht. Einerseits
wirkt die Umgebung iiber die Eingangsgrofie u auf das System ein. Anderer-
seits wirkt das Systen iiber die Ausgangsgrofie y auf seine Umgebung zuriick.
Da sich der Systemparameter v innerhalb gewisser Grenzen nach eigenem Be-
lieben variieren lédsst, kann man ihn dazu verwenden, das System zu steuern,
weshalb er auch Steuerungsgréfie genannt wird.

Umgebung

Eingang Ausgang
System
u )

Abbildung 1: Ein ,,open loop”-Kontrollsystem

e ,.closed loop”-Systeme: Diese bestehen aus einem Regler und einem zu re-
gelnden System, welches man Strecke nennt. Die Verbindung zwischen dem

YKybernetik (kvBepriTns — griechisch: Steuermann, Regler), eingefiihrt um 1945 von Norbert
Wiener, ist eine naturwissenschaftliche Disziplin, die sich mit der Steuerung und Regelung von
Maschinen, lebenden Organismen und sozialen Organisationen befasst.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



4 1 FEinleitung

Regler und der Stecke wird als Regelkreis oder geschlossener Kreis bezeichnet.
Die Aufgabe des Reglers besteht darin, die Strecke zu beobachten und diese
Beobachtung in ein Steuersignal so umzuwandeln, dass die iiber die Referenz-
grofle gelieferten Zielvorgaben an die zu kontrollierende Variable méglichst
genau erfiillt sind.

Referenzgrofie——— Regler Strecke H%%rligggoﬂierende

beobachtete
Variable

Abbildung 2: Ein , closed loop”-Kontrollsystem (Regelkreis)

1.1. Hintergriinde, Historische Entwicklung und
Anwendungsgebiete

Als Geburtsstunde der Kontrolltheorie (damals noch Regelungstheorie) gilt das Jahr
1868, in dem Maxwell? seine Arbeit ,On Governors™ (,,Uber Regler”) veroffentlicht
hat. Gleichwohl sei angemerkt, dass man sich mit primitiver Regeltechnik bereits in
der Antike beschéftigt hatte, was sich spatestens mit dem 3. Jahrhundert vor unserer
Zeitrechnung datieren ldsst. Aus dieser Zeit stammen die zahlreichen Erfindungen
von Ktesibios? wie z.B. die Wasseruhr mit Zahnradgetriebe oder der Wasserstands-
regler, welche uns durch sein Werk ,,Ilepi Twv mvevparikor” (,Pneumatik”) sowie
aus den spéteren Uberlieferungen des Heron von Alexandria® bekannt sind.

Zu den Vorldufern der Kontrolltheorie zéhlt auch die Variationsrechung, welche ihren
Ursprung in der Arbeit ,Acta Eruditorum” von Johann Bernoulli® aus dem Jahre
1696 findet. Letztere befasste sich mit dem 1638 von Galilei” formulierten Brachi-
stochrone®-Problem, bei welchem nach einer reibungsfreien Bahn zwischen einem
Anfangs- und einem gleich hoch oder tiefer gelegenen Endpunkt, auf der ein Mas-
senpunkt unter dem Einfluss der Gravitationskraft am schnellsten zum Endpunkt
gleitet, gesucht wird. Der Losungsansatz basierte auf der von Newton® erfundenen

2James Clerk Maxwell, 13. Juni 1831 — 5. November 1879.

3J.C. Maxwell: On Governors. In: Proceedings of the Royal Society of London, vol. 16. London
1868, pp. 270-283.

4Ktesibios aus Alexandria (Agypten), gelebt in der ersten Hélfte des 3. Jahrhunderts v. u. Z.

SHeron von Alexandria (genannt Mechanicus), genaue Lebensdaten unbekannt, vermutlich 1.
Jahrhundert n. u. Z.

6Johann Bernoulli, 6. August 1667 — 1. Januar 1748.

"Galileo Galilei, 15. Februar 1564 — 8. Januar 1642.

8Qriechisch: BpdxioTol - kiirzeste, xpovoC - Zeit.

9Tsaac Newton, 4. Januar 1643 — 31. Msrz 1727.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



1.1 Hintergriinde, Historische Entwicklung und Anwendungsgebiete 5

und in seinem berithmten Werk . Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”
aus dem Jahre 1687 beschriebenen Infinitesimalrechnung. Dem Brachistochrone-
Problem gingen zwar das von Euklid! in seinem Werk ,Yrovxeia” (,,Elemente”)
geloste Problem nach der kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten sowie das
von Zenodoros' in ,Ilepl loomeipérpwr oxnudTwr” (,Uber isoperimetrische Fi-
guren”) studierte Didosche!'? Problem voraus, diese wurden aber in erster Linie nur
aus geometrischer Sicht betrachtet.

Im Jahre 1744, also 48 Jahre nach Bernoullis ,,Acta Eruditorum”, befasste sich
Euler'® mit einem allgemeineren Minimierungsproblem fiir das Funktional

J(z) = /0 L(t, z(t), #(£))dt (1.1)

unter zusédtzlichen Randbedingungen an x, zu dessen Losung er seine bekannte Eu-
lersche Gleichung, heute Euler-Lagrange!*-Gleichung genannt, herleitete. Diese Me-
thode wurde danach von Lagrange zur sogenannten d-Rechnung weiterentwickelt,
wobei man unter § die Variation des Funktionals, d.h. die Gateaux!®-Ableitung,
versteht. Die eigentliche Bezeichnung , Variationsrechnung” ist erst 1756 nach Eu-
lers Vortrag an der Koniglich-Preuflischen Akademie der Wissenschaften in Berlin
entstanden.

In den 50er Jahren des letzten Jahrhunderts erfuhr die Variationsrechnung revoluti-
ondre Transformationen, was zur Abzweigung der ,,optimal control theory” (Theo-
rie der Optimalen Steuerung oder Optimale Kontrolltheorie) zu einer unabhéngigen
Disziplin fiihrte. So hat Bellman'® anstatt des Funktionals (1.1) ein Minimierungs-
problem fiir das von einem Kontrollparameter u € U abhéingige Funktional

J(z,u) = /o g(t,z(t),u(t))dt + G(x(T)) (1.2)
unter der dynamischen Nebenbedingung
(t) = f(t,x(t),u(t)) fir t € (to,T), x(ty) = xo (1.3)

betrachtet und dafiir sein Optimalitatsprinzip hergeleitet, welches heute als Hamil-

0Fuklid von Alexandria, gelebt im 3. Jahrhundert v. u. Z.

HZenodoros, gelebt im 2. Jahrhundert v. u. Z.

12Dido (auch Elissa oder Elyssa) war der Griindungslegende Karthagos nach eine phonizische
Prinzessin. Nach Virgils Erzdhlung in seiner ,, Aeneis” (ca. 20 v. u. Z.) hatte ihr der Numidierkénig
Tarbas so viel Land versprochen, wie sie mit einer Kuhhaut umspannen konnte. Sie hat die Aufgabe
dadurch gelost, dass sie die Kuhhaut zu einem Seil gemacht und damit einen Kreis geformt hatte.

13Leonhard Euler, 15. April 1707 — 18. September 1783.

14 Joseph-Louis de Lagrange, 25. Januar 1736 — 10. April 1813.

15René Eugene Gateaux, 5. Mai 1889 — 3. Oktober 1914.

16Richard Bellman, 29. August 1920 — 19. Miirz 1984.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



6 1 Einleitung

ton'’-Jacobi'®-Bellman-Gleichung bekannt ist. Diese lautet
V(x,t) = —min (VV(z,t)- f(t,z,u) + g(t,z,u)) = —p(t,z), V(z,T)=G(z),

wobei V' die sogenannte ,value function” oder indirekte Nutzenfunktion ist. Der
Wert V (z, ty) entspricht dem Minimum des Funktionals .J, welches fiir die optimale
Trajektorie z* als Losung zu

T = f(tax(t)7ﬂ(t7x)) fir ¢ € (thT)7 x<t0) = o
sowie die optimale Kontrolle

u*(t) == p(t, 2"(t))

erreicht wird. Diese Minimierungsmethode wird oft Dynamische Programmierung!®
genannt.

Eine Reihe weiterer wichtiger Resultate wurde 1962 von Pontryagin?® und seinen
Mitarbeitern und Mitarbeiterinnen erzielt. So liefert das Pontryaginsche Prinzip eine
notwendige Optimalitdtsbedingung fiir das Kontrollproblem (1.2)-(1.3). Konkret
besagt es in seiner einfachsten Form: Ist u* € U eine optimale Kontrolle und z* €
C*([to, T]) die zugehorige optimale Trajektorie, so muss fiir das Hamilton-Funktional

H(z, M\, t) = M) f(z,u,t) + g(t, . u)
die Sattelpunktungleichung
H(z*(t),u"(t),\"(t),t) < H(z*(t),u, \*(t),t), Yuel, telty,T]
gelten, wobei A\* die optimale Kozustandstrajektorie bezeichnet.

In den letzten Jahrzehnten wurden die meisten obiger Resultate auch auf partielle
Differentialgleichungen, stochastische (partielle) Differentialgleichung etc. iibertra-
gen.

Die Anwendungsgebiete der Kontrolltheorie sind sehr zahlreich und vielfaltig. Dazu
zdhlen insbesondere:

e Technik und Ingenieurwissenschaften: Steuerungs- und Regelungsaufgaben in
der Luft- und Raumfahrt, Steuerung der Prozesse industrieller Fertigung (in
chemischen Anlagen, Kernreaktoren u.a.), Stabilisierung elektrischer Netzwer-
ke, Steuerung von Robotern, Manipulatoren und anderen Maschinen etc.

1"William Rowan Hamilton, 4. August 1805 — 2. September 1865.

18Carl Gustav Jacob Jacobi, 10. Dezember 1804 — 18. Februar 1851.

9Eine bekannte Anekdote besagt, dass diese Namensgebung der Tatsache zu verdanken ist, dass
es in den 50er Jahren viel einfacher war, Finanzierung vom US-Militér fiir Computerprojekte als
fiir mathematische Forschungthemen zu bekommen. Andererseits konnte der Begriff ,, Programm”
den Terminus ,,Operation” aus der Operationsforschung im Hintergrund haben.

20Lev Semenovich Pontryagin, 3. September 1908 — 3 Mai. 1988.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



1.2 Zentrale Begriffe und Fragestellungen 7

e Experimentelle Naturwissenschaften: Hochenergiephysik (Aufrechterhaltung
konstanter Bedingungen iiber einen lingeren Zeitraum), Rekonstruktion nicht-
beobachtbarer Groflen, Parameterschéitzung, inverse Probleme usw.

e Informatik und Informationswissenschaften: Steuerung der Datenfliisse, Si-
gnalverarbeitung und -steuerung etc.

e Wirtschafts- und Sozialwissenschaften: Optimale Steuerung der Wirtschafts-
und Finanzprozesse, Differentialspiele, Risikomanagement und -hedging, Ko-
ordination der Sozialprozesse, Vorhersage, Planung der sozialwirtschaftlichen
Abléufe usw.

e Biologie und Medizin: Steuerung und Beobachtung der Populationsdynamik,
Steuerung und Beobachtung von Epidemien und Epizootien, Planung und
Steuerung von Heileingriffen und Therapien, Steuerung und Beobachtung phar-
makokinetischer und -dynamischer Prozesse, nichtinvasive Diagnostik usw.

1.2. Zentrale Begriffe und Fragestellungen

Sei I C R ein Intervall mit to € I und seien X, U Banach?'réume. Ferner seien
f: I xX xU — X und x € X. Die Kontrolltheorie beschéftigt sich mit dem
abstrakten Cauchyproblem

y(t) = f(ty(@),u(®)) fir t € I, y(to) = =, (1.4)

dessen rechte Seite von einem Parameter w: I — U abhéngt, welchen wir die Kon-
trolle, die Steuerung, den FEingang, die Strategie oder das Input nennen werden.
Da die Kontrollfunktionen sowohl gewisse technische Bedingungen (z.B. Integrier-
barkeit) erfiillen als auch weitere gewiinschte Eigenschaften besitzen miissen (z.B.
Posititivitat, Beschréanktheit usw.), wird iiblicherweise vorausgesetzt, dass u € U
gilt, wobei U C Ul := {f|f: I — U} die Menge der Eingangsfunktionen heifit.
Die zugehorige Losung y: I — X, falls sie in einem entsprechenden Sinn existiert,
heifit die Zustandsvariable und wird in machen Quellen auch Augang oder Output

genannt. Der Raum X wird gelegentlich als Zustandsraum bezeichnet.

Obwohl diese Fragestellung eine gewisse Verwandtschaft mit der klassischen Theorie
parameterabhéngiger gewohnlicher Differentialgleichungen aufweist, bei denen der
Parameter u seine Werte in einer endlichdimensionalen Menge annimmt, z.B. X =
R" U =R"™,

y(t) = f(t,y(@t),u) fir t € I, y(ty) = =,

ist die Problematik der Kontrolltheorie von anderer Natur, da der Raum U nun in
der Regel unendlichdimensional ist.

21Stefan Banach, 30. Mirz 1892 — 31. August 1945.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



8 1 Einleitung

Im Wesentlichen unterscheidet man bei den Kontrollfunktionen zwischen den fol-
genden zwei Typen:

(i) Die ,open loop”-Kontrollen (Regelungen mit offener Riickfiihrung oder Steue-
rungen) u: I — U sind Funktionen, fiir die die Gleichung (1.4) im gewissen
Sinne — klassisch, stark, mild oder schwach — l6sbar ist.

(ii) Die ,closed loop”-Kontrollen (Regelungen mit geschlossener Riickfiihrung oder
Regelungen) lassen sich dagegen mit einer Abbildung k: X — U assoziieren,
welche man den Feedback oder die Riickkopplung nennt und fiir welche das
Cauchyproblem

y(t) = fly(t), k(y(t))) fir t € I, y(to) = = (1.5)

wohlgestellt ist. Hier hat man formal u := k(y) gesetzt und f als zeitun-
abhéngig angenommen.

1.1 Bemerkung. Neben dem Cauchyproblem (1.4) kénnen auch weitere Klassen
von Gleichungen studiert werden, z.B. Differenzengleichungen

yk-‘rl:f(tk?yk?uk) fﬁrk:oa"w”’v Yo = T,

fiir welche die Menge I diskret ist und die Ableitung formal durch einen Differenzen-
quotienten ersetzt wird, oder stochastische Differentialgleichungen, z.B. in X := R",

dyt = f(ta Yt, ut)dt + g(ta yt7ut)th fir t € I> Yo = T,

wobei (W;)er eine n-dimensionale Brownsche Bewegung bezeichnet und z eine Zu-
fallszall ist. Im Folgenden werden wir uns aber auf Gleichungen vom Typ (1.4)
konzentrieren.

Die zentrale Aufgabe der Kontrolltheorie besteht darin, die Kontrollstrategien so
zu bestimmen, dass das Output gewiinschte Eigenschaften hat. Die Fragestellungen
konnen dabei sehr unterschiedlich sein. Nachstehend werden einige typische Fragen
aufgefiihrt.

e Kontrollierbarkeit oder Steuerbarkeit: Ein Zustand z € X heifit erreich-
bar von x zum Zeitpunkt T" € I, falls es eine ,,open loop”-Kontrolle v € U so
gibt, dass fiir die Ausgangsfunktion y € C°(I, X) die Bedingungen y(t,) = =,
y(T) = z gelten. Liegt diese Eigenschaft fir alle z, z € X vor, so nennt man
das Kontrollsystem (1.4) kontrollierbar oder steuerbar zum Zeitpunkt T. Wenn
dies fiir alle T" € I gilt, so heifit das System kontrollierbar oder steuerbar.

In manchen Situation werden anstelle dieser Eigenschaft auch schwéchere Ana-
loga betrachtet. So heifit ein System Null-steuerbar zum Zeitpunkt T (analog

© Michael Pokojovy 4. August 2014



1.2 Zentrale Begriffe und Fragestellungen 9

Null-steuerbar), falls der Zustand z = 0 aus jedem Anfangszustand x € X
erreichbar ist. Ein System heifit partiell steuerbar zum Zeitpunkt T (analog
partiell steuerbar), falls es eine Projektion P auf einen abgeschlossenen Unter-
raum von X so gibt, dass P oy jeden Zustand z € P(X) erreicht. Das System
(1.4) heiBt approzimativ steuerbar zum Zeitpunkt T (analog approximativ steu-
erbar), falls es zu jedem z € X und jedem & > 0 eine ,,open loop”-Kontrolle
so gibt, dass dass das Output y die Bedingungen y(ty) = z, ||y(T) — z||x < ¢
erfiillt.

e Stabilisierbarkeit: Bei den ,,closed loop”-Kontrollproblemen ist folgende Fra-
ge von besonderem Interesse. Sei I := [tg, 00). Fiir gewisse 7 € X, u € U gelte
f(z,u) = 0. Eine Funktion k: X — U mit k(Z) = u heiBt stabilisierender
Feedback, falls T ein stabiler (bzw. asymptotisch stabiler oder gleichméfig,
z.B. exponentiell, stabiler) stationdrer Punkt des Cauchyproblems

y(t) = fy(1)), k(y(1))) fir t > to, y(to) =2 (1.6)

ist. Wahrend die Frage nach der Stabilitéit bereits in der Theorie gewohnlicher
und partieller Differentialgleichungen zentral war, wird nun zusétzlich gefragt,
ob es fiir das gegebene ¥ eine ,,closed loop”-Kontrolle so gibt, dass das Problem
(1.6) den Punkt Z als stabilen stationdren Punkt hat.

e Beobachtbarkeit: Ein vergleichbar wichtiger Begriff, welcher fiir lineare Sy-
steme mit der Kontrollierbarkeit im Sinne der , Dualitit” eng verwandt ist,
ist der Begriff der Beobachtbarkeit. So wird zu gegebenem ¢ € I nicht der
Zustand y(t), sondern h(y(t)) fiir ein h: X — Y beobachtet oder gemessen,
wobei Y ein weiterer Banachraum ist. Damit betrachtet man die Gleichungen

yt) = f(t,y@),udt)) fir t € I, y(to) =z, (1.7)
w(t) = h(y(t)) fiw t € 1. (1.8)

Gleichung (1.8) heifit Beobachtungsgleichung. Das System (1.7)—(1.8) heifit be-
obachtbar auf I, falls man anhand der bekannten Funktionen u und w auf [
den ganzen Zustand y eindeutig bestimmen kann. Es wird oft noch zusétzlich
gefordert, dass y stetig von (u, w) in gewisser Topologie abhéngt, was sich da-
durch berechtigt, dass sich Beobachtungen oder Messungen in der Praxis nur
mit einer gewissen Genauigkeit durchfiihren lassen.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass manche Systeme durch Beobachtungen
beeinflusst werden, wie z.B. in der Quantenphysik (Heisenbergsche Unschérfe-
relation), Soziologie und Psychologie, Medizin usw. Fiir diese wird Gleichung

(1.7) zu

§(t) = Fty(),ult), w(t) fir t € I, ylty) = = (1.9)
In den meisten physikalischen Anwendungen wird dieser Einfluss jedoch ver-
nachléssigt.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



10 1 Einleitung

e Stabilisierbarkeit eines partiell beobachtbaren Systems: Wenn man bei
einem Stabilisierungsproblem noch zusétzlich fordert, dass der stabilisierende
Feedback nicht von y, sondern von w abhéngt, so wird die Aufgabe noch
komplizierter. Dies fithrt zum ,,closed loop”-System

y(t) = Fly(@), k(hly(1)))) fir t > to,  ylto) = . (1.10)

Die Frage nach Stabilisierbarkeit von (1.10) ist bei partiellen Differentialglei-
chungen (z.B. Randstabilisierung) besonders schwierig.

e Realisierung: Fiir die Gleichung (1.7)—(1.8) wird oft ein Realisierungsproblem
betrachtet, welches wie folgt formuliert wird.

Zu einem gegebenen Anfangswert x € X liefert das System (1.7)-(1.8) eine
Abbildung R: u — hoy, genannt Input-Output-Abbildung. Welche Eigenschaf-
ten hat die Abbildung R? Wann existiert zu einer vorgegebenen Abbildung R
ein System vom Typ (1.7)—(1.8), welches wir Realisierung nennen? Wie lautet
die , einfachste” Form von R?

e Optimale Steuerung: Neben den Fragen stukturellen Charakters tauchen
nicht weniger oft Optimalitatsfragen auf.

So sucht man oft bei sogenannten zeitoptimalen Problemen fiir kontrollierbare
(zu den Zeiten I C I) Systeme nach einer Kontrollfunktion, die das System in
den gewiinschten Zustand z € X zur minimalen Zeit T € I iiberfiihrt. In ande-
ren Situationen sucht man zu gegebenem 7' € I nach einer Kontrollfunktion,
die das Funktional

/0 olt, y(t), u(®))dt + G(y(T))

fiir gegebene Funktionen g: I x X x U — R, G: X — R minimiert. Im Ge-
gensatz zu den aus der Analysis II bekannten Optimierungsproblemen handelt
es sich dabei um eine unendlichdimensionale Optimierungsaufgabe, welche be-
sonders kompliziert ist, falls bereits X und U unendlichdimensional sind, was
z.B. bei partiellen Differentialgleichungen der Fall ist. Diese Fragestellung weist
eine gewisse Ahnlichkeit mit den Variationsaufgaben auf.

e Inverse Probleme: Bei inversen Problemen geht es darum, anhand der Be-
obachtungen, die Funktion f zu bestimmen oder zu schitzen (parametrisch
oder nichtparametrisch). Bei partiellen Differentialgleichungen kann man auch
die Frage nach der Geometrie des Gebietes stellen. Inverse Probleme sind ma-
thematisch sehr anspruchsvoll und oft nicht einmal wohlgestellt, weshalb man
nach entsprechenden Regularisierungen suchen muss.

1.2 Bemerkung. Eine besonders interessante Spezialklasse der Kontrollsysteme
bilden die Differentialspiele, bei welchen die Kontrollfunktion mehrdimensional ist
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und von mehreren Spielern gewéhlt werden darf, die in der Regel eigene egoistische
Strategien verfolgen oder auch Koalitionen bilden kénnen. In diesem Fall kann man
Gleichung (1.4) in der Form

y(t) = f(t,y(t),us(t),...,u,(t)) fir t € I, x(ty) =

schreiben, wobei u; die Strategie des k-ten Spielers bezeichnet. Die gesamte Kon-
trollfunktion (uq,...,u,) nennt man eine Partie, falls sie eine Losung y zulésst.
Zu den typischen Aufgaben der Differentialspieltheorie gehéren u.a. die Suche nach
Gleichgewichten (z.B. nach Nash??) sowie optimalen Strategien usw.

1.3 Bemerkung. Eine Querverbindung zur Kontrolltheorie gibt es auch in der
Statistischen Qualitétssicherung (auch Qualitétskontrolle genannt). Dort wird unter
anderem ein diskreter uni- oder multivariater Zufallsprozess (X¢):—1 ., betrachtet,
fir welchen man mit gewisser Signifikanz o € (0,1) bestimmen muss, ob dieser
stationdr ist, ob alle Zufallsvektoren (modulo einer Transformationsgruppe) eine
vorgegebene gemeinsame Verteilung besitzen usw. Dies kann parametrisch, dabei
mit vorgegebenen Parametern oder retrospektiv, oder nichtparametrisch geschehen.
Interessierte werden auf das Lehrbuch von S. VARDEMAN, J. M. JOBE, Statistical
Quality Assurance Methods for Engineers, John Wiley & Sons, New York (1999)

verwiesen.

1.3. Beispiele
Nachstehend werden einige Anwendungsbeispiele vorgestellt.

1.4 Beispiel (Wattscher®® Regler). Der Wattsche Regler, patentiert im Jahre 1788,
ist ein Fliehkraftregler, also ein Maschinenelement, das die Fliehkraft zur Regelung
der Drehzahl einer Maschine benutzt. Nachstehend wird ein Fliehkraftregler gra-
phisch?* dargestellt. Zur mathematischen Modellierung fiihren wir folgende Bezeich-
nungen ein. Sei J das Tragheitsmoment des Schwungrads einer Dampfmaschine mit
einer Rotationsgeschwindigkeit w. Die grundlegenden Bewegungsgleichungen lauten
dann

Jaot) = u(t) — p(t),

wobei u und p das durch den Dampfablass bzw. die Gewichte entstehende Moment
bezeichnen. Die Rolle des Wattschen Reglers ist es, die Dampfmaschine zu stabili-
sieren, indem eine sogenannte negative Riickkopplung ins System eingebaut werden
soll.

22John Forbes Nash, Jr., geboren am 13. Juni 1928.

23 James Watt, 30. Januar 1736 — 25. August 1819.

24]J. C. Maxwell: On Governors. In: Proceedings of the Royal Society of London, vol. 16. London
1868, pp. 270-283. Quelle: Wikimedia Commons.
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Abbildung 3: Wattscher Fliehkraftregler

Technisch gesehen, besteht ein Wattscher Regler aus zwei Hebeln, die symmetrisch
zueinander an einer vertikalen Stange befestigt sind und an deren Enden zwei Ge-
wichte jeweils der Masse m fixiert sind (vgl. Abbildung® 4). Die Stange drehe sich
mit einer konstanten Geschwindigkeit v > 0 um die vertikale Achse. Mit ¢ bezeich-
nen wir den Winkel zwischen den Hebeln und der Stange. Dieser ist gleich dem
Winkel zwischen der Stange, an der eine Muffe beweglich montiert ist, und den
Stdaben, welche die Hebel stiitzen und mit der Muffe verbunden sind. Die Position

Abbildung 4: Schematische Darstellung des Wattschen Reglers

der Muffe bestimmt die Intensitéit der Dampfabfuhr. Wird mit b der Koeffizient der
Reibungskraft am Kniehebel und mit g die Erdbeschleunigung bezeichnet, so lautet
die Differentialgleichung fiir den Winkel ¢

m@(t) = mr2w?(t) sin p(t) cos p(t) — mgsin p(t) — bp(t).
Fiir den Feedback (oder die Rickkopplung) u benutzen wir einen Ansatz der Form

u=J(u+ k(cosp —cosp))

250. Lueger: Lexikon der gesamten Technik, 2. Auflage 1904-1920. Quelle: Wikimedia Commons.
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fiir noch zu bestimmende konstante Parameter u, ¢,k € R. Fiihrt man eine neue

Variable ¢ = ¢ ein, so kann man das Problem auf ein System erster Ordnung
transformieren:

p(t) = v(t),

U(t) = V2w (t) sin @(t) cos p(t) — gsin p(t) — Lap(t), (1.11)

w(t) = kcosp(t) + (@ — L p(t) — kcosp).
Wir nehmen ferner an, dass p konstant ist und dass Gleichung (1.11) (¢q, %o, wo)”
als stationdren Punkt hat.

(i) Stabilitdtsaspekte: Ist der stationére Zustand stabil oder sogar asymptotisch
stabil? Was ist ggf. die Stabilitdtsrate?

(ii)) Robuste Stabilitdt: Wenn p seine Werte in einem vorgegebenenem Intervall
annimmt, in welchen Intervallen miissen die restlichen Parameter variieren,
damit der stationdre Zustand stabil bzw. asymptotisch stabil ist?

Wihrend erstere Fragestellung auf Maxwell zuriickgeht und sich nach Linearisierung
mithilfe des klassischen Stabilitéitskriteriums von Routh?® & Hurwitz?” beantworten
lasst, hat die zweite Frage erst im Jahre 1978 ihre Losungen in den Arbeiten von Kha-
ritonov?® gefunden. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es immer noch nicht gelun-
gen ist, die Resultate von Kharitonov auf retardierte Differentialgleichungen (auch
Differenzen-Differentialgleichungen oder Delay-Differentialgleichungen genannt) zu
iibetragen, was von einem hohen Komplexitédtsgrad des Problems zeugt.

1.5 Beispiel (Sanfte Landung). Wir betrachten ein Raumschiff der (zeitabhéngi-
gen) Masse M, welches sich entlang der vertikalen Achse so bewegt, dass seine
Schubdiise zur Landungsflache gerichtet ist. Die Funktion h beschreibe die Hohe des
Raumschiffes iiber der Landungsflache. Ferner bezeichne u die durch den Gasausstofl
aus der Diise resultierende Schubkraft, wobei das Gas durch die Verbrennung des
Kraftstoffes entsteht. Der Verbrauch des Treibstoffes verringert die Gesamtmasse
des Raumschiffes, wiahrend die Schubkraft zur Massenverringerungsrate proportio-
nal ist. Unter der Annahme, dass man den Atmosphérendruck vernachlissigen darf
und die Fallbeschleunigung konstant ist, fithrt das Zweite Newtonsche Gesetz zu
folgendem System gewohnlicher Differentialgleichungen:

MA(t) = —gM(t) + u(t), (1.12)
M(t) = —ku(t) (1.13)

26Edward John Routh, 20. Januar 1831 — 7. Juni 1907.
27 Adolf Hurwitz, 26. Mirz 1859 — 18. November 1919.
28Vladimir Kharitonov.
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14 1 FEinleitung

mit den Anfangsbedingungen
M(0) = My >0, h(0)=ho>0, h(0)=h (1.14)

und einem Faktor k > 0.

Als Nebenbedingung wird verlangt, dass die Kontrollfunktion u sowie die Zustands-
variable M den Ungleichungen

0<u(t) <afirtel0,T], M(t)>mtfirte]l0,T] (1.15)

geniigen, wobei m > 0 die Masse des Raumschiffes ohne Treibstoff bezeichnet und
a > 0 vorgegeben ist.

Folgende Kontrollprobleme kénnen betrachtet werden:

(i) Sanfte Landung: Zu einer gegebenen Landungszeit 7' > 0 bestimme eine
Steuerung u so, dass die Losung (M, h) zu (1.12)—(1.15) die Ungleichung

h(t) > 0 fiir ¢t € [0, 7]

sowie die Endbedingung
hT) = h(T) =0

erfiillt. Bei dieser Aufgabe handelt es sich um ein Steuerbarkeitsproblem.

(ii) Minimaler Kraftstoffverbrauch: Substituiert man v := h, so folgt unter
der Annahme M (t) > 0 fiir ¢t € [0, 7]

%_Eg = —ko(t) — gk fir t € [0,7),

woraus sich durch Integration
M(T) _ 6—v(T)k—ng+v(0)kM<O)

ergibt. Demnach findet eine sanfte Landung zum Zeipunkt 7" > 0 (d.h. v(T") =
0) genau dann statt, wenn

M(T) = e~ 9" ek M gilt.
Daher ist, die Landungszeit T' > 0 zu minimieren, damit gleichbedeutend, dass

der fiir die Landung erforderliche Kraftstoffverbrauch M (0) — M (T") minimiert
wird.
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1.6 Beispiel (Raumschiff als Festkorper). Das Raumschiff wird nun als Festkorper
und nicht als materieller Punkt angenommen, welcher sich um einen festen drei-
dimensionalen Punkt O beziiglich eines Inertialsystems dreht. In Bezug auf dieses
Koordinatensystem lautet die Bewegungsgleichung

H(t) = F(t), (1.16)

worin H den Drehimpuls und F' die durch 2r Diisenjets entstehende Drehkraft be-
zeichnen, wobei die Diisenjets symmetrisch zueinander bzgl. O stationiert sind. Ein
Beispiel fiir den Fall » = 1 wird in Abbildung 5 illustriert?. Die Drehkraft F schreibt

sich zu

wobei by, ...,b, vorgegebene Richtungsvektoren sind und wq,...,u, die jeweiligen
(betragsméfigen) Schubkrifte darstellen.

Mit (eq,es,e3) und (rq,79,7r3) bezeichnen wir die orthonormalen Basen des Inerti-
alsystems bzw. des mitrotierenden Koordinatensystems. Ferner gibt es genau eine
Matrix R, fiir die r; = Re; fiir ¢ = 1,2,3 gilt und die eindeutig die Position des
Korpers bestimmt. Sei €2 die Winkelgeschwindigkeit gemessen in Bezug auf das In-
ertialsystem, wihrend sich die Winkelgeschwindigkeit im rotierenden System als
w = R} berechnet. Es lasst sich ferner zeigen, dass

0 w3 —W2
R(t) = S(w(t))R(t) mit S(w) = | —ws 0wy | gilt. (1.17)
wy —wi; 0

Wird mit J die Tragheitsmatrix bezeichnet, so ist der Drehimpuls H durch H =
R~ 'Jw gegeben. Setzt man diese Gleichung in die Bewegungsgleichung ein, so ergibt
sich

SR T(0) = 3 welt)by.

29Quelle: National Air and Space Museum, Smithsonian Institution.
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Multipliziert man die Gleichung mit R und benutzt die Produktregel

L(RO(R' () Jw(t)) = RORT(t)Jw(t) + R(t) S (R7H() Jw(t)),

di

so folgt wegen R(t) = S(t)R(t) die Eulersche Gleichung
Joo(t) = S(t)Jw(t) + R(t) > up(t)by.
k=1
Der gesamte Zustand des rotierenden Objekts wird daher durch das System

Jo(t) = ST(Hw(t) + R(t) Z ()b,

eindeutig bestimmt.

(i) Steuerbarkeit: Kann man zu einem gegebenen Anfangszustand (Rg, wp) und
einem vorgeschriebenen Endzustand (R;,0) Kontrollfunktionen wuy, ..., u, so
bestimmen, dass die zugehorige Losung (R, w) die Bedingungen

(R,w)(t =0) = (Ro,wo), (R,w)(t=T)=(R,0)
fiir ein vorgegebenes T' > 0 erfiillt?

(ii) (Partielle) Stabilisierbarkeit: Kann man u,,...,u, als Feedback-Kontrol-
len unabhéngig von der Anfangsdrehgeschwindigkeit so wahlen, dass die Dreh-
bewegung mit der Zeit abnimmt?

(iii) Zeitoptimale Steuerung: Uberfiihre das System in den gewiinschten Ziel-
zustand zum baldmoglichsten Zeitpunkt, wobei sich der Treibstoffverbrauch
in vorgegebenen Grenzen halten soll.

(iv) Energieoptimale Steuerung: Minimiere den Kraftstoffverbrauch fiir die
Uberfithrung des Systems zwischen zwei gegebenen Zusténden.

1.7 Beispiel (Elastischer Korper). Ein homogener, isotroper elastischer Korper
mit den Lamé-Konstanten A\, p > 0 und gleichméfBiger Dichte p > 0 belege im
spannungslosen Referenzzustand ein Gebiet Q des R? oder R3. Die Mengen I'g, I’y
seien relativ offen in I' := 99 und erfiillen T' = TyUL';. Mit U (¢, z) bezeichnen wir den
Verschiebungsvektor am Ort x € € zum Zeitpunkt ¢ > 0. Unter der Annahme, dass
auf den Korper keine Volumenkréfte wirken, ergeben sich die Elastizitdtsgleichungen
(oder Gleichungen der Elastodynamik) fiir das Vektorfeld U:

pUu(t,x) — uAU(t,z) — (p+ AN)VdivU(t,x) = 0 fir (t,2) € (0,00) x @ (1.18)
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Es seien die Anfangsverschiebung U° bzw. -geschwindigkeit U! bekannt:

U@,)=0" U,0,-)=U"

Ferner sei der Korper am Teil I'y des Randes befestigt, d.h.

(i)

U(t,x) =0 fiir (¢t,z) € (0,00) x I'.

Randsteuerbarkeit: Kann man den Spannungsvektor p am Teil I'; des Ran-
des, d.h.

puNU(t 2) 'n(x) + (u+ N (divU (¢, z))n(x) = p(t, z) fiir (t,7) € (0,00) x Iy,

so vorschreiben, dass das System zum vorgegebenen Zeitpunkt 7" > 0 den
gewiinschten Zustand erreicht?

e Was sind die ,richtigen” Funktionenrdume fiir die Anfangs- und Endda-
ten, die Losung und die Randsteuerung?

e Ist die geometrische Konfiguration des Tripels (£2, 'y, I'y) fiir die Existenz
der Kontrollfunktion ausschlaggebend?

e Wie grofl muss der Zeitpunkt 7" > 0 sein? Beachte, dass dies ein hyper-
bolisches System ist, weshalb die Signale endliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit haben.

Randbeobachtbarkeit: Ist es moglich, den ganzen Verlauf U(t,-) fiir alle
t € [0,T] zu rekonstruieren, wenn man z.B. ,nur” Uy|r, (¢, ) fiir alle ¢ € [0, 7]
messen kann?

Inverses Problem: Angenommen, der elastische Korper ist anisotrop, d.h.
p = p(x), A = Mx). Ist es moglich, die Lamé-Parameter zu rekonstruieren,
indem man U (oder eine von U abgeleitete GroBe) iiber I'; beobachtet? Wie
viele Beobachtungen sind notig? Wie zuverléssig ist die Schatzung?

1.8 Beispiel (Kernreaktor). Wir betrachten ein einfaches Modell eines Kernre-
aktors. Ein Kernreaktor ist eine Anlage, in der bestimmte nukleare Reaktionen,
z.B. Kernspaltungsprozesse, mit einer hohen Intensitit durchgefiihrt werden®. Der
Druckbehélter des Reaktors enthalte ein radioaktives Mittel (z.B. Uran 235), wel-
ches ein schwach absorbierendes Medium forme. Die im Laufe der Kernspaltung
entstehenden Neutronen diffundieren gemifl dem Fickschen3! Gesetz:

j=—DVN,

30Quelle: http://www.energie-lexikon.info
31 Adolf Gaston Eugen Fick, 22. Februar 1852 — 11. Februar 1937.
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Abbildung 6: Schematische Darstellung eines Kernreaktors

wobei N die Neutronendichte, j die Neutronenflussdichte und D den Diffusionsko-
effizienten bezeichnen. Die durch die Kernspaltung entstehende Wirme folge dem
Fourierschen®? Gesetz der Wirmeleitung

jg = —AVT,

wobei T die (relative) Temperatur gemessen bzgl. einer Referenztemperatur T, j,
die Warmeflussdichte und A die Warmeleitzahl bezeichnen. Sei 7 > 0 die (konstante)
mittlere Zeitdauer, die zwischen dem Zeitpunkt, an dem ein Neutron kreiert wurde,
und dem Zeitpunkt, an dem es zum Warmeneutron wird, vergeht. Da die Dichte der
inneren Neutronenquelle durch

%AN + %N mit dem Thermodiffusionskoeffizienten k&

gegeben ist und die Anzahl der absorbierten Neutronen TﬁON lautet, folgt aus der
Kontinuitatsgleichung fiir N

Ny =divj + (SAN + EN) + £N = (D+ ) AN + LN in (0,00) x 0.

Wird mit p die Massendichte und mit ¢ die Warmekapazitéit des Mediums bezeich-
net, so folgt aus der Entropiebilanz

cpTy + divj, = Q in (0,00) x Q,

wobei wir die Warmequelle () proportional zur Neutronenquellendichte mit einem
Faktor v > 0 annehmen:

= 7(%AN+ %N).
Insgesamt ergibt sich also ein gekoppeltes System parabolischer Differentialgleichun-
gen:
Nt:(D—F%)ANwL%lN in (0,00) x €,
cpT, = \AT + 7(%AN + T%N) in (0,00) x Q.

32 Jean Baptiste Joseph Fourier, 21. Mérz 1768 — 16. Mai 1830.
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Fiir T := 09 gelte wieder I' = 'y UT;. Als Randbedingungen wihlt man z.B.

%%’ =a(N —a) auf (0,00) x 'y (Neutronenabsorption durch die Steuerstébe),
%% =0 auf (0,00) x Iy (Keine Neutronenabsorption durch die Fliissigkeit),
g_:: = auf (0,00) x Iy (Kein Warmeaustausch mit den Steuerstdben),
g—f = k(T —b) auf (0,00) x I'y (Abkithlung durch die Fliissigkeit),

wobei v den dufleren Einheitsnormalenvektor an {2 bezeichnet. Die Konstanten oo > 0
und k > 0 ergeben sich aus dem Newtonschen Radiations- bzw. Abkiihlungsgesetz
und a bzw. b stehen fiir eine Referenzkonzentration bzw. -temperatur. Entsprechend
seien auch Anfangsbedingungen gegeben.

(i) Randsteuerbarkeit: Durch Manipulation der aus einem neutronenabsorbie-
renden Material, z.B. Bor, bestehenden Steuerstébe (und damit der Funktion
a) am Teil Ty des Randes sowie der Zufuhr einer gekiihlten Fliissigkeit (z.B.
Wasser) an den Teil I'y des Randes (und damit der Funktion b) tiberfiihre die
Funktionen N und 7' in einen gewiinschten Zustand zur kiirzesten Zeit 17" > 0
so, dass N > 0 gilt.

(ii) Stationaritét: Wird das System ab dem Zeitpunkt 7" in diesem Zustand blei-
ben, sobald man die Steuerung aussetzt?

(iii) Optimale Steuerung: Maximiere den Energiegewinn unter gewissen ,, Tole-
ranzbedingungen” usw.

1.9 Beispiel (Populationsmodell mit Alterstruktur). Wir wollen eine biologische
Population einer zweigeschlechtlichen Spezies modellieren. Die Originalversion des
nachstehend vorgestellten Modells, allerdings mit diskretem Altersparameter, wurde
1945 von Leslie® in seinem beriihmten Biometrika-Artikel®* prisentiert.

Zur Vereinfachung sei angenommen, dass es genauso viele weibliche wie ménnliche
Individuen gibt. Ferner hinge die Lebenserwartung nicht vom Geschlecht ab. Die
Konstante a' > 0 bezeichne die maximal mogliche Lebensdauer in der Population.
Die Funktion [0, 00) x [0,af] 3 (t,a) — p(t,a) € [0,00) beschreibe die Gesamtanzahl
der Individuen im Alter a zum Zeitpunkt ¢. Die Funktion [0, a'] 3 a + p°(a) € [0, c0)
sei vorgegeben und gebe die Anzahl der Individuen im Alter a zum Anfangszeitpunkt
t =0 an.

Die Funktionen m: [0,a'] — R und n: [0,a'] — R seien vorgegeben und be-
schreiben die Mortalitats- bzw. Fertilitdtsrate — Sterbe- bzw. Geburtenrate — pro

33Patrick H. Leslie
34Leslie, P.H. (1945) “The use of matrices in certain population mathematics”. Biometrika, 33(3),
183-212.
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Polutionseinheit bzw. pro weiblicher Populationseinheit im Alter a. Die Funktion
u: [0,00) x [0,al] — R beschreibe die Migrationsrate (die Differenz zwischen Ein-
und Auswanderung).

Die Zustandsfunktion p geniigt dann folgendem System partieller Integrodifferenti-
algleichungen:

atp(tv a) + aap(ta a) - m(a)p(t, a) = u(ta a)7

p(t,0) — %/Oa n(a)p(t,a)da = 0, (1.19)

p(0,a) = po(a).
Dabei ist die Funktion u ein Kontrollparameter.

Folgende Kontrollprobleme kénnen von praktischem Interesse sein:

(i) Steuerbarkeit der Altersstruktur: Bestimme die Funktion u (z.B. iiber die
Migrationspolitik) so, dass die Population zum vorgegebenen Zeitpunkt 7" > 0
eine gewiinschte Altersstruktur hat. Dies konnte hilfreich sein, um konkrete
Ziele bei der Planung der Renten- oder Krankenversicherung zu erreichen.

(ii) Optimale Steuerung der Altersstruktur: Minimiere die kumulierte Haus-
haltsbelastung durch die Sozialausgaben beschrieben durch das Funktional

J(p,u) = /OT /Oa* r(t,a)p(t,a)dadt — /OT /OaT e(t, a)u(t, a)dadt

unter der Nebenbedingung
uO(t7 CL) < U(t, a) < ul(t7 (l),

wobei 7(t, a) die Nettoeinnahmen von einem Biirger im Alter a zum Zeitpunkt
t bemisst (positiv fur Leistungstriger, negativ fiir Leistungsempfénger) und
e(t,a) die Aufwendungen fiir migrationsfordernde Mafinahmen beziffert.

Abschlieflend stellen wir eine Modifikation des klassischen Beispiels aus der Stocha-
stischen Kontrolltheorie vor, welches auf Merton® zuriickgeht.

1.10 Beispiel (Optimales Portfolio). Wir betrachten ein einfaches Marktmodell
mit einem Risky Asset S; und einem Bond B; fiir t € [0, 7. Die zeitliche Evolution
der Preisprozesse sei durch folgendes System stochastischer Differentialgleichungen
beschrieben:

dSt = ,LLStdt ‘I— CT;S(tdI/VYt7
dBt = TBtdt,

35Robert Carhart Merton, geb. 31. Juli 1944.
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wobei r, ;4 und o den Leitzins, den Markt-Drift sowie die -Volatilitdt beschreiben
und (Wy)sejo,r) die eindimensionale Brownsche Bewegung bezeichnet. X; sei das zum
Zeitpunkt ¢t € [0,7] verfiighare Vermogen und s; € [0, 1] sei die Sparrate. Zum
Zeitpunkt t € [0, 7] wird also (1 — s;)X; verbraucht und s,X; gespart.

Sei (Fi)teo,r) eine Filtrierung von o-Algebren. Unter einem Portfolio verstehen wir
einen F-adaptierten Prozess (m, s¢)tcjo,r), wobei sym; und s.(X; — ;) die Héhe der
Investitionen ins Risky Asset bzw. den Bond zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Der Liqui-
dationswert X;"* der Strategie geniigt dann der stochastischen Differentialgleichung

dXZr’s = St(TXt + (/~L - T)Wt)dt + osymdW,

1.20
Xg = 7T()SO + (XO - 7T0>Bo. ( )

Wir nennen das Portfolio (7, s¢)scpo,r) zuléssig, falls Gleichung (1.20) durch einen an
F adaptierten Zufallsprozess so losbar ist, dass X;* > 0, s; € [0,1] und 0 < 71, < X,
fast sicher gilt.

(i) Maximaler Endnutzen: Zum relativen Risikoaversionsparameter v € (0, 1)
definieren wir die Nutzenfunktion U(x) := 27, x > 0. Das Portfolio soll nun so
gewahlt werden, dass der erwartete Nutzen des Vermogens des Investors zum
Endzeitpunkt 7" > 0 maximal ist, d.h., man maximiere das Funktional

E[U((1 - s7)X77)]
iiber alle zuldssigen Portfolios (7, s¢)scf077-

(ii) Optimaler Verbrauch: Zu einer Diskontierungsrate 5 > 0 bestimme ein
zuléssiges Portfolio, das den diskontierten kumulativen Nutzen

/T e ME[U((1 - s)X[")]dt

maximiert. Demnach hat der Verbrauch im jungen Alter viel mehr ,, Wert” als
im hoheren Alter, was sowohl subjektiv als auch objektiv der Realitdt nahe
ist.
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2. Elemente der klassischen Kontrolltheorie

Sei I := [to, T, to,T € R, oder I := [ty,0), o € R, ein Intervall. Ferner seien X, Y, U
Banachrdume und seien A: I — L(X,X), B: I — L(U,X), C: I — L(X,Y) Fa-
milien linearer, beschrankter Operatoren. Die klassische Kontrolltheorie befasst sich
mit Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen

y(t) = A(t)y(t) + Bt)u(t) fir t € I, y(ty) =z € X (2.1)
zusammen mit der Beobachtungsgleichung
w(t) = C(t)y(t) fur t > to.
Wiéhrend man in Analysis IIT unter einer Losung zu (2.1) eine stetig differenzierbare

Funktion versteht, bilden absolutstetige, schwach differenzierbare etc. Funktionen
die iiblichen Losungsklassen in der Kontrolltheorie.

2.1 Bemerkung. Im Rahmen der klassischen Theorie werden X = R", U = R™,
Y = R* als iibliche euklid®ische (Hilbert3”)riume gewiihlt. In diesem Fall wird Glei-
chung (2.1) oft als System mit ,lumped parameters”™® bezeichnet. Die Operatoren
A(t), B(t) und C(t) lassen sich dann als Matrizen A(t) € R™" B(t) € R™™,
C(t) € R¥" auffassen.

2.1. Wichtige Funktionenrdume
2.1.1. Abstrakte C*-Riume

Seien X und Y normierte Rdume. Zunéchst sei an den klassischen Stetigkeitsbegriff
erinnert.

2.2 Definition. Sei U C X eine nichtleere Menge und f: U — Y eine Abbildung.

(i) Die Funktion f heifit stetig an der Stelle xo € U, wenn es zu jedem € > 0 ein
d > 0 so gibt, dass fiir alle x € U mit ||z — zol|x < 0

1f(z) = f(zo)|ly < e gilt.

(ii) Die Funktion f heiBt stetig (in U ), falls sie in jedem zy € U stetig ist.

36Euklid von Alexandria, gelebt wahrscheinlich im 3. Jahrhundert v. u. Z.
3"David Hilbert, 23. Januar 1862 — 14. Februar 1943.
38System mit konzentrierten Parametern.
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2.1 Wichtige Funktionenrdume 23

Wir definieren die Rdume der stetigen bzw. stetigen beschrénkten Funktionen

COUY) = {f: U — Y| f stetig} bzw.
CHU,Y) :={f: U — Y| f stetig, beschriinkt}

und die Norm
[ fllcow,yy = sup | f(z)]lv-
xelU

Die Riaume C°(U,Y) und CP(U,Y) sind Vektorrdume. Ist Y ein Banachraum und
liegt U zwischen einer offenen Menge und deren Abschluss, so ist der Raum Cp (U, Y)
ein Banachraum. Ist U kompakt, so ist auch (C°(U,Y), |- ||CS(U’y)) ein Banachraum.

2.3 Definition. Sei U C X offen und sei f: U — Y eine Abbildung.

(i) Die Funktion f heiBt Gateauz® -differenzierbar an der Stelle xo € U, falls es
ein A(xg) € L(X,Y) so gibt, dass

lim f(zo+ hv) — f(x0)

RSh—0 h

= A(xzg)vinY

fiir jedes v € 9B(0,1) C X gilt. Man schreibt dann d f(zo, -) := (A(zo) (+)).

(ii) Die Funktion f heilt Fréchet'®-differenzierbar an der Stelle xy € U, falls die
obige Konvergenz gleichméflig bzgl. v € 9B(0,1) C X vorliegt. Schreibweise:

f'(wo) = A(o).

(iii) Die Funktion f heifit Gateauz- bzw. Fréchet-differenzierbar in U, falls sie in
jedem xg € U Gateaux- bzw. Fréchet-differenzierbar ist.

2.4 Satz (Ubung). Sei U C X offen und sei f: U —Y eine Abbildung.

(i) Ist f Fréchet-differenzierbar in xoy € U, so ist f auch Gateauz-differenzierbar
m Tg.

(ii) Die Fuktion f ist genau dann Fréchet-differenzierbar in o € U, wenn es
ein A € L(X,Y) sowie ein offenes V.C X mit Ox € V, zo +V C U und
re CO%V,Y) mit r(0) =0 so gibt, dass

f(xo+h) = f(x0) + Ah + ||h||x7(R) fir alle h € V gilt.

2.5 Definition (C*-Riume). Sei U C X offen und sei f: U — Y eine Abbildung.

39René Eugene Gateaux, 5. Mai 1889 — 3. Oktober 1914
40Maurice René Fréchet, 2. September 1878 — 4. Juni 1973.
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24 2  Elemente der klassischen Kontrolltheorie

definiert man f € C*(U,Y), falls fiir die Fréchet-Ableitung f’ €

(i) Fir £ > 1
(U, L(X,Y)) gilt. Ferner setzt man

Ck—l
Hf”c{;(U,Y) . maX{\|f’HC§_1(U7L(Xy)), “f”cg(U,Y)}
falls f € Cy (U, Y) und f' € CF (U, L(X,Y)).
(ii) Fiir k > 1 schreibt man f € Ck(U,Y), falls sich f bzw. f’ zu einem Element
von C°(U,Y) bzw. C*!(U,Y) fortsetzen lassen. Analog definiert man f
CF(U,Y), falls die Fortsetzungen von f bzw. f' in C(U,Y) baw. Cf~H(U,Y)

liegen. In diesem Fall setzt man
||f||c{;(U,Y) = maX{Hf,||c{j*1(U,L(X,y)), ||fHC§(U,Y)}a ”f||c,f(U,Y) = ||f||c{j(U,Y)-

(iii) AuBerdem sei

Ce(U,Y):= [ CHUY), Cx(U,Y):=[)C"U.Y).

keN keN

CFU,Y) und CF(U,Y) sind Banachriume. Ist U offen und relativ kompakt, so ist

CHU,Y)=CKU,Y).
2.1.2. Banachraumwertige Lebesgue- und Sobolevraume

d
Sei X ein Banachraum und sei I C R ein Quader, d.h. I = [] I, wobei I, C R
k=1

ein Intervall — (halb)offen oder abgeschlossen, beschrankt oder unbeschrénkt — ist.

2.6 Definition. Sei f: I — X eine Abbildung.

(i) Die Abbildung f heiit einfache Funktion, falls sie sich in der Form

f=Y " wixa,
k=1

darstellen ldsst, wobei n € N eine feste Zahl ist, z, € X und Ay C I Lebes-
gue*!l-messbare Mengen mit A\(A) < oo fiir k = 1,...,n sind.

(ii) Lassen sich die Mengen Ay als Quader wéhlen, so wird f als Treppenfunktion
bezeichnet.

“1Henri Léon Lebesgue, 28. Juni 1875 — 26. Juli 1941.
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2.1 Wichtige Funktionenrdume 25

2.7 Bemerkung. Ohne Einschrankung kann man die Mengen A, k= 1,...,n, als
disjunkt annehmen.

2.8 Definition. Eine Abbildung f: I — X heifit stark messbar oder Bochner-
messbar, wenn es eine Folge einfacher Funktionen (f,)nen so gibt, dass || f.(t) —
f®)|lx — 0, n — oo, fiir fast alle t € I gilt.

Fiir den Fall X € {R, R, C} ist der obige Messbarkeitsbegriff zur klassischen (skala-
ren) Lebesgue-Messbarkeit dquivalent.

2.9 Bemerkung. Da Y4 fiir jede messbare Menge A C R? eine messbare Funktion
ist, kann man diese durch Treppenfunktionen approximieren, wobei die Konvergenz
dann fast iiberall vorliegt. Daher kann man Definition 2.8 ohne Einschrénkung an-
nehmen, dass f,, n € N, Treppenfunktionen sind.

2.10 Satz (Ubung). Seien f,g: I — X, h: I — C stark messbare Funktionen.
Dann gilt:

(i) f4+ g und f - h sind stark messbar als Funktionen von I nach X.

(ii) IstY ein Banachraum und k € C°(X,Y), soist kof stark messbar als Funktion
von I nach'Y .

(iii) || f|lx ist stark messbar mit Werten in R (und damit Lebesgue-messbar).

(iv) Ist X ein abgeschlossener Unterraum eines BanachraumsY und f stark messbar
als Funktion von I nach Y, so ist f auch stark messbar als Funktion von I
nach X.

2.11 Definition. Sei f: I — X eine Funktion.

o f heiflt abzihlbarwertig, falls es eine abzdhlbare Zerlegung {A,, |n € N} von [
so gibt, dass f|a, fiir jedes n € N konstant ist*2.

o f heifit fast separabelwertig, falls es eine Nullmenge Ag so gibt, dass f(1\Ay)
separabel ist*3.

e [ heilit schwach messbar, falls 2’ f Lebesgue-messbar fiir alle 2’ € X’ ist.

420ffensichtlich ist f genau dann stark messbar, wenn alle A,,, n € N, messbar sind.
43Dies ist dazu #quivalent, dass f(I\4p) in einem separablen abgeschlossenen Unterraum von X
liegt.
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26 2  Elemente der klassischen Kontrolltheorie

2.12 Satz (Pettis®, ohne Beweis). Eine Funktion f: I — X ist genau dann stark
messbar, wenn sie schwach messbar und fast separabelwertig ist.

2.13 Korollar. Sei f: I — X. Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist genau dann stark messbar, falls sie sich fast iberall als
— punktweisen oder gleichmdfligen — Grenzwert einer Folge stark messbarer,
abzdihlbarwertiger Funktionen schreiben ldsst.

(i) Ist X separabel, dann ist f genau dann stark messbar, wenn sie schwach
messbar ist.

(iii) Ist f stetig, so ist f stark messbar.

(iv) Wenn f fast separabelwertig ist und es ein W C X' so gibt, dass zu jedem
r € X\{0} einz’ € W mit 2’z # 0 existiert, und fiir alle x' € W die Funktion
x' o f messbar ist, dann ist f stark messbar.

2.14 Definition. Eine stark messbare Funktion f: I — X heit Bochner®>-inte-

grierbar, falls es eine Folge einfacher Funktionen (g, )nen so gibt, dass (g, )nen fast

iiberall in I gegen f fiir n — oo konvergiert und lim [, || f(¢)— g, (t)|| xdt = 0 gilt. Ist
n—oo

f Bochner-integrierbar, so definiert man das Bochner-Integral von f diber I mittels

/f(t)dt = lim [ g,(t)dt,

n—oo

wobel wir

/g(t)dt = Z i A(Ag) fiir eine einfache Funktion g = Z TrX 4, Setzen.
I k=1

k=1

2.15 Satz. FEs folgt:

(i) Der Wert des Bochner-Integrals hangt nicht von der Wahl der Folge (gn)nen
ab.

(ii) Es gilt [, f(t)dt € span (Cl(f(]), IE ||X)) fiir alle Bochner-integrierbare f: I —
X. Gilt X(I) < 00, so folgt sogar [, f(t)dt € A(I) Conv(cl(f(l), | - HX)>

(iii) Die Menge der Bochner-integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum und das
Bochner-Integral ist ein linearer Operator auf diesem Raum mit Werten in X.

4“Billy James Pettis, 1913 — 14. April 1979.
45Salomon Bochner, 20. August 1899 — 2. Mai 1982.
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2.1 Wichtige Funktionenrdume 27

Folgendes Resultat ist zentral fiir Bochner-integrierbare Funktionen.

2.16 Satz (Bochner, ohne Beweis). Eine Funktion f: 1 — X ist genau dann
Bochner-integrierbar, falls die Funktion f stark messbar ist und die Abbildung || f||x
Lebesgue-integrierbar ist. Ist f Bochner-integrierbar, dann gilt

| / fode < / 1£(£)l|xdt.

2.17 Satz (Vertauschbarkeit mit beschrinkten, linearen Operatoren). Seien X,Y
Banachrdume und sei T € L(X,Y). Ist f: I — X Bochner-integrierbar, so ist auch
T o f Bochner-integrierbar und es gilt T [, f(t)dt = [, T f(t)dt.

2.18 Satz (Vertauschbarkeit mit abgeschlossenen, linearen Operatoren). Der li-
neare Operator A: D(A) C X — X sei abgeschlossen und sei f: I — X Bochner-
integrierbar. Es gelte f(t) € D(A) fir allet € I und Ao f: I — X sei Bochner-
integrierbar. Dann gilt [, f(t)dt € D(A) und

A /I F(t)dt = /I AF (1)L,

2.19 Satz (Dominierte Konvergenz). Seien f,: I — X, n € N, stark messbar.
Konvergiert (fu)nen fast iberall gegen eine Funktion f und existiert eine (skalare)
integrierbare Funktion g: I — R mit || f.(t)||x < g(t) fiir fast allet € I und allen €

N, dann ist f Bochner-integrierbar und es gilt [, f(t)dt = lim [, f.(t)dt. Auferdem
n—oo
gilt [, 11f(t) = fu()||xdt = 0 fiir n — co.

2.20 Satz (Fubini®®). Sei I = I} x --- x I; C RY, d > 2, ein Quader und sei
f: I — X stark messbar mit

/ Hf(tl,,td)“xdtldtn<00
I I,

Dann ist f Bochner-integrierbar, die iterierten Integrale

/ / f(tla---atd)dtil---dtid
Iil Iid

existieren fir alle Permutationen (iq,...,1q) von {1,... d}, stimmen miteinander
iiberein und sind gleich dem Integral [, f(t)dt.

46Guido Fubini, 19. Januar 1879 — 6. Juni 1943.
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2.21 Definition (Lebesguesche LP-Riume). Sei p € [1,00). Mit LP(I, X) bezeich-
nen wir die Faktorisierung der Menge

f: I — X|f stark messbar, || f||% integrierbar
X

bzgl. der Gleichheitsrelation fast iiberall in I. Ferner sei fiir jeden Représentanten f
einer Klasse aus LP(I, X)

» 1/p
e = (| NFOI5az) ™
Analog zum skalarwertigen Fall wird L>(I, X) als Faktorisierung von

{f:I— X|f stark messbar, || f||x essentiell beschréinkt }

versehen mit der Norm
[l 2oe(1,x) == esssup [| f(¢)]| x
tel

definiert. Aulerdem setzen wir zu p € [1, <]

LP

e L, X) ={f:1—= X|f|lx € LP(K, X) fiir alle Quader K & I}.

Ist I ein Intervall, so schreiben wir

LP(a,b; X) oder LY

loc

(a,b; X).

2.22 Definition (Testfunktionen). Sei Q C R? ein Gebiet und sei f: Q — X. Wir
definieren den Trdger von f vermoge

supp(f) = el (X\{0x}). | - [as).

Dann heifit
(9, X) = {f € C=(, X) | supp(f) kompakt}

die Menge der Testfunktionen.
2.23 Satz (Dichtheit). Es gilt:

(i) Firp € [1,00] ist LP(I, X) ein Banachraum.

(ii) Fiirp € [1,00) ist LP(I,X) = CI(CSO(I,X), || - ”LP([’X))-
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2.1 Wichtige Funktionenrdume 29

2.24 Lemma (du Bois-Reymond*"). Sei f € Ll (I, X) und es gelte

/f (t)dt = Ox fiir alle ¢ € C5°(1,R).

Dann gilt f = 0x fast diberall in I.

2.25 Definition (Schwache Ableitung). Sei f € Ll _(I,X) und sei a € N¢. Die
Funktion f heifit schwach differenzierbar der Ordnung o, wenn es ein g € Lloc(] , X)
so gibt, dass

[ oretnsoi =0 [ e

1

fir alle ¢ € C°(I,R) gilt — falls X ein Banachraum iiber R ist. Fiir Banachraume
tiber C wihlt man entsprechend ¢ € C§°(1,C) und passt das Produkt durch kom-
plexe Konjugation des zweiten Faktors im Integral an.

Wie im Skalaren sind schwache Ableitungen eindeutig. Ist X separabel, so ist auch
LP(1,X) separabel fiir p € [1, 00).

2.26 Definition (Sobolev*®-Riume). Seien k € N, p € [1, 00] und sei [ ein offener
Quader. Wir definieren den (schwachen) Sobolevraum

WEP(I,X) = {f € LP(I,X)|0*f € LP(I, X) fiir alle o € NZ mit |a| < &k}
versehen mit der Norm

1/p
- wearoy = (32 10° - ) fitr p € [1,00),

la|<k

| - ||Wk°<>(1X) = |m‘£i>é||8 ||L°°(I,X)-

Analog definieren wir

Wil (I, X) = {f € L}, (I, X)|0°f € L}

loc

I, X) fiir alle o € N4 mit || < k}.
0

loc

Ist I = (a,b), so schreiben wir

WP (a,b; X) oder WP (a, b; X).

loc

Wie im skalaren Fall ist W*?(I, X) fiir k € N, p € [1, 00] ein Banachraum.

2.27 Satz. Sei nun I := (ty,T) C R ein beschrinktes Intervall.

4"Emil Heinrich du Bois-Reymond, 7. November 1818 — 26. Dezember 1896.
48Sergei Lvovich Sobolev, 6. Oktober 1908 — 3. Januar 1989.
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e [st f Bochner-integrierbar, so gilt:
t+h
f(t) = lim %/ f(s)ds fiir fast alle t € (to,T),
h—0 ¢

t+h
lim %/ | f(s) = f(t)|lxds =0 fiir fast alle t € (ty, T).

h—0

o Euxistiert f' € L} (I,X) fir ein p € [1,00] mit f' =0 fast Gberall in I, so ist

loc

f fast diberall konstant.

o Es gilt f € WYP(I,X) genau dann, wenn es ein v € X und ein g = f' €
LP(I,X) so gibt, dass

t
ft) == +/ g(s)ds fiir fast allet € I gilt.

to
Dann ist [ fast iiberall (Frechét)-differenzierbar und die punktweise Ableitung
stimmt mit der schwachen Ableitung tiberein.

2.28 Satz (Dichtheit). Seien k € N, p € [1,00) und sei I ein offener Quader. Dann
qilt*®
WE(I,X) = cl(C(1, X) N WL X), || llwesir x))-

2.29 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz, Ubung). Sei I C R ein Intervall. Fiir
p € [1,00] gilt die stetige Einbettung

WP (I, X) < CY(I, X).

2.2. Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
2.2.1. Lineare Cauchyprobleme fiir beschriankte Operatoren

Im Folgenden sei X ein Banachraum und I := (t5,7) C R ein offenes Intervall
(moglicherweise unbeschrénkt). Wir benotigen einen Existenzsatz fiir die lineare
Evolutionsgleichung

y(t) = Alt)y(t) + f(t) furt € I, y(to) = yo € X. (2.2)

Im Gegensatz zur klassischen Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen mochten
wir die Stetigkeitsvoraussetzungen an A und f durch eine Integrierbarkeitsbedingung
ersetzen.

Der Raum cl(C>®(I,X) N W*2(I, X),| - [lwre,x)) wird manchmal, vor allem in fritheren
Arbeiten, auch ,starker Sobolevraum” genannt und mit H*?(I, X) bezeichnet. Dieser Begriff ist

heute weniger gebrauchlich und die Bezeichnung H*?(I, X) wird iiblicherweise fiir Bessel-Potential-
Réaume verwendet.
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2.30 Definition. Sei p € [1,00). Eine Funktion y € W.P(0,T;X) heiBt star-
ke Lésung®™ von (2.2), wenn y der Differentialgleichung im distributionellen Sinne
geniigt, d.h.

T T

- [ v = [ A + o)t

0 0
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(1,R) gilt, und die Anfangsbedingung im Sinne der
Einbettung WP (to, to + €; X) < C([to, to + €], X) erfiillt ist.

2.31 Satz (Existenz und Eindeutigkeit). Sei p € [1,00). Ferner seien yo € X,

Ae Ly (I,L(X)) und f € LY (I,X). Dann existiert eine eindeutige starke Losung

1 loc
y € VVE’f(I,X) zu (2.2). Zudem ezistiert zu jedem T € I ein Cp > 0 so, dass

yllwieorx) < Cr(llyollx + | fllzoo.r:x))
fir alle yo € X und f € L}, (I,X) gilt.

loc

Beweis. Eindeutigkeit: Fiir y € W,2?(I, X) integriert man Gleichung (2.2) bzgl.
t € I und findet

y(t) = y0+/t f(s)ds~|—/ A(s)y(s)ds. (2.3)

to

Wegen der Inklusion W,'P(I,X) ¢ C°(I,X), ist y € C°(I,X) und A(-)y(:) €

loc =
L¥ (I,X). Damit ist die obige Identitét in ganz I giiltig. Sind y,y zwei Losun-

gen zu (2.2), so ergibt sich unter Verwendung der Integralform der Gronwall>'schen
Ungleichung auf (2.3) die Abschétzung

ly(t) = 5(t)llx <0 fiir alle t € T,
woraus sich y = y ergibt.
Existenz: Ohne Einschrinkung sei T < oc.

Wir wihlen zwei Folgen A, € C%([to, T], L(X)) sowie f, € C°([ty,T], X) so, dass
|An — Al oo, minx)) — 0 und || fr, = fllzeo,mi(x)) filt n — oo. Dies ist nach Satz
2.23 moglich.

Zu jedem festen n € N betrachten wir das Problem

n(t) = An()yn(t) + fult) fiir t € (Lo, T),  yn(to) = Yo, (2:4)

welches nach Satz von Picard®? & Lindel6f>® durch eine Funktion y,, € C*([to, T], X) C
WhP(ty, T; X) eindeutig lésbar ist, da die Abbildung

Fo:[to, T] x X = X, (t,y) — A.()y + fn(t)

%0Dieser Begriff soll nicht mit dem der , klassischen Losung”, d.h. y € C1([to, T), X), verwechselt
werden.
5IThomas Hakon Gronwall, 16. Januar 1877 — 9. Mai 1932.

52Charles Emile Picard, 24. Juli 1856 — 11. Dezember 1941.
53Ernst Leonard Lindelsf, 7. Mirz 1870 — 4. Juni 1946.
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stetig in beiden Variablen und Lipschitz®*-stetig in der zweiten Variable gleichmiBig
bzgl. der ersten Variable ist.

Die Integralform von (2.4) lautet

Yn(t) = yo + /t tfn(s)ds+ / tAn(s)yn(s)ds.

to

Es folgt direkt, dass (y,)neny € C°(I,X) C L>®(I, X) durch ein M > 0 beschrinkt
ist, denn: Unter Benutzung der Holder®schen Ungleichung

t
v Ollx < llyollx + (T = to) || fall ocr.x) +/ | An(S) ||y [[yn(s) || xds
to

folgt mit dem Gronwallschen Lemma unter erneuter Anwendung der Holderschen
Ungleichung

lyn@)l1x < (lyollx + (T = )| full oz, x)) exp (T = t0) 7' An ()| o(r.x)).
(2.5)

wobei p' € (1,00] mit § + & = 1.

Ferner ergibt sich mit der Dreiecksungleichung

lon(t) — gn(®)1x < / 1alS) = Fnls)ll s + / 1A (5)9(5) — Ana(5)thn()]| s
< / 1u(5) = fonls)]xdls + / 1A (5)9n(5) — Au($)yim()]| s
[ 14266) = Aol (9l

<(T —to)l/prn Jmllze(r,x)
/ 4020l (5) = g s) s
M(T — )" || Ay — Awll o100

fiir alle ¢ € 1. Dann folgt mit Gronwall fiir n, m > ng

19 () —ym ()| x < exp (T — o) || Al o(r.x))
x (T - to)" /7| fn — fll e x) + M(T — to)'/7'|| A — Amllzo,px))s

wobei der erste Faktor gegen 0 konvergiert und der zweite Faktor gleichméBig be-
schrénkt ist. Deshalb ist (y,)nen eine Cauchyfolge in C°(I, X) und daher gegen ein
y € C°(I, X) konvergent. Ferner gilt

||?/n - ?)m”Lp(I,X) < ||Anyn - AmymHLp(I,X) + ||fn - fm”LP(I,X)

% Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 14. Mai 1832 — 7. Oktober 1903.
550tto Ludwig Holder, 22. Dezember 1859 — 29. August 1937.
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< N Anllze .o llyn — YmllLoa.x) + M| An — Al o1, Lix))
+ || fo = fnllzea,x) — 0 fiir n,m — oo.

Also ist (Yn)nen eine Cauchyfolge in LP(/, X) und deshalb gegen ein z € LP(I, X)
konvergent. Dieses ist die schwache Ableitung von y, denn fiir alle p € C§°(1, R) gilt

- / y(B)p(t)dt / Un(D)B(H)dt = / (B (t)dE - / 2(t)p(t)dt

to 0 to

fiir n — oo. Folglich ist y € WhP(I, X).

Wegen y € C°(1, X) ist A(-)y+ f € LP(I, X). Uberdies 16st y Gleichung (2.2), denn:
T T T

- [ v e - [ n@eoin = [ e

to 0

= [ (Aultin)+ £O)pl0d — [ (4000 + F) o0

to

fir alle ¢ € C§°(1,R) und n — oo. Auch die Anfangsbedingung ist erfiillt, denn:

1y(to) — vollx = ly(to) — yn(to) + yn(to) — wollx < lly(to) — yn(to)llx
<lly— Z/n”cg(Y,X) < Olly = ynllwrra,x) — 0 fiir n — oo,

Dies beendet den Bewelis.

Stetige Abhingigkeit von den Daten: Sei T' € I fest. Mit Gleichung (2.5) folgt
fiir n — oo

1yl Lo to,rix) < Crrllvollx + Corll full Lo, x)
mit
Crr = exp (T — to) " || Au(s) || or,nxy))s - Cor i= Crr(T — to) /7.

Ferner ergibt sich mit der Holderschen Ungleichung aus (2.2)

9l oo, 7:3) < WAl zeo. Yl Lo 1.3 + 11 2o eo,7:30)

< Csrllyll Lo o) + 1 f lLeto,r:x)

mit Cy 7 = || Al| oo 7.x) (T —t0)/?". Wendet man die Holdersche Ungleichung erneut
an, so folgt insgesamt

1y lwo o) < Cr(Igollx + 1 fllzeo.7:x))

fiir ein C'r > 0, welches nur von ¢y, T, A und p abhéngt. O
Als Korollar haben wir:
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34 2  Elemente der klassischen Kontrolltheorie

2.32 Definition und Satz. Zu A € L} (I,L(X)) — L} (I,L(L(X))) existiert

eine Operatorfamilie (S(t)),e; C L(X) mit S € WP(I, L(X)) so, dass S die ein-
deutige Liosung des Cauchyproblems

S(t) = A(t)S(t) fiir fast allet € I, S(ty) = idy (2.6)

darstellt. Diese Familie nennt man Fundamentallésung oder Evolutionsoperator.
Um die Abhdngigkeit von A anzudeuten, schreibt man auch Sa.

2.33 Definition (Adjungierter Operator). Seien X,Y Banachrdume und sei A €
L(X,Y).

(i) Der Operator A" € L(Y’, X") definiert durch
(A'y)(z) ==y (Az) fir alle x € X,y € Y’
heifit der Banachraum-adjungierte Operator zu A.

(ii) Sind X und Y sogar Hilbertrdume, so heifit der Operator A* € L(Y, X) defi-
niert durch
(Az,y)y = (x, A"y)x fir allex € X,y €Y

der Hilbertraum-adjungierte Operator zu A.

Aus der Funktionalanalysis wissen wir, dass A’ und A* wohldefiniert sind.

Fiir Operatorfamilien (S(t))ter C L(X,Y’) verwenden wir die Schreibweisen
S'(t) :== (S(t)) bzw. S*(t) := (S(t))" fir t € I

sowie
S7Ht) := (S(t)) ! fiir t € I, falls S(t) invertierbar ist.

2.34 Definition. Fiir A € I

oe(Ls L(X)) heifit
z(t) = —A'(t)z(t) fir alle t € T
heifit das zu
y(t) = A(t)y(t) fur alle t € 1
adjungierte Problem.

Die zugehorige Fundamentallssung wird mit S_4 € WLP(I, L(X")) bezeichnet, wel-

loc
che das zu (2.6) adjungierte Problem zum Anfangswert idx: 16st.

2.35 Satz. Seien die Voraussetzungen von Satz 2.31 erfillt und seien S bzw. S_ 4
die Fundamentallosung des urspringlichen bzw. des adjungierten Problems.

© Michael Pokojovy 4. August 2014
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(i) Der Operator S(t) ist stetig invertierbar fiir alle t € I und es gilt
S_w(t) = (S"(t)~"

(ii) Fiir die starke Lésung y von (2.2) gilt die DuhameP®sche Darstellungsformel:

y(t) = S(t)yo + /t S(t)S™'(s)f(s)ds fir allet € 1. (2.7)

to
Beweis. (i) Ohne Einschrankung sei I beschriankt. Wir nehmen an, dass es ein
t € (to, T] so gibt, dass S(t) nicht stetig invertierbar ist. Dann existiert ein
To := min{t € [to, T]| S(¢) ist nicht stetig invertierbar} > t.
Fiir t € [to, Tp) gilt dann
0=2(S#)S™(t)) =SH)S'(t) + St L5 1(1),

wobei die Ableitungen im schwachen Sinne zu interpretieren sind. Daraus folgt

—A(t) = S(t)&S71(t) fiir alle t € [to, Tp)
und damit
L87Ht) = =S () A(t) fiir alle t € [to, Tp)
bzw.
L(S(t) "t =—A'(t)(S'(t)) " fiir alle ¢ € [to, Tp).
Daher ist

S_a(t) = (S'(t))7! fiir alle t € [to, Tp).
Wegen S_ 4 € C°(I, L(X")) folgt die Existenz von

(8'(T)™* = lim (5'(6) " € LX),

was einen Widerspruch zur Definition von Tj darstellt.

(ii) Diese Behauptung lésst sich einfach nachrechnen.

Dies beendet den Bewelis. O

2.36 Definition. Sei X ein komplexer Banachraum. Sei G C C offen und sei
f: G — X. Die Funktion f heift:

56 Jean-Marie Constant Duhamel, 5. Februar 1797 — 29. April 1872.
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36 2  Elemente der klassischen Kontrolltheorie

(i) holomorph (in G ), wenn sie an jeder Stelle zy € G komplex differenzierbar ist,
d.h. wenn der Limes

lim f(z0+h) — f(20)
C3h—0 h

Man schreibt dann f € O(G, X).

=: f'(20) existiert.

(ii) schwach holomorph (in G), wenn die skalare Funktion 2’ o f: G — C fiir alle
2’ € X’ holomorph ist.

2.37 Definition. Seien X ein komplexer Banachraum, G C C offen und I" eine
stiickweise glatte Kurveparametrisiert durch ein v: [a,b] — G, a,b € R. Sei f: G —
X stetig. Wir definieren das Kurvenintegral als

b
/F f@)z = [ )i e x.

2.38 Satz. Sei G C C offen und sei X ein komplerer Banachraum. Ferner sei
f: G — X fast separabelwertig. Dann gilt:

(i) f ist genau dann holomorph, wenn f schwach holomorph ist.

(ii) Ist f holomorph und ist I' eine stickweise glatte, geschlossene Kurve in G und
ist G einfach zusammenhdngend, so gelten der Cauchysche Integralsatz

[ f©ac=ox
r
und die Cauchysche Integralformel

ind(v, 2)f(z) = = f(OCdC fir alle z € G\I'.

2mi Jr 2 —

Diese Aussage gilt auch fiir null-homologe Zyklen.

2.39 Bemerkung. Sei A € L(X). Dann kann man analog zu Analysis III die
gleichmifig stetige Halbgruppe®”

[e.9] n

S(t)=e:=>" %t" fiir ¢ > 0
k=1

definieren. Diese lasst sich zu einer Operatorfamilie (S(¢)):ec eindeutig fortsetzen,
die wir wiederum mit S bezeichnen. Da die Abbildung C 3 ¢ — S(t) € L(X) holo-
morph ist, d.h. S € O(C, L(X)), wird (S(t))tec manchmal als holomorphe Gruppe
bezeichnet. Fiir diese gilt dann:

57Spéter werden wir noch sogenannte ,,Co-Halbruppen” definieren.
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2.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit 37

e wp

oo (R, L(X)) fiir jedes p € [1, o0].

(

(t+s) = S(t)S(s) fiir t, s € C, insbesondere S~*(t) = S(—t).
(t) = AS(t) = S(t)A fiir alle t € C.
(

t) = et fiir alle t € C.

Die Duhamelsche Formel (2.7) reduziert sich ferner zu

y(t) = S(t —to)yo + /tS(t —5)f(s)ds fiir alle t € I.

to

2.2.2. Steuerbarkeit und Gramscher Steuerbarkeitsoperator

Seien p, q,v € [1,00), 1,5 € (1, 00] mit

1,1 _1 14,11
q—i—r—pundq—i—s—y

und seien X, U, Y Banachriaume. Ferner sei I ein Intervall mit I = I und min I = ¢,
sowie A € LP (I,L(X)), B € L} (I,L(U, X)), C € LY (I[,L(X,Y)) und D €

loc loc loc
Ly (I,L(U,Y)). Wir wihlen
U:=LL (I,U) bzw. X := WP(I, X) bzw. Y := LY (I,Y)

loc loc

als Rdume der zuldssigen Kontrollen (Inputs) bzw. der zuldssigen Zusténde (States)
bzw. der zuliissigen Ausginge (Outputs)®®. Wir betrachten das Kontrollsystem

y(t) = A(t)y(t) + B(t)u(t) fir t € I, y(ty) =z € X, (2.8)
w(t) = C(t)y(t) + D(t)u(t) fir t € I. (2.9)

wobei Gleichung (2.9) Beobachtungsgleichung heifit.

Die Losung von (2.8) zu einem Input u € U und einem Anfangswert o € X sei mit
y*o" € X bezeichnet. Deren eindeutige Existenz wird durch Satz 2.31 gesichert. Man
beachte auflerdem, dass dann auch w*" € ) wegen der Holderschen Ungleichung
gilt, wobei w die zu u und zy gehorige Beobachtung bezeichnet.

2.40 Definition. Der Operator
T
Lr: LY ty, T;U) —» X, uw / S(T)S~(s)B(s)u(s)ds
to

heifit Steuerungs-Zustands-Operator.

58Wihlt man C = idx, so kann man die Zustinde y mit den Ausgéingen w assoziieren, weshalb
X manchmal als ,,Output-Raum” oder ,Raum der zuldssigen Ausgéinge” bezeichnet wird.
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Wegen Lru = y"*%(T) folgt dann Lr € L(L%(to,T;U), X) nach Satz 2.31, da
B e L (to, T; L(U, X)).

2.41 Definition. Sei T' € I\{to}.

(i)

Gilt y**(T') = zp fir xg, zr € X, so sagt man, dass die Kontrolle u € U das
System aus dem Zustand xg in den Zustand xp zum Zeitpunkt T' dberfiihrt.
Alternativ sagt man, dass das System von xg aus nach zp zum Zeitpunkt T
(exakt) kontrollierbar oder (exakt) steuerbar ist, sich der Zustand zq nach zr
zum Zeitpunkt T' steuern lasst oder dass der Zustand xp zur Zeit T von xg
aus erreichbar ist.

Seien xg, x7 € X. Gibt es zu jedem € > 0 ein u € U so, dass y**(0) = o und
|ly*(T) — xp||x < € gilt, so heiBt das System vom Zustand xo aus in den
Zustand xp zum Zeitpunkt T approximativ steuerbar.

Das System (2.8) heifit von zo € X aus zur Zeit T (exakt) steuerbar bzw.
approximativ steuerbar, wenn es fiir alle z7 € X von xy aus nach xr steuerbar
bzw. approximativ steuerbar ist.

Das System (2.8) heifit zum Zeitpunkt T' (exakt) steuerbar bzw. approximativ
steuerbar, wenn es fiir alle g, z7 € X von x( aus nach xr zur Zeit T steuerbar
bzw. approximativ steuerbar ist.

Das System (2.8) heifit (vollstandig exakt) steuerbar bzw. (vollstindig) appro-
zimativ steuerbar, wenn es fir alle T € I\{tp} zum Zeitpunkt 7' steuerbar
bzw. approximativ steuerbar ist.

Ersetzt man zp durch Ox, so spricht man von der Null-Steuerbarkeit zum
Zeitpunkt T von xo € X aus bzw. Null-Steuerbarkeit zum Zeitpunkt T bzw.
Null-Steuerbarkeit des Systems.

Nach Gleichung (2.7) ist ein Zustand zr von xy aus genau dann zum Zeitpunkt
T € I\{to} erreichbar, wenn es ein u € U derart gibt, dass

gilt.

/ S(T)S™(s)B(s)u(s)ds = z7 — S(T) g (2.10)

to

2.42 Satz. Fs qilt:

(i)

Das System (2.8) ist genau dann von xy € X nach xp € X zur Zeit T € I\{to}
steuerbar, wenn xp — S(T)zo € im(Lr) gilt.
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(ii) Das System (2.8) ist genau dann zur Zeit T € I\{to} exakt steuerbar, wenn
im(Ly) = X gilt.

(i) Das System (2.8) ist genau dann zur Zeit T € I\{to} approximativ steuerbar,
wenn cl(im(Lr), || - ||x) = X gilt.

(iv) Das System (2.8) ist genau dann zur Zeit T € I\{to} Null-steuerbar, wenn die
Inklusion im(S(T)) C im(Lr) gilt.

Beweis. (i) Die Behauptung folgt direkt mit (2.10).

(ii) Um (ii) zu beweisen, nehmen wir zunéchst an, dass Lr surjektiv ist. Seien
o,z € X. Dann gibt es ein u € L' ({zr — S(T)zo}). Umgekehrt, da S(T)

ein linearer HomGomorphismus ist, gilt
{I’T — S(T)IO | Zo, XT € X} =X
und damit nach (i) im(Lr) D X, d.h. Ly ist surjektiv.

(iii) Wir nehmen zunéchst an, dass das System zur Zeit 7" approximativ steuerbar
ist, und beweisen, dass im(Lr) dicht in X liegt. Sei z7 € X beliebig. Zu jedem
e > 0 gibt es ein u € U so, dass

| Lru — xr||x = |y°“(T) — 27||x < ¢ gilt, (2.11)

was die Dichtheit von im(Lr) bedeutet.

Gelte nun umgekehrt cl(im(Lr), | - ||x) = X. Seien z¢,zr € X und sei € > 0
beliebig. Dann gibt es ein u € U so, dass wegen (2.10)

ly™™“(T) — zr||x = [Lru—Tr|x <€
mit Tp = xp — S(T)xo gilt.

(iv) Sei zunéchst angenommen, dass das System zum Zeitpunkt 7" Null-steuerbar
ist. Dann gibt es zu jedem xy € X ein u € U so, dass

S(T)xo+ Lru =y™"(T) = 0x (2.12)
gilt, woraus sich unmittelbar
Lru = —S(T)xg

und damit im(S(7)) C im(Lr) ergibt.

Gelte nun umgekehrt im(S(7")) C im(Lr). Dann gibt es zu jedem zy € X
ein u € U so, dass S(T)xg = Lo(—u) = —Lp(u) gilt. Nach (2.10) gilt dann
y o (T) = 0x.

Dies beendet den Bewelis. O
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2.43 Bemerkung. (i) Da hier sowohl A als auch B als Familien beschriankter
Operatoren angenommen wurden, folgt mit Satz 2.35, dass S(t) fiir alle t € T
stetig invertierbar ist. Daher gilt im(S(7")) = X, wonach die Begriffe der exak-
ten und approximativen Steuerbarkeit sowie der Null-Steuerbarkeit dquivalent
sind. Sind A und B unbeschriankt, was bei Systemen mit ,,distributed parame-
ters”, zu denen auch PDGL zihlen, der Fall ist, so liegt eine solche Aquivalenz
im Allgemeinen nicht vor. Man kann dabei z.B. an die Wérmeleitungsglei-
chung denken: Unter entsprechenden Voraussetzung folgt fiir zo € L?(Q) be-

reits S(T)zo € | WH23(Q2) € L3(9).
k=1

(ii) Im Endlichdimensionalen gelten die Implikationen:

Exakte Steuerbarkeit (zur Zeit T € I\{to}) =
Null-Steuerbarkeit (zur Zeit T' € I\{tc}) =
Approximative Steuerbarkeit (zur Zeit T € I\{to}).

(iii) Sind A und B konstant, so ist das System (2.8) genau dann fiir alle 7" € I\{to}
exakt /approximativ/Null-steuerbar, wenn dies fiir ein 7" € I'\{to} gilt.

Obwohl Satz 2.42 ein Kriterium fiir Steuerbarkeit darstellt, liefert er kein prakti-
sches Instrument, mit welchem man die Abbildung auf (relative) Surjektivitét un-
tersuchen kann. Dies ist bei unendlichdimensionalen Problemen umso problemati-
scher, da in der Regel keine Methoden zur expliziten Berechnung der Fundamen-
tallosung (S(t))ier zur Verfiigung stehen. Um eine zufriedenstellende Antwort geben
zu konnen, miissen die Eigenschaften von L1 systematisch untersucht werden. Wir
beginnen unsere Diskussion mit der Hilbertraumsituation. Die auf diesem Wege ge-
machten Erkenntnisse werden wir spéter so weit wie moglich auf den allgemeinen
Banachraumfall {ibertragen.

Seien also bis zum Ende des Abschnittes X, U Hilbertraume und es gelte p = ¢ = 2.

2.44 Definition. Der lineare Operator Qr: X — X mit
T
Or ::/ S(T)Sfl(t)B(t)B*(t)(S*(t))*lS*(T)dt
to

heifit Gram®®scher (Steuerbarkeits-)Operator.
Hierbei ist B*(t) € L(X,U) mit

(B*(t)x,u)y = (x, B(t)u)x fiir alle z € X,u € U und fast alle t € I.

59 Jgrgen Pedersen Gram, 27. Juni 1850 — 29. April 1916.
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Offensichtlich ist Qr € L(X) wegen

e = ([ SIS 0BOB @) (" 1) 15" a1 e.v)

to

4 * * —1 o * * —1 ox* (213)
= / (B*(#)(S*()) S (T)z, B*(t)(S*()) " S (T)y)vdt
to
= (z,Qry)x fiirallez,y € X
symmetrisch und daher auch selbstadjungiert und wegen
T
(Qra,x)x = / | B*(t)(S*(t)) ' S*(T)x||fdt > 0 fiir alle z € X (2.14)
to

positiv semidefinit.

2.45 Satz. Sei T € I\{to}. Ist jeder Zustand x7 € X von xq = O0x aus zur Zeit T
erreichbar, d.h. im(Ly) = X, so ist Qr invertierbar.

Beweis. Fiir u € L*(ty,T;U) und x € X gilt

(Cru,z)x = / (ult), B (£)(5* (1)~ S* (7)), (2.15)

to

woraus sich L4x = B*(-)(S*(-))"1S*(T)z in L*(ty,T; X) ergibt. Angenommen, Qr
wére nicht invertierbar, dann géibe es ein z € X\{Ox} mit Qrz = 0x. Wegen
Gleichung (2.14) wiirde dann

B*(t)(S*(t))'S*(T)x = 0 fiir fast alle ¢ € [to, T

gelten. Folglich wére dann ker(£%) # {0x}. Da wir aus der Funktionalanalysis
wissen, dass

cl(im(Lr), [ - [lx) = (ker(£7))*
gilt, folgt im(Lr) € X, was einen Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. O]

Mit dieser Beobachtung konnen wir folgendes Steuerbarkeitskriterium beweisen.
2.46 Satz. Das System (2.8) ist genau dann zur Zeit T € I\{to} exakt steuerbar,

wenn Qr stetig invertierbar ist. In diesem Fall handelt es sich bei 4 € L*(ty, T;U)
mat

a(t) == —B*(t)(S*(t)) 'S (1) Q' (S(T) o — xr) fiir t € [to, T (2.16)
um eine zuldssige Kontrolle, die das System von xo € X aus nach xp € X dberfihrt.
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Ferner gilt
lll 20,70 = min{[full 20,70 [0 € L (to, T3 U), y™"(T) = wr}

sowte

/t la)l[fdt = (Qz" (S(T)wo — 1), S(T)S™ (to)z0 — 1) x-

Beweis. Mit Definition und Satz 2.32 und Satz 2.31 folgt « € L*>®(to,T;U) C
L%(to, T; U), y*% € WL2(ty, T; X) sowie

y" U (T) = S(T)xo—

( / LB B ()(S" (1) 1S (T)dt) Q71 (S(T o — 1)
= S(T)wo — Qr(Q7' (S(T)xo — x7)) = 27

Ferner gilt
/t la(t)l|5dt = /t 1B*(t)(S* (1))~ S™(T) Q7' (S(T)wo — wr) |7t
= </ S(T)S~Ht)B(t)B*(t)(S*(t)) " 'S*(T) Q7 (S(T)wg — z7)dt,

to

P (S0 — 1))

(QTQT (S(T)wo — 2r), Q7' (S(T)wo — 27))x
<QT (T)ZL‘O — IT), S(T)l’o — ZL‘T>X.

Wir definieren
uto,zo,T,:ET = {u c u | yCEo,u(T) e ‘/L‘T}7

wiahlen ein beliebiges u € Uy, 4, 7,2, und finden

| i a®poat = - [ o), B0 (0) 15" (1)Q; (S(T)wa — )

to to

= < — /tOT S(T)S™H(t)B(t)u(t)dt, Q7' (S(T)zo — xT)>X
= (S(T)zo — w1, Q7' (S(T)xo — 27))x,
d.h. (u, @) p2g 70y = ||€L||%2(t0,T;U). Damit folgt
T Y i Sy R S

wobei letzteres Funktional auf U, 4, 7.2, sein Minimum in % annimmt. []
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Sind A, B konstant, d.h. A = A(ty), B = B(ty), dann wissen wir, dass (S(¢))iec
eine holomorphe Gruppe bildet und

Lru = /T S(T — t)Bu(t)dt

to

gilt. Substituiert man s := T — ¢, so folgt

T—to
Or :/ S(s)BB*S*(s)ds.
0

2.47 Satz. Ist A € L(X) und ist B € L(U, X) ein Isomorphismus, so ist das System
(2.8) wvollstindig steuerbar.

Beweis. Da B ein Isomorphismus zwischen U und X ist, ist B* ein Isomorphismus
zwischen X und U. Wegen der Stetigkeit von S* in ¢y gibt es ein 7 > 0 so, dass
15*(t) — idx||(x) < 5 fiir ¢ € [to, to + 7] gilt. Damit folgt fiir z € X

(Qra, x)x —/0 185" (s)z[5ds = £1(B") Mz wx 2l

d.h. Q7 ist invertierbar fiir ein und damit auch fiir alle T' € I\{to} (s. Satz 2.48). O

2.48 Satz. Seien A, B konstant. Dann ist Qr genau dann fir alle T € I\{to}
invertierbar, wenn es fir ein T € I\{to} invertierbar ist.

Beweis. Angenommen, es géibe ein T' € I\{t,, T}, fiir welches Qr nicht invertierbar
wire. Dann gébe es ein z € ker(Q7)\{0x}. Die im Beweis von Satz 2.45 eingefiihrte
Funktion 4 liele sich zu einer holomorphen Funktion

C>tesalt) = B*S(T — t)z

fortsetzen, welche nach Gleichung (2.14) auf [ty, 7] und wegen der Holomorphie in
ganz C verschwinden wiirde. Damit gilte nach Gleichung (2.15) ker(L7) # {Ox } fiir

alle T € I. Insbesondere wiire dann im(L5) € X, was einen Widerspruch darstellt.

[]

Zum Abschluss des Abschnittes wollen wir uns mit der endlichdimensionalen Situa-
tion beschéftigen. Wir nehmen an, dass X = R", U = R™, n,m € N, euklidische
Réume und A € R™" B € R™ ™ konstante Matrizen sind. Unser Ziel wird nun
sein, die Invertierbarkeit von Qr als eine moglichst einfache Bedingung an A und B
zu beschreiben. Ein solches Resultat ist durch die sogenannte ,, Kalméansche Rang-
bedingung” gegeben, welche wir im Folgenden formulieren und beweisen werden.

Hierzu benétigen wir ein bekanntes Resultat aus der Linearen Algebra.
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2.49 Satz (Cayley®® & Hamilton®'). Sei M € R"™" eine Matriz mit charakteristi-
schem Polynom

pu(N) i=detOA Ly — M) = X"+ \" ' + -+ +a, fir)eC,
wobei ay, . ..,a, € R. Dann gilt

M™ + aan_l + -+ anlnxn = Opxen.

Wir definieren die Abbildung

n—1
Ly: U =~ R™"™ 5 R" (ug, ... Up1) — ZAjBuj,

J=0

wobei wir U" mit der Produkttopologie versehen.

2.50 Lemma. Fir T € I\{to} gilt im(Ly) = im(l,). Insbesondere ist L1 genau
dann surjektiv, wenn l,, surjektiv ist.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei ¢ty = 0. Wir benutzen die Identitéiten
im(Ly) = (ker(£5)*,  im(l,) = (ker (L))"
,C" Firzre Xundu; €U, j=0,...,n—1ist

(ln(ug, -y up_1),x)x = (ug, B*z)y + -+ + (up_1, B*(A*)”_1x>U.

Ist z € ker(l%), so gilt (I,(ug, ..., up_1),x)x = 0 fir alle ug, ..., u,—1 € U und
es folgt
B*x = 0y,...,B*(A")" 'z = 0p.

Mit dem Satz von Cayley & Hamilton angewendet auf A* ergeben sich dann
Cos -5 Cn1 € R mit

n—1
k=0
Induktiv folgt fiir [ € Ny die Existenz von ¢, ..., ¢ ,—1 € R mit
n—1
(A*)l _ ch,k(A*>k'
k=0

Damit gilt
B*(A")fz = 0y fiir k € Ny.

60 Arthur Cayley, 16. August 1821 — 26. Januar 1895.
61William Rowan Hamilton, 4. August 1805 — 2. September 1865.
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Unter Beachtung der Identitét

kann man

fiir alle ¢t € C und damit
T
(Lru,x)x = / (u(t), B*S*(T — t)x)pydt =0
0

fiir alle w € L*(0,T;U) und T € I\{to} folgern, d.h. = € ker(L%).

,D” Sei x € ker(£%). Dann gilt (Lru,z)x = 0 fiir alle u € L*(0,7;U) und damit
auch B*S*(t)x = Oy fur t € [0,7T]. Wendet man den Operator %, k=0,...,n,
auf die Identitét

E B (A*)rx = 0y fiir t € [0, 7
k=0

an und wertet man das Resultat in £ = 0 aus, so folgt

B*(A"z =0y fir k=0,...,n—1

und damit
(ln(ug, -y up_1),z)x =0
fir alle ug, ..., u,—1 € U.
Dies beendet den Bewelis. O

Wir definieren die Matrix

(A|B) := (B AB A’B ... A" 'B) e R™(")

2.51 Satz (Kalmén). Aquivalent sind folgende Bedingungen:

(i) Das System (2.8) ist vollstindig steuerbar.

(ii) Das System (2.8) ist zu einem Zeitpunkt T' € I\{to} steuerbar.

)

)

(iii) Die Matriz Qr ist fir alle T € I\{to} invertierbar.

(iv) Die Matriz Qr ist fir ein T € I\{to} invertierbar.
)

(v) Es gilt rank(A|B) = n.
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Beweis. Die Aquivalenz von (i)-(iv) folgt mit Sitzen 2.46 und 2.48, wihrend sich
die Aquivalenz zwischen (i) und (v) aus Satz 2.42 und Lemma 2.50 ergibt. O

Fiir unendlich-dimensionale Systeme mit beschriankten Operatoren gilt folgendes
Resultat:

2.52 Satz (Triggiani®®). Seien X, U Banachriume, A € L(X), B € L(U, X) und
p=q =2. Das System (2.8) ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn

Cl(span< G im(A”B)), |- ||X> =X

n=0
qgilt.
Ist die Kédlmansche Rangbedingung aus Satz 2.51 erfiillt, so liefert Gleichung (2.16)
fir alle zg,xzr € X eine Steuerung u, welche das System (2.8) von xy aus nach
xp iberfithrt. Um die Kontrollfunktion explizit angeben zu kénnen, benotigt man

die Inverse der Gramschen Steuerbarkeitsmatrix Q. Um den Rechenaufwand zu
minimieren, kann folgender Ansatz in manchen Situationen niitzlich sein.

Gilt rank(A|B) = n, so gibt es eine Rechtsinverse K € R(™)*" mit (A|B)K = Lxy,
oder in der Blockschreibweise Matrizen K, ..., K, € R™*" mit

BK1 + -+ ABKQ + -+ An_lBKn = Inxn'

Ferner existiert eine Funktion ¢ € C"([tg, T], R) mit

/Tgp(t)dt =1 (2.17)

sowie

e (ty) = pUNT) =0 fiir j =0,...,n — 1. (2.18)

2.53 Satz. Es gelte die Rangbedingung rank(A|B) = n sowie (2.17), (2.18). Dann
ist die Steuerung

60 = 3 Kyt (0 firt € ftoT
mat _
U(t) == S(t = T)(ar — S(T — to)wo)p(t) fiir t € [to, T}

ein Element von L*(ty, T;U) und dberfihrt das System (2.8) von x¢ aus zur Zeit
T >ty nach xp.

62Roberto Triggiani, geboren 1942.
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Beweis. Unter Benutzung von (2.18) folgt mit j-facher partieller Integration

T T
/ S(T — t)BK; 1Y (t)dt = / S(T — t)ABK;,1p(t)dt

fiir y =0,...,n— 1. Somit

T

/ ' S(T — t)Bu(t)dt = / : S(T — t)(A|B)K¢(t)dt = / S(T — t)y(t)dt.

to to to

Beachtet man die Definition von ¥ und Gleichung (2.17), so folgt

yxo,a(T) = S(T — to)zo + / S(T —t) (S(t —T)(xr — S(T — to)$0)>90(7f)dt

to

= S(T — to)xo + (Q?T — S(T — to)xo) /T (p(t)dt = X,

to

was den Beweis beendet. O

Abschlielend wollen wir zwei Anwendungsbeispiele vorstellen.

2.54 Beispiel. Wir betrachten die skalare Oszillatorgleichung

i(t) + wy(t) = u(t),

wobei die Steuerung u als duflere Kraft auf das System wirkt. Abbildung 7 stellt
fiir verschiedene Werte von w die L?-optimale Kontrolle graphisch dar, welche das
System von xy = (2, —1)7 aus nach xp = (=5, 2)T zum Zeitpunkt 7' = 60 iiberfiihrt.

2.55 Beispiel. Ein wirmeleitender Stab belege das Gebiet 2 := (0, L) des R'. Die
Funktion 6: [0,00) x Q — R beschreibe die (relative) Temperatur zur Zeit ¢ > 0 am
Ort z € Q. Mit p > 0 bzw. ¢, > 0 seien die Massen- bzw. Wirmeleitungsdichte des
Stoffes und mit x > 0 die Warmeleitfahigkeit bezeichnet. Der Stab sei am rechten
Rand thermisch isoliert. Am linken Rand sei der Warmefluss in Normalenrichtung
durch eine Steuerungsfunktion u: [0,00) — R bestimmt. Dann geniigt 6 folgendem
Anfangsrandwertproblem

00(t,x) — %@ﬁ(t,x) =0 fur (t,z) € (0,00) x Q,
e 0:0(t,0) = u(t) fiir t € (0, 00), (2.19)
0,0(t, L) =0 fiir t € (0,00),
0(0,z) = 6°(x) fiir z € Q.
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Abbildung 7: Oszillator

Wir betrachten eine Semidiskretisierung der Gleichung (2.19) im Ort. Hierzu iiber-
ziehen wir {2 mit einem dquidistanten Gitter

Qp:={x;:=4h|j=0,...,n+1},
wobei n € N und h := nLH Ferner sei S(?Zh ={jh|j=1,...,n} und sei LQ((OZh) =
{u]u: Qn — R} versehen mit dem Skalarprodukt

O DUCHLICHE

Diskretisiert man den Neumann%3-Laplaceoperator mit Hilfe der Finiten Differenzen

und beachtet die Isometrie zwischen L?(Q);) und R”, so kann man den diskretisierten
Operator /fAh in der Matrixschreibweise
7]

-1 0 0 ... 0 O 0 O

1 =2 1 0 ...0 0 0 0
o 1 -21 ....0 0 0 O
Ap=g |0 0 s e L ERTT

o o o o0 ...1T -2 1 0
o o o o0 ...0 1 =21
o o o o0 ...0 0 1 -1

63Carl Gottfried Neumann, Mai 1832 — 27. Miirz 1925.
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2.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit 49

angeben. Anhlich kann man 0,0|,—o mittels £ (6(z) —6(x)) diskretisieren. Definiert
man nun By, := (=1/h,0,...,0)T € R™*! so ergibt sich ein endlichdimensionales
Kontrollproblem fiir 6,

9h(t) = A;ﬁh(t) + Bhuh(t) fiir ¢ > 0, gh(O) = 02

Ferner zeigen wir, dass rank(Ay|By,) = n gilt. Man sieht leicht, dass (A,|B}) eine
obere Dreiecksmatrix ist. Auflerdem zeigt man, dass

(AIZ)W#OfurkJGN,zzl,,n

gilt. Damit ist
det Ah‘Bh H Ak u
k=1

und daher ist rank(Ay|By) = n.

Exemplarisch nehmen wir an, dass der Stab der Linge L = 0,5 m aus Stahl® be-
steht. Abbildung 8 illustriert die L*-optimale Kontrolle & mit |G| 12(0,go;r) ~ 37.9733,
welche das System fiir » = 1/51 von ¢ = 300 °C aus in den Null-Zustand nach
T = 60 s iiberfiihrt, sowie die zugehorige Losung. Die Losung ist reguldr und die

ki

L2 optimale Steuerung Zugehorlger Zustandsverlauf

250"

15047

an

100"

e o 01

i i i i i i
-1 LI

¢
Abbildung 8: Null-Steuerbarkeit

L?-optimale Kontrolle @ ist méBig oszillierend.

Versucht man das System von 6§, = 30 + cos(*T-) aus nach 6] = 500 + cos(3"-)
zu iiberfiihren, so ist die zugehérige L2-optimale Steuerung @ sehr stark oszillierend
und die numerische Losung weist deutliche Diskrepanzen zu den Zielvorgaben auf.

64Unlegierter Stahl: p = 7,85 kg/m?, ¢, = 0,47 kJ/(kg - K), x = 54W /(M - K).
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50 2  Elemente der klassischen Kontrolltheorie

AuBerdem gilt ||t || 2(0,60,r) & 47701. Fiir h — 0 verschlechtern sich die Resultate
sogar, was damit zu begriinden ist, dass die kontinuierliche Warmeleitungsgleichung
nicht exakt (Rand)steuerbar ist.

. L2-optimale Steuerung 4 Zugehsriger Zustandsverlauf ™"

1200
toood.
oo
& e00y-
apgd

200 g

Abbildung 9: Steuerbarkeit

2.2.3. Beobachtbarkeit und Gramscher Beobachtsbarkeitsoperator

Wir betrachten zunéchst das volle Kontrollproblem

y(t) = A(t)y(t) + B(t)u(t) fir t € I, y(ty) =z € X, (2.20)
w(t) = C(t)y(t) + D(t)u(t) fur t € I, (2.21)

wobei die Operatorfamilien wie frither seien. In Ubereinstimmung mit dem vorheri-
gen Kapitel bezeichnen wir mit y** € X und w®" € ) die zum Anfangswert x € X
und der Steuerung u € U gehorige Zustands- bzw. Beobachtungsfunktion, welche
nach Satz (2.31) eindeutig bestimmt sind.

Zum Kontrollproblem (2.20)—(2.21) gehort das sogenannte duale Problem

) =A)zt)+ C'(t)v(t) fir t € I, 2(ty) =2 € X/, (2.22)
h(t) = B'(t)z(t) + D'(t)o(t) fiir t € 1. (2.23)

Will man bei festem v anhand der Messung w den Zustand y auf (to,7") schétzen,
was wiederum zur Schitzung des Anfangswerts z dquivalent ist, kann man z.B.
folgendes Minimierungsproblem betrachten:

T
T = arg min/ [C@)y™"(t) = wt)[y-dt,

zeX to
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welches aus Konvexitétsgriinden ein Minimum besitzt. Die Frage, ob dieses eindeutig
ist und ob das Funktional die Null als globales Minimum hat, hdangt mit dem Begriff
der Beobachtbarkeit zusammen.

2.56 Definition. Das System (2.20)—(2.21) heiBt zum Zeitpunkt T € I\{to} zum
Input u e U

(i) approzimativ beobachtbar, wenn fiir alle 2,7 € X aus w™* = w™* auf (¢, T)
bereits x = x folgt.

(ii) terminal beobachtbar, wenn es ein ¢ > 0 so gibt, dass ||y**“(T) — y**(T)||x <
cllw™* —w™"|| Ly o 1y fiir alle z, 7 € X gilt.

(iii) exakt beobachtbar, wenn es eine Konstante ¢ > 0 so gibt, dass ||z — Z||[x <
¢ llw®™™ — w"|| Lo,y fiir alle 2,7 € X gilt.

2.57 Bemerkung.

(i) Offensichtlich ist die exakte Beobachtbarkeit nach Satz 2.31 dazu dquivalent,
dass es ein ¢ > 0 so gibt, dass

™ = 4™ lwragorix) < El[w™" = w™|| Lo ry) filr alle 2,7 € X gilt.

(ii) Im Endlichdimensionalen sind alle drei Begriffe dquivalent.

(iii) Eine addquatere Bezeichnung fiir ,,approximative, terminale bzw. exakte Be-
obachtbarkeit” wére ,,Beobachtbarkeit”, ,stetige terminale Beobachtbarkeit”
bzw. ,stetige Beobachtbarkeit”. Es hat sich aber erstere Nomenklatur etabliert,
da sie einen unmittelbaren Bezug zu entsprechenden Steuerbarkeitsbegriffen
herstellt.

2.58 Lemma (Ubung). Das wolle System (2.20)-(2.21) ist genau dann fiir jede
Kontrolle w € U zum Zeitpunkt T € I\{to} approzimativ beobachtbar, terminal
beobachtbar bzw. exakt beobachtbar, wenn es zum Zeitpunkt T zum Null-Input appro-
ximativ beobachtbar, terminal beobachtbar bzw. exakt beobachtbar ist.

2.59 Bemerkung. Bei nichtlinearen Kontrollproblemen liegt eine solche Aquiva-
lenz nicht vor. So wird die Kontrolle in der Regel ,willkiirlich” fest gew&hlt. Bei
anderen Anwendungen geht man sogar von mehreren Beobachtungsreihen zu end-
lich oder unendlich vielen Inputs aus. Dies ist z.B. bei den ,, Inversen Problemen”
oft der Fall, bei denen es darum geht, die unbekannten, ungenau oder teilweise
bekannten Operatorfamilien A, B, C, D zu bestimmen oder zu schétzen.
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Wegen Lemma 2.58 kénnen wir in unserem Fall ohne Einschriankung vom Null-Input
ausgehen. Aus (2.20)—(2.21) ergibt sich das reduzierte Kontrollproblem

(t) = A(t)y(t) fir t € I, y(to) = o € X, (2.24)
w(t) = C()y(t) tir t € 1. (2.25)

Mit y* € X bzw. w”® € Y bezeichnen wir die zum Anfangswert x gehorige Zustands-
bzw. Ausgangsfunktion.

Das zugehorige reduzierte duale Problem lautet

2t)=At)z(t) + C'(t)(t) fiir t € I,  2(to) = 2. (2.26)

Als Analogon zum Steuerungs-Zustands-Operator ergibt sich:

2.60 Definition. Die Abbildung Ms: X — L”(to,T;Y") gegeben durch
(Mrpx)(t) := C(t)S(t)z fur t € (to, T)
heifit Zustands-Beobachtungs-Operator.

Offensichtlich ist My € L(X, L”(ty, T;Y')) wohldefiniert.

2.61 Definition. Seien X, Y, Z Banachrdume und seien A € L(X,Y), B € L(X, 7).

(i) A heiBt nach unten durch B beschrinkt, wenn es ein ¢ > 0 so gibt, dass
|Az|ly > c||Bzl|z fir alle z € X gilt.

(ii) A heiBt nach unten beschrdankt, wenn es durch idy € L(X) nach unten be-

schrankt ist.

2.62 Satz (Ubung). SeiT € I\{to}. Das reduzierte Problem (2.24)-(2.25) ist genau

dann zur Zeit T

(i) approximativ beobachtbar, wenn My injektiv ist.
(i) terminal beobachtbar, wenn My nach unten durch S(T') beschrankt ist.

(iii) exakt beobachtbar, wenn My nach unten beschrankt ist.

Um den Operator M genauer untersuchen zu konnen, beschrénken wir uns zunéchst
auf den Hilbertraumfall. Es gelte also p = v = 2 und X, Y seien Hilbertraume.
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2.63 Definition. Sei T' € I\{to}. Der lineare Operator Ry: X — X mit
T
Rr :z/ S*()C*(t)C(t)S(t)dt
to

heifit Gramscher Beobachtbarkeitsoperator.

Offensichtlich ist Ry € L(X). Auflerdem gilt fiir alle z,y € X

Ry, y)x = << TS*(t)C’*(t)C(t)S(t)dt):c,y>

to X

- / (S*(t)C*(t)C(t)S(t)x, y) xdt

to

T
- [ s et mems)xd
to
= <'Ta RTy>X
Deshalb ist Ry symmetrisch und damit selbstadjungiert. Wegen
T
(Rew,a)x = [ 1CWS(alRde >0
to

ist R iiberdies positiv semidefinit.

2.64 Satz. Das reduzierte System (2.24)-(2.25) ist genau dann zur Zeit T € I\{to}
exakt beobachtbar, wenn Rr stetig invertierbar ist.

Beweis. Fiir alle z € X gilt

/ e (|2t = / IOt (1) 2dt = / | Mtz |2t

to to to

_ /t (C(D)S(t)z, C()S()x)ydt (2.27)

-/ S (00 (WSt 7) el

to
= <RT~CEa x>X~
»,=": Ist das System exakt beobachtbar, so gibt es ein ¢ > 0 so, dass
lz]lx < ellw®] 2o,y

und damit auch
)% < (Rrx,x)x
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fiir alle € X gilt, woraus sich mit dem Lemma von Lax% & Milgram®® die
stetige Invertierbarkeit von R ergibt.

»,<": Umgekehrt sei nun R stetig invertierbar. Wegen der positiven Semidefinitheit
von Ry gilt
a:= inf (Rrx,z)x > 0.

=l x=1

Wir wollen zeigen, dass a > 0 gilt. Angenommen, es ist a = 0. Aus Konve-
xitétsgriinden gibt es dann ein # € X mit (Ryz, x)x = 0. Zu A > 0 setzen wir
zy := (Mdx — Rr)z und finden

<RTJ,’)\,$)\>X = <RT(/\21dX - 2/\RT + R%)I,$>X = _2)\||RTIH§( + <R%I,$>X

Wiirde nun |[|[Rrz|x > 0 gelten, dann wére der obige Audruck negativ fiir
hinreichend grofle A\, was einen Widerspruch zur positiven Semidefinitheit von
R+ darstellen wiirde. Also ist Rz = 0x und damit z = Oy, da Ry invertierbar
ist. Dies widerspricht der Annahme ||z||x = 1. Daher ist a > 0 und es gilt

T
o — )% < L(Rp(x — ),z — T)x = i/ [w® () — w? (t)|[3-dt.

to

fiir alle 2,7 € X.
Dies beendet den Bewelis. O

Sind die Operatorfamilien A und C' konstant, so handelt es sich bei (S(t))iec um
eine holomorphe Gruppe und es gilt nach Substitution s := ¢ + ¢,

T—to T—to
Ry = / S*(s —tg)C*CS(s —tg)ds = / S*(s)C*CS(s)ds,
0 0

da S(to) = S*(to) = ldX
Beachte auflerdem, dass fiir konstante Operatorfamilien C'
w* = Mqpx = C(-)S(-)x € C°([to, T],Y)

fiir # € X folgt, da S(-)x € W2 (to, T; X) — CY([to, T], X) gilt.

2.65 Lemma. Seien A und C konstant. Das System (2.24)-(2.25) ist genau dann
zur Zeit T € I\{to} approximativ beobachtbar, wenn es zu jedem x € X\{0x} ein
t € (to, 1] so gibt, dass (Mrzx)(t) # Oy gilt.

65Peter David Lax, geboren am 1. Mai 1926.
66 Arthur Norton Milgram, 3. Juni 1912 — 30. Januar 1961.
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Beweis. ,,=7: Ist das System approximativ beobachtbar, so folgt wegen der Injek-
tivitdt von Mr bereits Mrx # Oy auf einer Tellmenge I C (to,T) mit Maf

A(I) > 0 fiir alle z € X\{0x}. Damit existiert ein ¢ € I so, dass My (t) # Oy
gilt.

»<": Umgekehrt sei nun x € X\{Ox} beliebig und es gebe ein t € (tp, 7] mit
(Mrz)(t) # 0y. Wegen der Stetigkeit von Mpzx gibt es ein offenes I C I so,
dass [[(Mrx)(t)|ly > 0 fir t € I gilt. Damit folgt

0 oz > [ IOl e >0,
was die Injektivitat von M bedeutet.
Dies beendet den Bewelis. O

Zum Abschluss des Abschnittes seien X = R", Y = R¥ endlichdimensional und A €
R™", C € R¥" konstant. In diesem Fall gilt ein duales Analogon des Kélmanschen
Satzes.

2.66 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Das System (2.24)—(2.25) ist fir ein T € I\{to} exakt beobachtbar.
(i1) Das System (2.24)—(2.25) ist fiir alle T € I\{to} exakt beobachtbar.

)

)
(iii) Die Matriz Ry ist fir ein T € I\{to} invertierbar.
(iv) Die Matriz Ry ist fir alle T € I\{to} invertierbar.
)

(v) rank(A*|C*) = n.

Beweis. Die Implikationen ,,(ii) = (i)” und ,,(iv) = (iii)” sind trivial. Die Aquivalenz
(1) < (iil)” gilt nach Satz 2.64.

Da es sich beim Gramschen Steuerbarkeitsoperator
T—tg
Orone o / SH(T — H)C*CS(T — t)dt = / S*(5)C*CS(s)ds
0
um Ry handelt, gilt nach Lemma 2.50
ker(Rr) = (im(Qra-c+))" = (im(Lrar oLy 40 04)) T

= (im(Lria-c+))" = (imla- c+))7
weshalb ker(Rr) nicht von 7" abhéngt. Gilt ker(Rz) = {0x} fir ein T € I\{to}, so

muss dies in ganz I\{to} gelten. Also sind (iii) und (iv) dquivalent.

Die Aquivalenz von (i) und (v) folgt aus dem Kélmanschen Satz angewendet auf das
duale Problem. O
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Abschlielend stellen wir ein weiteres fiir die Praxis wichtiges Resultat vor.

2.67 Satz (Hautus®” Test). Das System (2.24)—(2.25) ist genau dann fiir alle T > t,
exakt beobachtbar, wenn

rank (A _SI"X"> =n fiir alle A € o(A) gilt.

Beweis. Ohne Einschréinkung sei ¢y = 0.

,,<=" Wir betrachten den abgeschlossenen Unterraum N := ker(M7) von X, wobei
wir wissen, dass dieser nicht von T" abhédngt. Angenommen, das System wére
nicht zur Zeit T exakt beobachtbar, dann wire N # {0x}. Offensichtlich ist
N unter (e!);5o invariant, denn: gilt Cet4x = Oy fiir alle ¢t € [0, 7] und damit
auch t € C, so folgt Cetlesx = Oy fiir alle t, s € C. Ferner gilt (insbesondere)
fir allet € R

A(N) = (e_tA%etA> (N) C N.
Betrachte die trunkierte Restriktion Ay € L(N) von A auf N, wobei N mit
der || - ||x-Norm versehen ist. Offensichtlich ist () # o(Ay) C o(A), da N #
{Ox}. Sei A € 0(Ay) und sei z) € N ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
Czy = (Mrz)(0) = 0y und somit

( C X)xA:OX:rank( C X)<n7

was einen Widerspruch darstellt.

A— )\Inxn
C

zy € X\{0x} mit (A—Al,x,,)zx = Ox und Cwy = Oy. Ferner gilt e'4zy = e Mz,

fiir alle t € R und daher Myx, = Oy fiir alle T > 0.

,,=" Gilt umgekehrt rank < n fiir ein A € o0(A), dann gibt es ein

Dies beendet den Bewelis. O

2.68 Korollar. Das Paar (A, B) (d.h. das System ¢y = Ay + Bu) ist genau dann
vollstindig exakt steuerbar, wenn

rank(A — M., B) =n fir alle A € o(A) gilt.

6"Malo Hautus
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2.69 Satz (Ubung). Seien n,m,k € N und seien M,D,K € R™", B € R,
C1,Cy € R wobei M positiv definit sei. Das System

My + Dy + Ky = Bu in (0,00),
w = Cyy + Cay in (0, 00)

1st genau dann

(i) exakt steuerbar, wenn

rank(MMA* + DX+ K B) =n,

(ii) exakt beobachtbar, wenn

K MN+ DX+ K\
ratt C1 + CaA -

fiir alle X € A gilt, wobei A := {\ € C| det(MN* + DX+ K) =0}.

2.70 Beispiel (Bestimmung der Rotation eines Satelliten®). Wir betrachten einen
(kiinstlichen) Satelliten der Erde, welcher sich in der Néhe des Gleichgewichts bzgl.
eines orbitalen Koordinatensystems bewegt. Mit 6 := (6y, 05, 03)7 seien die Winkel
zwischen dem Orbital- und dem Hauptachsenkoordinatensystem® des Satelliten be-
zeichnet. Die Funktion # hdnge von 7 = wyt ab, wobei t die Zeitvariable und wy
die Winkelgeschwindigkeit des Baryzentrums bzgl. des Orbits bezeichne. Ferner sei

w?

w; = —, 1 = 1,2,3, wobei w; fiir die i-te Komponente der absoluten Winkelge-

schwindigkeit des Satelliten steht. Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten
dann

91 = 92 + wWa, 6'2 = —91 + w1, 93 =—-1+4+ w3, (228)
él = —/ﬁl% + 5192, ég = —/’6392 + bgél, ég = —/{1393, (229)
wobei
=B, =Bl R o3ae
by = C—B+A by = B-—C-A
1 C ; 2 — A

und B > A > C > 0 die zentralen Inertialmomente des Satelliten bezeichnen.

Wir nehmen ferner an, dass sich der Winkelvektor w mit Hilfe eines Sensors am
Satelliten geméaf
W' =w 4+, 1=1,2,3

68Quelle: Beletsky, V. V., Motion of an artificial satellite about its center of mass, Israel program
for scientific translations, Jerusalem (1966).

69In der technischen Literatur werden die Koordinaten bzgl. dieses Systems ,Roll-Nick-Gier-
Winkel” oder ,,roll-pitch-yaw angle” genannt.
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messen lasst, wobei v; den (konstanten) systematischen Messfehler (Bias) bezeichnet.
In diesem Fall entfallen Gleichungen (2.29). Desweiteren sei angenommen, dass sich
auch die Position der Sonne am beleuchteten Teil des Orbits mit Hilfe eines weiteren
Sensors messen lidsst. Die Koordinaten des vom Baryzentrum des Satelliten auf die
Sonne gerichteten Einheitsvektors lauten dann

[y =aicosT —agsint, Iy =ay, [3=a;sinT+ azcosT,

wobei sich die Konstanten aq, as, a3 anhand des Orbits des Satelliten bestimmen
lassen. Die Beobachtungsgleichungen schreiben sich zu

o1 = agly — (o sinT + ag cos T)6s,

2.30
09 = —aly + (g cos T — azsin7)03. ( )
Mit Gleichung (2.28) folgt
91 = 92 + wWa, 92 = —91 + w1, Dl = O, Dg = 0, (231)
03 = —1+ws, 1=0. (2.32)

Wir mochten das Kontrollproblem (2.31), (2.32), (2.30) auf Beobachtbarkeit unter-
suchen. Dabei ist zu beachten, dass die Beobachtungsmatrix nicht autonom ist. Wir
substituieren

Z1 = 6”(93, Z9 = 6”1/2, zZ1 = 67”03, 29 = e*”VQ.

Dies fiithrt auf zwei entkoppelte lineare Kontrollprobleme mit konstanten Koeffizi-
enten

=1z — 29, Fo =12, Z1=—IZ —Z2, Zo= —iZs,
h =0 +wy, bOr=—0+w, 11=0 15=0, (2.33)

o1 = aglhy — Bz1 — Bz, 09 = —uly +ifz — 187,

mess mess
Wy =wpt+ V1, Wy =Wy + 1y
sowie
93 =—-1+ Ws 1)3 =0
’ ! (2.34)
mess

Wz = ws + 3,

worin 8 := 1(as — ia;). Beim Ubergang ins Reelle im System (2.33) erhélt man ein
Kontrollproblem fiir einen zehndimensionalen Zustandsvektor mit vierdimensiona-
ler Beobachtung. Unter Verwendung der Kalméanschen Rangbedingung stellt man
fest, dass Systeme (2.33) und (2.34) exakt beobachtbar sind, was auch die exakte
Beobachtbarkeit des urspriinglichen Systems nach sich zieht.
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2.2.4. Dualitat zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
In diesem Abschnitt wollen wir die Dualitidt zwischen Steuerbarkeit und Beobacht-
barkeit im allgemeinen Banachraumfall untersuchen.

Analog zur skalaren Situation gilt

2.71 Lemma. Seien X ein reflexiver Banachraum, I C R ein Intervall und sei
p € [1,00). Dann sind die Rdiume

LP(1,X") und (LP(1, X)) mit p' € (1,00], 14 L =1

D=

1sometrisch isomorph, wobei
DULX) = (XYY, g (50 [lo(0) 10)vuc)
I
der isometrische Isomorphismus 1st.

Damit kann man jedes lineare beschrankte Funktional auf LP(7, X) iiber die duale
Paarung mit einem Element aus LP (I, X’) eindeutig darstellen bzw. mit diesem
Element assoziieren.

Wir betrachten zunéchst den Steuerungs-Zustands-Operator L € L(L4(ty, T;U), X).
Analog zur Hilbertraumsituation ergibt sich £/, € L(X', (L(to,T;U))") mit

(Lha')(u) = o' (L) = / 2 (S(T)S™ () B(t)u(t))dt

to

= / (', S(T)S™ () B(t)u(t)) x/.xdt

to

= [ (B OE ) S0 ab)d

to
fir o/ € X', u € Li(ty,T;U). Es ist t — B'(t)(S'(t))"1S"(T)x" € L (ty, T;U") —
L9 (ty, T;U"), da ¢ < r. Daher kann man £/, als ein Element von L(X’, LY (to, T; U"))
mit
(L2 )(t) = B'(t)(S'(t)) 1S (T)a' fiir ' € X' und fast alle t € [to, T
auffassen.

Im Folgenden beweisen wir Dualitétsresulate, welche die aus der Funktionalanalysis
bekannten Sétze auf Banachrdume iibertragen.

2.72 Definition. Sei X ein normierter Raum und seien U ¢ X und V C X’
nichtleer. Die Mengen

Ut :={2' € X'|(2,2) xr.x = 0 fiir alle 2 € U} und
Vi ={z e X|{@ z)x.x =0 fiir alle 2’ € V'}
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heiflen der Annihilator von U in X' bzw. der Annihilator von V in X.

2.73 Lemma. Fs gilt:

(i) U+, Vi sind abgeschlossene Unterriume von X' bzw. X.
(11) U C (UJ_)J_ und V C (VJ_)J_.

(i) (U+)L = cl(span(U), || - [Ix)-

Beweis. (i) Offensichtlich sind U+, V| Vektorriume. Ferner gilt fiir (2/,),ey C U+
mit z;, — 2’ € X' fiir n — oo

(@ x)xr.x = (lim 2}, 2)x.x = lim 2, (z) = 0 fiir alle z € U,
n—oo n—oo

d.h. 2/ € U+ und U+ ist abgeschlossen. Analog folgt die Abgeschlossenheit
von V.

(i) Die Aussage folgt direkt aus der Definition von (U1), bzw. (Vi )*.

(iii) ,C” Diese Inkusion folgt mit dem Satz von Hahn™ & Banach: Wiirde ein
Element € (U'), im Komplement des abgeschlossenen Unterraumes
cl(span(U), || -||x) liegen, dann géibe es ein 2’ € X’ so, dass (2, x)x.x # 0
und '|cispanuy,|lx) = 0 gelten wiirde. Einerseits wére dann 2’ ¢ U L
andererseits aber 2’|y = 0, was einen Widerspruch darstellt.

»,D7 Wegen (i) und (ii) ist diese Inklusion trivial.
Dies beendet den Beweis. ]

2.74 Lemma. Seien X,Y normierte Riume und sei T' € L(X,Y'). Dann gilt:

(i) (im(T))* = ker(T").

(ii) (im(T

(iii) cl(im(T), [ - fly) = (ker(1"))..
)

(iv) el(m(T"), || - [lx+) = (ker(T))*.

N1 = ker(T).

Beweis. (i) Fury' € Y/ gilt

y'(Tz) =0 firallez € X & Ty (2)=0 firallex € X & Ty =0x.

"OHans Hahn, 27. September 1879 — 24. Juli 1934.
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(i) Fur z € X gilt

Ter=0y & ¢(Tz)=0 firalley €Y' & T'y(z) =0y firalley €Y’

(iii) Wende (-), auf (i) an.
(iv) Wende (-)* auf (ii) an.
Dies beendet den Beweis. ]

2.75 Korollar. Seien X,Y normierte Riume. Der Operator T € L(X,Y') ist genau
dann injektiv, wenn cl(im(T"), | - ||x/) = X' gilt.

2.76 Lemma. Seien X,Y Banachriume und sei'T € L(X,Y). Der Operator T ist
genau dann nach unten beschrdnkt, wenn T surjektiv ist.

Beweis. Wir wollen jeweils das Prinzip der offenen Abbildung nutzen.

»,=" : Da T’ nach unten beschrinkt ist, existiert eine Konstante ¢ > 0 so, dass

Ty ||x» > c||ly/||y fir alle ¥ € Y'. Sei E = cl(B(0x,1),| - ||x) und sei
F=c(T(E), [ - [ly)-
Wir zeigen cl(B(0y, ¢), |- |ly) € F. Angenommen, dies wére falsch. Dann gébe
esy € Y mit |lylly < cund y ¢ F. Da F konvex und abgeschlossen ist,
existieren a > 0, ¥’ € Y’ so, dass |¢/(Tz)| < « fur alle z € E und Rey/'(y) > «
gilt. Damit ist ||y/[|y > £, aber

1Ty || = sup [(Ty)(2)| = sup ' (Tz)] < a < clly'lly, (2.35)
S IS

was ein Widerspruch ist.

Ferner zeigen wir, dass B(0y,c) C T(B(0x,3)) gilt. Sei U := T(B(0x, 1)) und
sei y € Y mit ||y|ly < c. Nach Obigem existiert ein yo € U mit ||y —yolly < §.
Aus Homogenitéatsgriinden existiert zu jedem n € N ein y,, € 2%U mit

n
ly=2>_wlly < 55
k=0

o
Wiébhle ein z,, € X mit ||z,||x < 27" sowie Tx,, = y, und setze z := > x, €
n=0

X. Dann gilt [|z]|x <2<3und Tz = > y, = v.
n=0

Also ist T offen und damit surjektiv.
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»,<=" : Umgekehrt sei nun T surjektiv. Nach dem Satz iiber die offene Abbildung
ist T offen. Also gibt es ein ¢ > 0 so, dass B(0y,c) C T(B(0x, 1)) gilt. Damit
folgt fiir 3/ € Y’

1T |lx = sup |(T"y'(x))] = sup |y'(T)|

llzllx <1 llzllx <1
> sup |y (y)] = clly/ ||y
y€B(0,c)
Dies beendet den Bewelis. O

2.77 Korollar (Ubung). Seien X,Y,Z Banachriume, F € L(X,Z) und G €
L(Y, Z), wobei im(G) zusdtzlich abgeschlossen sei. Aquivalent sind:

(i) im(F) C im(G).
(ii) Es gibt ein ¢ > 0 so, dass
I1F" [ x < ellG'2[lys
fiir alle 2" € Z' gilt.
Mit Satz 2.42, Korollar 2.75, Lemma 2.76 und Korollar 2.77 folgt

2.78 Satz. Das System (2.8) ist genau dann zur Zeit T € I\{to}

(1) exakt steuerbar, wenn L. nach unten beschrinkt, d.h. wenn es ein ¢ > 0 so
gibt, dass

T
/ IB'(4)(S'(1))~18" (1|4, dt > c||2’||%, fiir alle o' € X" gilt.

to

(ii) approximativ steuerbar, wenn LY injektiv ist, d.h. wenn fir 2’ € X' aus
B'(t)(S'(t)) 1S (T)x" = Ox+ fiir fast alle t € [t, T| bereits ' = 0x folgt.

(iii) exakt Null-steuerbar, wenn LY. nach unten durch S'(T') beschrinkt ist, d.h.
wenn es ein ¢ > 0 so gibt, dass

T
/ IB'(4)(S'(t)) 18" (T)2'||%,dt > ¢||S"(T)2!||%, fiir alle 2’ € X" gilt.

to

Ist X reflexiv und sind die Operatorfamilien A und B konstant, so folgt L7. 4 p =

Mo pr
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2.79 Korollar. Sei T € I\{to}. Das System
y(t) = Ay(t) + Bu(t) fuirt eI, y(ty) =xz€ X

st genau dann zum Zeitpunkt T exakt, approximativ bzw. Null-steuerbar, wenn das
duale System

2(t)=Az(@t) firtel, =z(ty)=2"€X', h(t)=DBz2) firtel
zum Zeitpunkt T exakt, approximativ bzw. terminal beobachtbar ist.
Abschlieend wollen wir kurz die auf Lions™ zuriickgehende ,Hilbertsche Eindeu-

tigkeitsmethode” (HUM?2) vorstellen. Hierzu nehmen wir an, dass reelle X, U Hil-
bertrdume sind und p = ¢ = 2 gilt.

Seien xg, 7 € X. Wir definieren das Funktional J: X — R mittels

J(x) = %/ 1B ()(S* (1) 'S (T)zllfdt — (@, 2r)x + (S"(T), o) x-

to

Offensichtlich ist J stetig, aber nicht linear.

Ist das System (2.8) exakt steuerbar, so folgt mit Satz 2.78, dass J koerziv ist: Denn
unter Anwendung der Young™schen Ungleichung ergibt sich fiir gewisse M, ¢ > 0

J(@) 2 §llalk = llzllxlzrllx = 18" (7)) x llaollx
> §llallk — Mzr|x — Mllzoll%,
wobei hier die Beschrénktheit von S*(7") zu beachten ist. Daher besitzt J ein globales

Minimum an einer Stelle & € X, welches wegen der strikten Konvexitét von J sogar
eindeutig ist.

Analog zu Satz 2.46 kann man zeigen:

2.80 Satz. Das System (2.8) sei zum Zeitpunkt T > 0 exakt steuerbar. Sei u(t) :=
—B*(t)(S*(t)) 1S (T)(LrLy) Y (S(T)xg — wr). Dann ist it € U und § := y*% € X.
Uberdies hat @ die kleinste L3(ty, T; U)-Norm unter allen Steuerungen, welche das
System von xo nach xp zur Zeit T tberfihren.

2.3. Stabilitat, Stabilisierbarkeit und Endeckbarkeit

Sei X ein Banachraum, p € [1,00), I := (0,00) und sei A € L}
betrachten das lineare Cauchyproblem
§(t) = Alb)y(t) fix te I, y(0) = yo (2.36)

"1 Jacques-Louis Lions, 2. Mai 1928 — 17. Mai 2001.
"2Hilbert uniqueness method
SWilliam Henry Young, 20. Oktober 1863 — 7. Juli 1942.

(I, L(X)). Wir
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fiir ein yo € X.
2.81 Definition. Die Nulllésung von (2.36) heifit

(i) stabil, wenn

Ve > 036 > 0Vyo € X, ||lyollx < d: sup ||y (t)]|x <e.
t>0

(ii) asymptotisch stabil, wenn fiir alle yo € X

¥ (t)||x — O fiir t — oo gilt.

(iii) gleichmifig stabil, wenn es ein k € C°([0, 00),[0,00)) so gibt, dass

ly* (D)l x < k(#)llyollx fiir £ >0 gilt.

(iv) exponentiell stabil, wenn (iii) fiir k(t) := ce™, t > 0, mit gewissen ¢, > 0
gilt.

Ist X ein Hilbertraum und gilt p = 2, so kann man die Symmetrisierung

AV (8) = L(A(E) + A*(¢))

2

von A definieren. Fiir fast alle ¢ € I ist dann AY™(¢) € L(X) selbstadjungiert. Die
Funktionen

AVI() = inf (AYT (), 1),

min

Jall x=1
A (t) :=sup (A™"(t)z, x)x
el x=1

sind wohldefiniert fiir alle ¢ € I. Offensichtlich sind A2 A%™ messbar und es gilt
sogar Apit A e [ (I,R).

min’ “‘max loc

2.82 Satz. Fiir die Losungy € W,22(I, X) von (2.36) gilt

t t
lvoll - exo / Nam(s)ds) < lly(®)llx < llollx exp ( / N (s)ds).

Beweis. Firte I, z € X gilt

M DIz [% < (A ()7, 2)x < TR 2%

Unter Verwendung von (2.36) folgt
d 2 d sym
VOl = 3 W), y(t)x = 204"y (2), y(1)) x
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und damit 1
Sym 1 Sym
Aain OllyOlx < 51O < AZEOTyO 1%
woraus sich mit Gronwall die Behauptung ergibt. O

2.83 Korollar. Das System (2.36) ist

(i) genau dann stabil, wenn lim S[}lp fo A (s)ds < oo gilt.
t—

(i) genau dann asymptotisch stabil, wenn tliglo fo A (g)ds = —o0 gilt.

(iii) exponentiell stabil, wenn sup{A¥™(¢)|t > 0} < 0 gilt.

max

2.84 Definition. Ein Funktional E: [0,00) x X — R heifit Lyapunov™sches Funk-
tional, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i) Esist £ > 0 und E(t,z) = 0 genau dann, wenn z = Ox.
(i) F ist gleichméBig bzgl. ¢ stetig in x = Ox.

(iii) Es gibt ein strikt monoton wachsendes o € C°([0,0),[0,00)) mit a(0) = 0
und lim «a(s) = oo so, dass E(t,x) > af||z|x) fir z € X gleichméBig bzgl.
§—00

t € [0,00).

Nimmt man zunéchst formal an, dass F hinreichend regular ist, so gilt fiir die starke
Loésung y von (2.36)

S Bl y(1) = 2 Bt y(0) + (V, B0, y(1)), ATy(n)x fir e t € 1.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung™ des aus dem Endlichdimensionalen bekann-
ten Lyapunovschen Stabilitdtssatzes.

2.85 Satz. (i) Euwistiert ein Lyapunovsches Funktional E, so ist die Nulllisung
von (2.36) stabil.

™ Alexander Lyapunov, 6. Juni 1857 — 3. November 1918.

"5Quelle: Xu, G.Q., Yung, S.P. (2003), Lyapunov stability of abstract nonlinear dynamic system
in Banach space, IMA Journal of Mathematical Control and Information, Vol. 20, No. 1, pp.
105-127.
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(i) Euwistiert zusdtzlich fir alle yo € B(0x, ), d > 0, ein streng monoton steigendes
v € C°([0,00),[0,00)) mit lim v(s) = oo und eine Folge (t;)nen, C I mit
S—00

to=0, tye1 > t, = 00 fiirn — oo so, dass

E(tn+layy0<tn+1)) < E(tnyyy()(tn)) - 7<Hyyo(tn)||X) de alle n € N0
gilt, so ist die Nulllésung von (2.36) asymptotisch stabil.

(iii) Sind E(t,-) und || - |5 fir alle t > 0 dquivalent und ist Nulllésung von (2.36)
asymptotisch stabil, so ist sie exponentiell stabil.

Um die Nulllésung von (2.36) auf exponentielle Stabilitdt zu iiberpriifen, ist es oft
geschickt, das Lyapunovfunktional in der Form

E(t,x) = (B(t)z,z)x firt e [,x € X

mit einem B € W'2(I, L(X)) zu suchen. Fiir die starke Lésung von (2.36) gilt dann
d . .
G Ety@) = (A" 0)B() + B)A() + B(t))y(t), y(8))x-

Es reicht fiir die exponentielle Stabilitét von (2.36), wenn E(t,-) fir alle ¢ > 0 zu
| - ||% dquivalent ist und

d .
TEty®) < —|ly(e)|I% fir t € 1

fiir ein v > 0 gilt. Damit folgt:

2.86 Satz. Fuxistiert zu jeder punktweise gleichmdfig positiv definiten Familie C' €
L*(I, L(X)) eine punktweise gleichmifig positiv definite Familie B € W2(I, L(X))
als Losung der ,Lyapunovschen Gleichung”

B(t)+ A*()B(t) + B A(t) = —C(t),

so ist die Nulllosung von (2.36) exponentiell stabil.

Ist A konstant, so ist die Nulllosung genau dann exponentiell stabil, wenn es eine
positiv definite Losung B € L(X) zu

A*B + BA = —idx
qibt.

Ist die Operatorfamilie A konstant, so ist folgendes Resultat bekannt:

"6ygl. Liu, Z., Zheng, S. (1999), Semigroups associated with dissipative systems. 7 Research
Notes Math. 398, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



2.3 Stabilitat, Stabilisierbarkeit und Endeckbarkeit 67

2.87 Satz. Die Nulllosung von (2.36) ist genau dann exponentiell (und damit auch
asymptotisch) stabil, wenn Re X\ < 0 fir alle A € o(A) gilt.

Als Spezialfall wollen wir ein praktisches Stabilitatskriterium fiir endlichdimensio-
nale Probleme vorstellen. Bekanntlich ist die Nulllosung von (2.36) zur A € R™*"
genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A einen negativen Re-
alteil haben. Da es oft praktisch unmoglich ist, die Eigenwerte von A genau zu
bestimmen, werden verschiedene Hilfsmittel zur Uberpriifung der Stabilititsbedin-
gung herangezogen, wie z.B. das aus der Analysis 3 bekannte Hurwitz”"-Kriterium.
Ein verwandtes Resultat wird durch den Satz von Routh gegeben.

Sei A € R™™, p(A) := det(M,,x, — A), A € C. Ferner gelte

pip) = U(p) + 1V (p) fiir p € R,

wobei deg (U) = n, deg (V) = n — 1, falls n gerade ist, oder deg(U) = n — 1,
deg (V) = n, falls ungerade ist. Setze f; := U, fy :=V, falls deg (U) = n, deg (V) =
n—1,bzw. fi :=V, fo ;== U, fallsdeg (V) = n, deg (U) = n—1 gilt. Mit f3, fa,..., fm
seien die sich unter Anwendung der Polynomdivision auf f;, f> ergebenden Polynome
bezeichnet. Dann gilt deg fr11 < degfi, k= 1,...,m—1 und es existieren Polynome
K1, ..., Km SO, dass

fo—1 = Eife — for1,  fme1 = Kf gilt.

Uberdies stimmt f,, bis auf einen Faktor mit dem gréfiten gemeinsamen Teiler von
f1, fo iiberein.

2.88 Satz (Routh). Alle Figenwerte von A haben genau dann einen negativen Re-
alteil, wenn m = n+1 gilt und die Vorzeichen der Leitkoeffizienten von fi,..., fai1
eine alternierende Folge bilden.

2.89 Definition. Zu (ag)ken, (Ok)ren € R mit 81 # 0 definieren wir die Routh-Folge
(fYk)keN mittels

51 ﬁk-‘rl

Ist p(A) = A" + ;A" ! + -+ + a, fiir A € C, so setzen wir a; := 0 fiir & > n und
definieren das zu p gehorige Routh-Array als eine unendlichdimensionale Matrix,
deren erste zwei Zeilen

Vi 1= —édet (al ak“) fir k € N. (2.37)

17 A2, Q4, Ag, ...,
ay, as, das, dar,

(2.38)

lauten und die [-te Zeile, | > 2, sich dadurch ergibt, dass man die Routh-Folge
basierend auf der (I — 1)- und (I — 2)-ten Zeile bildet, bis an der ersten Stelle eine
Null auftaucht.

77 Adolf Hurwitz, 26. Mirz 1859 — 18. November 1919.
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2.90 Satz. Alle Eigenwerte einer Matriz A € R™"™ haben genau dann einen nega-
tiven Realteil, wenn die ersten (n+ 1)-Elemente der ersten Spalte des Routh-Arrays
von p(\) := det(A,x, — A), X € C, positiv sind.

2.3.1. Stabilisierbarkeit und Steuerbarkeit

Seien X, U Banachrdume, p,q € [1,00), r € (1, 00], 54—% = }%. Ferner seien A €
LY (0,00; L(X)), B € L}, .(0,00; L(U, X)). Wir betrachten das Problem

y(t) = A(t)y(t) + B(t)u(t) fur t >0, y(0) =z € X, (2.39)

wobei X' 1= W'?(0,00; X) und U := L

loc loc
Steuerungen ist.

(0,00;U) der Raum der Zusténde bzw.

2.91 Definition. Das System (2.39) heifit

(i) exponentiell ,open loop”-stabilisierbar, wenn M, > 0 so existieren, dass es
zu jedem x € X ein u € U so gibt, dass y™" € X und

ly™“(t)]|x < Me_at||x||X fiir ¢t > 0 gilt.

(ii) exponentiell ,closed loop”-stabilisierbar, wenn es ein K € L (0, 00; L(X,U))
so gibt, dass die Nulllésung von

y(t) = (A(t) + B(t)K(t))y(t) fir t >0, y(0)=z€ X
exponentiell stabil ist.

(iii) wollstindig ,open loop”-stabilisierbar, wenn zu jedem w € R ein M > 0 so
existiert, dass es zu jedem x € X ein u € U so gibt, dass y** € X und

ly™ ()|l x < Me**||x||x fiir t > 0 gilt.

(iv) wollstindig ,closed loop”-stabilisierbar, wenn es zu jedem w € R ein M > 0
und ein K € L{ _(0,00; L(X,U)) so gibt, dass die Nulllésung von

y(t) = (A(t) + BO)K(1))y(t) fic t >0, y(0) =z € X

gleichméfBig stabil mit der Stabilitétsrate k(t) = Me“t, ¢ > 0, ist.
Offensichtlich gilt:

2.92 Satz. Ist das System (2.39) exponentiell bzw. vollstindig ,closed loop”-stabi-
lisierbar, so ist es auch exponentiell bzw. vollstindig ,open loop”-stabilisierbar.
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2.93 Bemerkung.

(i) Bei konstanten A, C' kann auch K konstant gewéhlt werden.

(ii) Sind X, U Hilbertraume, A, C' konstant und gilt p = ¢ = 2, so folgt mit Satz
2.99, dass auch die Umkehrung von Satz 2.92 richtig ist.

2.94 Satz. Seien X,U Banachrdiume und seien A € L(X), B € L(U, X) konstant.
Ist das System (2.89) vollstindig ,closed loop”-stabilisierbar, so gibt es ein T > 0
so, dass das System zur Zeit T exakt steuerbar ist.

Beweis. Offensichtlich existieren N > 0, v € R so, dass

|S(=t)||nx) < Ne** fiir t > 0 gilt. (2.40)
Sei w < 0 und seien dazu K € L(X,U) ein Feedback und M > 0 so, dass

1Sk ()| Lx)y < Me** fiir t > 0 gilt,

wobei Sk (t) := eA+BKt ¢ € R. Aufgrund der Darstellung
S(t)r = Sk(t)x — /t S(t — s)BKSk(s)xds fir t > 0,2 € X
0
gilt fiir alle 2’ € X', t >0
15" ()| x < |15k (02|l x + /t 1S5 () K'B"S"(t = s)a|| x-ds
0
< Me*'||2||x + ||K||L(X,U>M/Ot || B'S"(s)a' ||y ds

t ’ 1/p t 1/p
< Me“la e+ 1Kl oM / ) ( / 1B ()2’ [ds)
0 0

Fir ' € X' mit ||2'||x = 1 gilt ||S"(—%)5(t)2'||x» = 1 und damit
IS(=0)lIzix) = 18" (= pixry < 15" ()2 || xr fiir ¢ > 0,
woraus sich fiir 2 € X' mit ||2/||x =1

’ t 1/p
- w 1/
IS0zt < Me" + 1K o M () ( / IB'S'(s)a/[fds)  (2.41)
0

ergibt. Angenommen, das System (2.39) wire zu keinem Zeitpunkt ¢ > 0 exakt
steuerbar. Dann gibe es zu jedem ¢ > 0 ein 2’ € X’ mit [|2/||x» = 1 und

t
[ IEs s <
0
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Da ¢ beliebig ist, folgt mit (2.41)
IS(=t) () < Me*" fiir t > 0.
Zusammen mit (2.40) ergibt sich
M~te ™ < ||S(=t)|lpx) < Ne** fiir alle ¢ > 0.
Daraus folgt, dass w > —v gelten muss, weshalb w nicht frei wihlbar und das Sy-

stem nicht vollstindig stabilisierbar wére, was einen Widerspruch zur Voraussetzung
darstellt. O

2.95 Bemerkung. Es gilt auch eine ,,Umkehrung” dieser Aussage: Ist (2.39) exakt
Null-steuerbar, so ist es exponentiell stabilisierbar. Vgl. Satz 2.101.

2.3.2. Lineare Regelungsprobleme und Riccati-Gleichungen

In diesem Abschnitt werden wir einen kurzen Einblick in lineare Regelungsprobleme
geben, wobei wir uns der Einfachheit halber auf den Hilbertraumfall beschrinken
werden. Seien also X, U reelle separable Hilbertrdume und seien A € L(X), B €
L(U, X).

Fir T € (0, oo] betrachten wir das Kontrollproblem

y(t) = Ay(t) + Bu(t) fir t € (0,7), y(0) =z € X, (2.42)
wobei wir X := WH3(0,T;X) bzw. U := L*(0,T;U) als Raum der zuliissigen
Zusténde bzw. Steuerungen wihlen. Fiir 7' < oo sei [ := [0,7] oder I := [0, 00)
sonst.

Seien ferner Q € L(X), Py € L(X), R € L(U) positiv semidefinit und selbstadjun-
giert, wobei R zusétzlich stetig invertierbar sei.

2.96 Definition. (i) Ein lineares Regelungsproblem am endlichen Zeithorizont
T < oo (auch ein linear-quadratischer Regler — LQR — genannt) besteht darin,
eine Kontrolle v € U so zu wihlen, dass das Funktional Jr € CY(X x U, R)
mit

Jo(,u) = / ((Qut). (1) x + (Rut), u(t))v)dt + (Poy(T), y(T)) x

fir y := y™* sein Minimum an der Stelle (z,u) annimmt.
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(ii) Beim linearen Regelungsproblem am unendlichen Zeithorizont T = oo geht es
darum, das Funktional

I u) = / T (Qu), () x + (Rult), u(t))o )t

7zU minimieren.

Wie wir im Folgenden sehen werden, kann die optimale Steuerung in der Feedback-
Form gewahlt werden, was die Bezeichnung ,lineare Regelungsprobleme” erklart.
Diese hingen mit der Ricatti’®-Gleichung

P(t) = A*P(t)+ P(t)A+Q — P(t)BR™'B*P(t) fir t € (0,T), P(0) = P, (2.43)
sowie der algebraischen Riccati-Gleichung
A*P+PA+Q— PBR'B*P =0px) (2.44)

sehr eng zusammen. Dabei sei betont, dass es sich bei (2.43) bzw. (2.44) um ein
nichtlineares Cauchyproblem bzw. eine nichtlineare Operatorgleichung handelt.

2.97 Definition. Unter einer (klassischen) Losung zu (2.43) verstehen wir ein P €
CY(I, L(X)) mit P(t) = P*(t) fiir alle t € I, welches die Gleichung (2.43) punktweise
erfiillt.

Ein selbstadjungierter Operator P € L(X) heifit eine Losung der ,algebraischen”
Operatorgleichung (2.44), wenn er nach Einsetzen in (2.44) eine wahre Aussage
ergibt.

Ohne Beweis zitieren wir:

2.98 Lemma. Sei A € L(X) positiv semidefinit. Dann gibt es genau einen positiv
semidefiniten Operator AY? € L(X) so, dass (AY?)* = A gilt. Uberdies kommutiert
AY? mit A.

Es gilt folgender Satz, welcher eine Antwort auf die Losbarkeitsfrage fiir das lineare
Regelungsproblem am endlichen Zeithorizont bzw. der Ricatti-Gleichung gibt.

2.99 Satz. FirT > 0 gilt:

(i) Die Riccati-Gleichung (2.43) besitzt genau eine globale klassische Lisung P €
CH([0,0), L(X)) mit P(t) = P*(t), P(t) > 0 (d.h. (P(t)x,z)x > 0 fiir alle
r € X,t>0) fir allet > 0.

"8 Jacopo Francesco Riccati, 28. Mai 1676 — 15. April 1754.
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(ii) Der Minimalwert des Funktionals Jp: X x U — R,

Jr(z,u) :/0 ((Qy™" (1), y™" (®)v + (Ru(t), u(t)) x) dt + (Poy™(T), y™"(T)) x

beim festen x € X betrigt (P(T)x,x)x und wird fir die ,closed loop”-Steuerung
u(t) = K(t)y(t), t € [0,T], mit dem Feedback

K(t)= —R'B*P(T —t) mitt € [0,T]

angenomimen.

Beweis. Die Menge Ly(X) := {P € L(X)| P = P*} ist ein abgeschlossener Unter-
raum von L(X) und damit ein Banachraum. Wendet man den Satz von Picard &
Lindelof auf das Cauchyproblem (2.43) an, so folgt die Existenz einer lokalen klas-
sischen Losung P € C([0,Ty], Ls(X)) fiir ein Ty € (0,T]. Wir zeigen, dass diese
Losung bis Ty = T existiert.

Zu jedem z € X ist (t — (P(Ty — t)z,z)x) € C'([0,Tp],R) und es gilt

L P, — )2, )5 = —(P(Ty — ), Az)x — (P(Ty — 1) Az, 2)x — (Qx, )

dt
+ (P(Ty — t)BR™'B*P(Ty — t)z, x) x fiir t € [0, Tp).

Beriicksichtigt man nun, dass y := y™* € C°([0,Tp], X) fiir u € C*([0,Tp),U) gilt,
so folgt

SUP(T, — ty(1), u(0)x

= —(P(To —t)y(t), Ay(t))x — (P(To — 1) Ay(t), y(t))x — (Qu(t), y(t)) x
+ (P(Ty — t)BR'B*P(Ty — t)y(t), y(t)) x
+ (P(To = )y(t), y(t)) x + (P(To — t)y(t), 9(t)) x
= —(Qu(t),y(t))x + (P(To — t)BR™B*P(Ty — t)y(t), y(t))x
+ (P(To — t)Bu(t), y(t))x + (P(To — t)y(t), Bu(t)) x
= —(Qy(1),y(t))x + [|R?u(t) + R™?B*P(Ty — t)y(t)|7;
— (Ru(t),u(t))y fir t € [0, Tp].

Integriert man diese Identitét iiber [0, 7], so ergibt sich

Jr (2, 0) = (P(To)z, x) x + /O K IRY2u(t) + RV2B*P(Ty — t)yy(t)|2dt.  (2.45)

Nun folgt wegen (2.45) fiir alle u € L*(0,Ty; U)
(P(Th)x,x)x < Jp(z,u). (2.46)
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Die Volterra™-Integralgleichung
t
y(t) = S(t)r — / S(t —s)BR™'B*P(Ty — s)i(s)ds fiir t € [0, Ty
0

besitzt bekanntlich® eine eindeutige Losung g € C°([0, Tp], X). Wir setzen
a(t) == —R'B*P(Ty — t)j(t) fiir t € [0, Ty
und finden mit (2.45) fiir § = y»
Jr,(x,u) = (P(Ty)z, x) x,

d.h. 4 ist eine optimale Steuerung. Wegen der Nichtnegativitét von Jp, folgt insbe-
sondere die positive Semidefinitheit von P(Tj).

Setzt man die Steuerung u = Oy in (2.46) ein, so ergibt sich
To
0

- <</OTO S*(t)QS(t)dt)x, x>X + (RoS(To)x, S(To)z) x-

Folglich gilt

To . .
1Pl < [ 15 OQRSWLxct + [RlloollS Dl fir T < 7o

Angenommen, die lokale klassische Losung P zu (2.43) wiirde nicht global in [0, 7p)
existieren, dann miisste es ein T" € (0, Tp] so geben, dass ||P(t)||rx) — oo fiir t /T
gilt, was der obigen Abschéitzung widersprechen wiirde.

Die positive Semindefinitheit von P(t) fiir alle ¢ € [0, T'] sowie die Optimalitét folgen
dann mit (2.45). O

Fiir Regelungsprobleme am unendlichen Zeithorizont gilt folgendes Resultat:

2.100 Satz. Zujedem x € X existiere einu® € U so, dass J(x,u”) endlich ist. Dann
existiert ein positiv semidefiniter Operator Pe L(X), welcher Gleichung (2.44) lést
sowie P < P(t) (d.h. (Pz,z)x < (P(t)z,z)x fir alle x € X und t > 0) fir alle
positiv semidefiniten Losungen P von (2.43) erfillt.

Uberdies nimmt das Funktional J seinen minimalen Wert bei festem x € x
(Pz,z)x

"Vito Volterra, 3. Mai 1860 — 11. Oktober 1940.
80Vgl. Beweis des Satzes von Picard & Lindelof.
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an der Stelle u an, wobei y das Cauchyproblem
y(t) = Ay(t) + Bu(t) firt >0, y0)=zeX
lost und w in der Feedbackform
u(t) ;== —R'B*Py(t), t>0,
gegeben ist.
Beweis. Sei P die zum Anfangswert Py = 0rx) gehorige Losung der Riccati-Gleich-

ung (2.44). Nach Satz 2.99 (ii) folgt, dass die Funktion (P(-)z,z)x fiir alle z € X
monoton steigend ist. Uberdies gilt

[(P(t)z,z)x| = (P(t)z,z)x < J(z,u”) < oo fiir alle z € X und alle ¢t > 0.
Daher existiert ein endlicher Grenzwert

Jim (P(t)a,2)x.

Andererseits gilt mit der Polarisationsformel
(P()z,&)x = 1((PM)(x + &), 2 + &) x — (P(t)(z = §),z = §)x)

fiir alle x, £ € X. Damit existiert eine Bilinearform a: X x X — R mit (P(t)x, &) x —
a(x,§) fur t — oo und alle z,£ € X.

Wendet man den Satz von Banach & Steinhaus®! auf die Familie {(P(t)z, -) x }+>0 der
stetigen, linearen Funktionale fiir ein beliebiges, aber festes x € X und anschlielend
auf die Operatorfamilie { P(¢)};>0 an, so folgt

sup{|[P(t)|[x) [t = 0} = ¢ < oc.
Mithin
la(z, §)| < sup{||[P(#)|lzcx) [t > 0} - [Jz| x[|€]lx fiir alle z, € € X,

weshalb a eine stetige Bilinearform ist. Nach dem Lemma von Lax & Milgram exi-
stiert genau ein P € L(X) derart, dass

a(z,€) = (Px, &)y fiir alle 2, € € X gilt.

Uberdies ist der Operator P selbstadjungiert und positiv semidefinit, da a(z,£) =
a(&, z) und a(x,z) > 0 fir x,& € X gilt.

81Hugo Dionizy Steinhaus, 4. Januar 1887 — 25. Februar 1972.
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Ferner zeigen wir, dass P die algebraische Riccati-Gleichung (2.44) erfillt. Da X
ein separabler Hilbertraum ist, existiert eine orthonormale Basis (z,)nen von X.
Definiert man fiir n,m € Nund ¢ > 0

pn,m(t) = <P(t)$naxm>X und ﬁn,m = <§xn7$m>X7
so folgt die Existenz von (f m)nmen € C°([0,00) x I ® [?,[* ® [*) mit
fom(t,p) = (A*P(t) + P()A+ Q — P(t)BR'B*P(t)x, Tn) x -

Ferner gilt
Prm(t) = fup(t,p(t)) fiir t > 0.

Da p(t) — pin > ® [? fiir t — oo gilt, folgern wir analog zu Analysis 3, dass
f(P) = 02z gelten muss. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt schlieflich

th/I?o f(p(t)) = f(p) = Opgp

und damit o B B
AP+ PA+Q — PBR'B*P = Or(x)-

Daher muss P der algebraischen Riccati-Gleichung geniigen.

Die verbleibenden Aussage folgt analog zum Beweis von Satz 2.99. n
2.3.3. Stabilisierbarkeit und Entdeckbarkeit

Wir betrachten wieder das Kontrollproblem (2.42) im Hilbertraumfall.

2.101 Satz. Ldsst sich das System (2.42) aus jedem Zustand x € X zu einem
Zeitpunkt T > 0 in die Null iberfiihren, so ist das System exponentiell stabilisierbar.

Beweis. Zu x € X sei u® € L*(0,T% U) eine Steuerung, welche das System zum
Zeitpunkt T° > 0 in den Null-Zustand {iberfiihrt. Wir setzen u® zu einer L?(0, oo; U )-
Funktion mittels u(t) := Oy, t > T, fort. Dann gilt

Sz, u") = /OOO (g™ @Ol + llu"(®)l7)dt < oo

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.100 fiir () = idyx) und R = idp@)
erfiillt, woraus sich die Existenz ecines positiv semidefiniten Operators P € L(X)
ergibt, fiir welchen die Feedback-Steuerung u(t) = K y(t) == —B*ﬁﬂ(t), t >0, und
die zugehorige klassische Losung y von

§(t) = Ay(t) + BKy(t) = (A + BE)y(t) fir t >0, y(0) ==z
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die Bedingung
(o, 70) = / (1713 + [@@)[3)dt < J(z,u®) < oo fiir alle z € X
0

erfiillen. Andererseits gilt aber

() = Sp(t)w = APy fiir £ > 0

und damit
/ 1S 2 () |%dt = / 15(H)|2dt < oo fiir alle z € X.
0 0
Nach Korollar 3.82 ist dann das ,,closed loop”-Systems exponentiell stabil. O]

Seien wieder p,v € [1,00) und seien X,Y Banachriaume. Ferner sei I := [0, 00) und

Aelf (I,L(X)), Ce Ly (I,L(X,Y)). Wir betrachten das reduzierte Problem
y(t) =Alt)y(t) furt € I, y(0) =z, (2.47)
w(t) =C(t)y(t) fur t € I, (2.48)

wobei X = W,2P(I,X) und Y = LY (I,Y) der Raum der Zusténde bzw. Ausginge

loc loc
1st.

2.102 Definition. Das System (2.47)—(2.48) heift

(i) (stark) entdeckbar, falls fur alle x € X aus w® = 0y die Konvergenz y*(t) — Ox
fiir t — oo folgt.

(i) exponentiell entdeckbar, falls es a,c > 0 so gibt, dass fur alle x € X aus
w” = 0y die Ungleichung ||y*(¢)||x < ce™*||z||x fiir t € I folgt.

2.103 Satz (Ubung). Seien X und Y endlichdimensionale Banachrdume. Das Sy-
stem (2.47)—(2.48) ist genau dann stark bzw. exponentiell entdeckbar, wenn das duale
System

2(t)=At)z(t) + C'(t)(t) firte I, =z(0)=2"e€ X’

mit z € L} (I,X"), v € LY (1,Y") ,closed loop”-stabilisierbar bzw. exponentiell

loc loc
closed loop”-stabilisierbar ist.
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3. Kontrolltheorie fiir unbeschrinkte Operatoren

Seien X, U,Y Banachridume, p,q,v € [1,00) mit p < g und I := (0,00). In diesem
Kapitel werden wir uns mit Kontrollproblemen der Form

y(t) = Ay(t) + Bu(t) fur t > 0, y(0) ==, (3.1)
w(t) =Cy(t) furt >0 (3.2)

beschiftigen, wobei X = WLP(I,X), U = L (I,U) und Y = L¥ (I,Y) die

Réume der zulédssigen Zustédnde, Steuerungen bzw. Ausginge sind. Es seien A €
L(D(A),X), B € L(D(B),X), C € L(D(C),Y) Operatoren mit D(A) C X,
D(B)cU, D(C) C X.

3.1. Elemente der Halbgruppentheorie
Sei X ein Banachraum und sei A: D(A) C X — X ein linearer Operator, wobei

(D(A), | - [Ipcay) mit || - [[pay == || - llx + ||A - || x ein Unterraum von X ist. Der
Ausgangspunkt der Halbgruppentheorie ist das lineare Cauchyproblem

y(t) = Ay(t) fir t >0, y(0) = yo. (3.3)

Sei t > 0 uns sei 0: N — N streng monoton steigend. Zu n € N setze 0 =: tjf < 1} <

e <ty =t tsowie b =7, — 17 fiir j =0,...,0(n) — 1. Ferner sei Y= y(th)
fir j =0,...,0(n), n € N. Wendet man das explizite bzw. implizite Eulerverfahren

auf Gleichung (3.3) an, so ergeben sich die Iterationsverfahren:

(1> yﬁl’:—?_y]n :ij,n fur]:O,,a(n)—l bzw.

Yy = (idx + hIAYyo fiir j = 0,...,0(n). (3.4)

(ii) yﬁl;—;fyjn = Ayt fiir 5 =0,...,0(n) — 1 bzw.

y' = (idx — hIA) Ty, fiir j = 0,...,0(n). (3.5)

In der Regel setzt man o(n) 1= n, t} = %, um die Bedingung Omaic) 1h? — 0
7=0,..., o(n)—

fiir n — oo zu erfiillen.

Ist A beschrinkt, so fithrt (3.4) bekanntlich auf die Losung

y(t) = lim ™" = lim (idx + %) "y = Y o,
n=0
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78 3 Kontrolltheorie fiir unbeschrdnkte Operatoren

wobei die Reihe lokal gleichméBig bzgl. ¢ konvergiert.

Eine solche Argumentation ist bei unbeschrinkten Operator nicht moglich, weshalb
man sich der impliziten Diskretisierung (3.5) bedienen muss. Das Ziel der Halbgrup-
pentheorie ist es, dem ,, Losungsausdruck”

lim (idx — )"

n—oo

fiir eine moglichst breite Klasse von Operatoren A Sinn zu geben. Nachstehend zitie-
ren wir wichtige Resultate, welche fiir kontrolltheoretische Anwendungen besonders
niitzlich sind.

3.1 Definition. Sei X ein Banachraum.

Eine einparametrige Operatorfamilie (S(¢))i>0 C L(X) heifit eine Halbgruppe (be-
schrankter linearer Operatoren auf X ), falls:

(i) S(0) =idy,
(i) S(t+s) = S(t)S(s) fir t,s > 0.

Die Operatorfamilie (S(t)):>o heifit

e Gruppe, falls sie sich zu einer Familie (S(t));cr so fortsetzen lasst, dass (ii) fiir
alle t, s € R gilt.

o Kontraktionshalbgruppe, falls [|S(t)||Lx) < 1 fiir alle t > 0 gilt.
Die Halbgruppe (S(t))¢>o heifit

o gleichmdfig stetig®?, falls

1{% 1S(t) —idx||Lx) = 0 gilt.

o stark stetig (oder Cy-Halbgruppe), falls
lim S(t)x = z fiir alle x € X gilt.
N0
e holomorph in % (oder holomorph vom Winkel v), falls sie sich auf 3 so fort-
setzen ldsst, dass

lim S(t)z = x fiir alle 2 € X gilt,
¥5t—0

wobei 3 = {\ € C\{0} | |]arg(\)| < ¢} mit ¢ € (0, 7).

82 Stetigkeit bzgl. der Operatornorm” wire eine adidquatere Bezeichnung.
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3.2 Definition. Sei (S(t))i>0 C L(X) eine Cp-Halbgruppe auf einem Banachraum
X. Der lineare Operator A: D(A) C X — X definiert durch

Stz -z fir z € D(A)

Az = lim
N0

D(A) := {x € X| limm existiert in X}
N0
heiit der infinitesimale Generator oder Erzeuger der Halbgruppe (S(%)):>o.

Offensichtlich ist A als linearer Operator wohldefiniert.

3.3 Satz. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine Cy-Halbgruppe
(S(t))t=0. Dann gilt gilt:

(i) S(t)x € D(A) fir alle x € D(A) und t > 0,
(i) $£S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax fir alle x € D(A) und t > 0,

(iii) S(t)x —x = [, S(s)Axds fir alle v € D(A) und t > 0.

3.4 Satz. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X erzeugt genau dann eine
gleichmdapjig stetige Halbgruppe, wenn A beschrdnkt ist.

Wir definieren die Resolventenabbildung fiir A € p(A)
R\, A) == (MNdy — A)~L.

3.5 Lemma. Sei (S(t))i>o eine Co-Halbgruppe. Dann ezistieren w € R, M > 1 so,
dass
1S(O)||nx)y < Me*" fiirt >0 gilt.

3.6 Satz (Hille®® & Yosida®). Ein linearer Operator A: D(A) C X — X ist genau
dann der infinitesimale Generator der Cy-Halbgruppe (S(t))i>o0 auf X, wenn:

(i) A ist abgeschlossen, D(A) liegt dicht in X,
(ii) (w,00) C p(A) und
| R(X, A)||x) < # fir alle A € (w,00) und allen € N

fiir gewisse w € R, M > 1.

83Carl Einar Hille, 28. Juni 1894 — 12. Februar 1980.
84Yoshida Kasaku, 7. Februar 1909 — 20. Juni 1990.
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3.7 Bemerkung. Der Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine Cy-Halbgruppe
(S(t))t>0 auf X wie im Satz 3.6. Dann gilt:

(i) D(A%):= () D(A") liegt dicht in X.

n=0

(ii) Fir alle A € C mit Re A > w gilt A € p(A) sowie
HR()\,A)”HL(X) S m fir allen € N

und -
R\, A)x = / e MS(t)xdt fiir alle x € X.
0
(iii) Fiir alle z € X und t > 0 gilt

S(t)r = lim (idx — LA) "z,

n—oo

3.8 Satz. Der Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine Cy-Halbgruppe (S(t))i>0
mit Konstanten w € R, M > 1 und sei B € L(X). Dann erzeugt A + B eine

Co-Halbgruppe (S(t))i>0 mit Konstanten w + M ||B||(x) und M.

3.9 Definition. Fiir z € X heifit die Menge
J(z) = A{a" € X'|||zlx = (2, 2)xx = ||/}
das Subdifferential von x.

Nach dem Satz von Hahn & Banach ist J(z) # 0. Ist X reflexiv, insbesondere ein
Hilbertraum, so besteht J(z) aus genau einem Element.

3.10 Definition. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X heifit dissipativ, falls
fir jedes z € X ein 2’ € J(x) so existiert, dass

Re(x',Ax}X/;X S 0 gllt

Diese Bedingung ist dazu dquivalent, dass

|(Mdx — A)z||x > A||z||x fiir alle z € D(A) und A > 0 gilt.

3.11 Definition. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X heiBt m-dissipativ,
falls A dissipativ ist und
im(\pidy — A) = X

fiir ein Ag > 0 gilt.
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Fiir die Anwendungen ist folgendes Resultat wichtig, wobei die Idee darin besteht,
den Operator in die Summe aus einem m-dissipativen und einem beschrénkten Ope-
rator zu zerlegen.

3.12 Satz (Lumer® & Phillips®). Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeugt
genau dann eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X, wenn gilt:
(i) D(A) liegt dicht in X.

(i) A ist m-dissipativ (und damit auch abgeschlossen).

3.13 Satz. Sei A: D(A) € X — X ein linearer, dissipativer, dicht definierter
Operator. Dann ist A abschlieffbar und seine Abschlieffung ist dissipativ.

3.14 Satz (Ubung). Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine Cy-
Halbgruppe (S(t))i>0 auf X. Existiert ein to > 0 so, dass S(ty) als Operator auf X
invertierbar ist, so lisst sich (S(t))i>o zu einer Co-Gruppe erweitern.

3.15 Definition. Seien X, Y Banachrdume und sei 7' € D(T) C X — Y ein dicht
definierter linearer Operator.

(i) Der lineare Operator 77: D(T") C Y’ — X' gegeben durch
D(T):={y €Y'|F' € X": (y,Tx)yy = (2, x)x x fiir alle z € D(T)},
Ty =2 fur y € D(T")
heifit der Banachraum-adjungierte Operator zu T

(ii) Sind X,Y Hilbertraume, so heifit der Operator 7*: D(T*) C Y — X gegeben
durch

D(T*) :={yeY |3z, € X : (Tz,y)y = (z,z,)x fiir alle z € D(T)},
Ty =z, fur y € D(T™)

der Hilbertraum-adjungierte Operator zu T.
(iii) Ist X =Y ein Hilbertraum, so heifit T' selbstadjungiert, falls T* = T gilt.
(iv) Ist X =Y ein Hilbertraum, so heifit T' schief-adjungiert, falls T* = =T gilt.
Die Operatoren 7" und T™ sind wohldefiniert und stets abgeschlossen, wobei aller-

dings D(T") = {0y} bzw. D(T*) = {0y } moglich ist. Ist X reflexiv und gilt Y = X,
so ist T" genau dann dicht definiert, wenn 7" abschliebar ist.

85Giinter (hiiufig: Gunter) Lumer, 29. Mai 1929 — Juni 2005.
86Ralph Saul Phillips, 23. Juni 1913 — 23. November 1998.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



82 3 Kontrolltheorie fiir unbeschrdnkte Operatoren

3.16 Satz (Stone®”). Sei X ein Hilbertraum. Dann gilt:

(1) Ist (S(t))ier eine Co-Gruppe auf X, wobei S(t) fir alle t € R unitdir ist, dann
existiert ein selbstadjungierter Operator A: D(A) C X — X so, dass iA der
infinitesimale Erzeuger von (S(t))er ist.

(ii) Ist umgekehrt A: D(A) C X — X selbstadjungiert, so erzeugt iA eine Cy-
Gruppe unitdrer Operatoren.

3.17 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und sei A: D(A) C X — X m-dissipativ.
Dann ist A* m-dissipativ und

-1

((Aoidx — A)7)" = ((Aoidx — A)7)

gilt fiir alle Ao > 0.

3.18 Satz (Ubung). Sei A: D(A) € X — X ein dicht definierter, linearer Ope-
rator. Dann ist A genau dann schief-adjungiert, wenn sowohl A als auch —A m-
dissipativ sind.

3.19 Definition. Sei X ein Banachraum und sei A: D(A) C X — X der infinite-
simale Erzeuger einer Cyp-Halbgruppe (S(t));>o auf X. Sei X := cl(D(A"), | - ||x)-
Die Familie (S®(t))s>0 mit

SO(t) := S'(t)|xo fiir t >0
heiBt die Sonnen-duale Halbgruppe zu (S(t))e>o-

3.20 Satz. Die Familie (S®(t))¢>0 ist eine Cy-Halbgruppe auf X© und wird von A®
mit

D(A®):={y € D(A)NX® = D(A) | A"y € X},
A%y = Ay fiir y' € D(A®)

erzeugt.

3.21 Satz. Sei X ein refleviver Banachraum und sei A: D(A) C X — X der
Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (S(t))e>0 auf X. Dann erzeugt A’ eine Cy-Halbgruppe
(Sar(t))i>0 auf X' und es gilt Sa(t) = S(t) = S'(t) firt > 0.

AbschlieBend stellen wir ein Kriterium zur Uberpriifung einer Cy-Halbgruppe auf
Holomorphie vor.

87Marshall Harvey Stone, 8. April 1903 — 9. Januar 1989.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



3.2 Extrapolationsmethoden 83

3.22 Satz. Sei A: D(A) C X — X ein linearer Operator. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine holomorphe Halbgruppe auf X vom Winkel ¢ > 0.
(ii) FEs gilt Csg:={z€ C|Rez >0} C p(A) und

sup [[AR(N, A)||Lx) < oo.

€Cxo

3.23 Korollar. Der Operator A erzeugt genau dann eine holomorphe Gruppe, wenn
A beschrinkt ist.

Holomorphe Halbgruppen besitzten eine ,,Glattungseigenschaft”, welche wir bereits
bei der Warmeleitungsgleichung im Ganzraum kennen gelernt haben.

3.24 Satz. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine beschrankte
holomorphe Halbgruppe (S(t))ies auf X. Dann ist S(t)x € D(A™) fir alle x € X,
t>0,n¢eN und es gilt

sup [[t" A" S(t)||x) < oo fiir alle n € N.
>0

3.2. Extrapolationsmethoden

Sei X ein Banachraum und sei A: D(A) C X — X ein dicht definierter, abgeschlos-
sener, linearer Operator mit p(A) # 0.

3.25 Definition. Zu € p(A) sei
|z]]1 == ||(Bidx — A)z||x fiir € D(A)

sowie

|z||—1 := ||(Bidx — A) " z||x fiir z € X.

Offensichtlich ist || ||; eine Norm auf D(A), welche zur Graphennorm dquivalent ist.
Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist X; := D(A) versehen mit || -||; ein
Banachraum und fidx — A ist ein isometrischer Isomorphismus zwischen X; und
X. Die Normen || - ||; (bzw. || - ||1) sind fiir alle 5 € p(A) dquivalent.

3.26 Definition. Der Raum X _; := cl(X, || - [|-1) heiBt ,der” Extrapolationsraum.
Offensichtlich ist X_; ein Banachraum und es gilt

Xl‘—>X‘—>X_17
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wobei die Einbettungen dicht sind.
Ist X reflexiv, so kann man wegen p(A) = p(A’) analog die Norm
2|1 == ||(Pidxr — A)2'||x fir 2" € D(A")

auf D(A’) definieren. Dann ist auch (D(A’), | - ||1) ein Banachraum.
3.27 Satz. Sei X ein Banachraum. Es gilt:

(i) A lasst sich eindeutig zu einem Operator A_y € L(X, X _1) fortsetzen.

(i) Ist X reflexiv, so sind X_1 und (D(A"))" zueinander isomorph.

Beweis. (i) Der Raum D(A) liegt dicht in X. Ferner gilt fiir alle z € D(A)

[Az]|-1 = [[(Bidx — A)""Az|x = [|(Bidx — A)~'(Bidx — A - Bidx)z||x
< (L+I8II(Bidx — A) Mol x-

Daher besitzt A eine eindeutige stetige Fortsetzung auf X, welche zudem linear
ist.

(ii) Sei 8 € p(A). Dann ist fidx — A ein Isomorphismus zwischen D(A) und X.
Da sich (Bidx — A)~! analog zu (i) stetig auf X_; fortsetzen lisst, folgt, dass
Bidx_, — A_y einen Isomorphismus zwischen X und X_; darstellt.

Desweiteren ist A’ ein Isomorphismus zwischen D(A’) und X’. Nach dem
Transpositionsprinzip ist (A’)" ein Isomorphismus zwischen X” und (D(A’))’.
Da X reflexiv ist, miissen auch X _; und (D(A’))" zueinander isomorph sein.

Dies beendet den Beweis. ]
Seien nun V, H Hilbertraume mit V' — H, wobei die Einbettung dicht sei.
3.28 Definition. Der Raum V* := cl(H, || - ||«) mit

H . H* — sup |<7y>X‘

ven\fov [lYllv
heifit der zum Hilbertraum V' bzgl. H duale Raum.
3.29 Satz. Die Riume V' und V* sind isomorph.

3.30 Definition. (V, H,V’) heifit Gelfand®-Tripel.

88Tsrael Moiseevich Gelfand, 2. September 1913 — 5. Oktober 2009.
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Identifiziert man den Raum V' mit V*, so gilt
Ve H<—V,

wobei die Einbettungen dicht sind.

3.31 Definition. Fiir 5 € p(A) definieren wir den Hilbertraum

X{ = (D(A), ]| (Bidx — A%) - [|x).

Es gilt
(Aciw,y)x_,ixa = (2, A"y)x = (Az,y)x fiir alle z € D(A),y € D(A").

Bei festem 8 € p(A) werden wir oft anstatt (-,-)x_,,xa auch (-,-)(p(a«y;p(a~) schrei-
ben.

3.32 Bemerkung (Ubung). Ist X ein Hilbertraum, so sind X_; und der bzgl. X
zum X ¢ duale Raum zueinander isomorph, d.h. X_; ist isomorph zur Vervollstindi-
gung von X bzgl. der Norm

. ) x|

— fur alle 5 € p(A).
yeD(A N\ fox} [|(Bidx — A%)y|lx

3.33 Bemerkung. Sind X, U,Y Hilbertrdume und B € L(U, X 1), C € L(X;1,Y)
Operatoren, so kann man deren , Hilbertraum-Adjungierte” als B € L(X%, U) bzw.
C € L(Y, X_;) auffassen.

3.34 Beispiel. Sei X ein Hilbertraum und sei A: D(A) C X — X ein selbstadjun-
gierter Operator. Ferner gebe es ein 3 € p(A) so, dass (Bidy — A)~! kompakt ist.
Dann gilt:

(i) A ist diagonalisierbar, d.h. es existieren die Eigenfunktionen (¢, ),eny von A
und bilden eine orthonormale Basis von X und es gilt

D(A) = {z € X| Y [Mall{z, du)x]® < o0},

Az = Z )\n<‘r7 ¢n>X¢m
n=1

wobei \,,, n € N, den zu ¢,, gehorigen Eigenwert bezeichnet.
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(i) Ist A — Aoidy fiir ein \g € R negativ semidefinit, so erzeugt A eine Cp-
Halbgruppe (S(t)):>0 auf X gegeben durch

S(t)x = Z e x, dn)x o fiir 2 € X

n=1

(iii) Ein Element z € X ist genau dann der Riesz-Reprasentant (bzgl. des Skalar-
produkts auf X) eines stetigen, linearen Funktionals 2’ € (D(A*)) ~ (D(A))’,
wenn

(o) 1 .
Z me, bn) x|? < oo gilt.
n=1 n

3.35 Satz. Sei X reflexiv und sei A: D(A) C X — X der infinitesimale Erzeuger
einer Co-Halbgruppe (S(t))i>0 auf X. Dann ldsst sich (S(t))i>o eindeutig zu einer
Co-Halbgruppe (S_1(t))i>0 auf X_1 (genannt Extrapolationshalbgruppe) fortsetzen,
welche von A_q erzeugt wird.

Beweis. Wir zeigen, dass
S_l(t) == (BidX71 — A_l)S(t)(ﬁldxil — A_l)_l fir ¢ Z 0

die gesuchte Cy-Halbgruppe ist.

Da fidx_, — A_; ein (isometrischer) Isomorphismus zwischen X und X_; ist, folgt,
dass S_i(-)x € C°([0,00), X _4) fiir alle x € X _; gilt. AuBerdem rechnet man leicht
nach, dass die Familie (S_;(¢)):>o die Halbgruppeneigenschaft sowie die Normiert-
heitsbedingung erfiillt. Auch die Eindeutigkeit von (S_; (%))t ist klar, da X dicht
in X_; liegt.

Desweiteren gilt fiir alle z € D(A)

Sat)z—x  (Bidx, —A1)SH)(Bidx_, —Ay) ' —x
t N t
(Bidx — A)(S(t)(Bidx — A) ™' — (Bidx — A)'x)
t
— (Bidx — A)A(Bidy — A) "o = Av = A_jzin X_;.

Aus Stetigkeitsgriinden muss diese Identitét fiir alle z € X gelten.

Beachtet man schliellich, dass fSidx_, — A_; ein Isomorphismus ist, so folgt, dass
limp o Smatje—z genau dann in X_; existiert, wenn limy g % in X fir y =
(Bidx — A) "'z existiert. Daher ist X der maximale Definitionsbereich des Erzeugers

von (S_1(t))t>0, wobei Letzterer iiberdies mit A_; iibereinstimmt. O
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3.3. Cauchyprobleme

Sei X ein Banachraum und sei A: D(A) C X — X ein abgeschlossener, linearer
Operator. Wir beginnen diesen Abschnitt mit dem homogenen Cauchyproblem

y(t) = Ay(t) fir t >0, y(0)=x¢€ X. (3.6)

3.36 Definition. (i) Eine Funktion y € C°(]0,00), X)NC([0, 00), X) mit y(t) €
D(A) fir alle ¢t > 0 heifit eine klassische Losung zu (3.6), falls sie Gleichung
(3.6) punktweise erfiillt.

(ii) Eine Funktion y € C°([0,00), X) heifit eine milde Lisung von (3.6), falls

/ty(s)ds € D(A) und A/t y(s)ds = y(t) — x fiir t > 0 gilt. (3.7)

Da A abgeschlossen ist, folgt mit Satz 2.18, dass jede klassische Losung von (3.6)
auch eine milde Losung ist. Es gilt sogar:

3.37 Satz. FEine milde Lisung y von (3.6) ist genau dann eine klassische Lisung,
wenn y € C*([0,00), X) gilt.

Es folgt insbesondere, dass jede klassische Losung y sogar y € C*([0,00),X) N
C%([0, 00), D(A)) erfiillen muss, wihrend milde Lésungen von (3.6) im Banachraum
C1([0,00), X_1)NC?([0, 00), X) liegen, weshalb man die milde Losung als klassische
Losung auf X_; auffassen kann.

3.38 Satz. Aquivalent sind:

(i) Zu jedem x € X existiert eine eindeutige milde Lisung von (3.6).
(ii) Der Operator A erzeugt eine Cy-Halbgruppe (S(t))i>0 auf X.

(iii) p(A) # 0 und zu jedem x € D(A) existiert eine eindeutige klassische Lisung
von (3.6).

Die milde bzw. klassische Liosung ist in diesem Fall durch y(t) = S(t)z, t > 0,
gegeben und hdngt stetig bzgl. der gewichteten Norm y +— ||€7w.y||C£([O,oo),X) (mit
w € R wie in Satz 3.6) von x ab.

3.39 Korollar. Das Problem (3.6) ist genau dann im Sinne von Hadamard® klas-
sisch bzw. mild wohlgestellt, wenn A eine Cy-Halbgruppe auf X erzeugt und z € D(A)
bzw. v € X gilt.

89 Jacques Salomon Hadamard, 8. Dezember 1865 — 17. Oktober 1963 in Paris.
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Nun betrachten wir das inhomogene Cauchyproblem
§(t) = Ay(t) + f(2) fiir ¢ > 0, y(0) = a, (3.8)

wobei zunéichst x € X_1, f € L{ _([0,00), X_;) seien.

loc

3.40 Definition. (i) Eine Funktion y € C°(]0,00), X)NC([0, 00), X ) mit y(t) €
D(A) fir alle ¢t > 0 heifit eine klassische Losung zu (3.8), falls sie Gleichung
(3.8) punktweise erfiillt.

(ii) Sei p € [1,00). Eine Funktion y € W,2P(0,00; X) N L (0,00; D(A)) heift

eine starke Losung zu (3.8), falls sie die Differentialgleichung im schwachen
Sinne und die Anfangsbedingung im Sinne des Sobolevschen Einbettungssatzes
erfiillt.

(iii) Eme Funktion y € C°([0,00), X) heifit eine milde Lisung von (3.6), falls
fo s)ds € D(A) gilt und y die Integralgleichung

=+ A/ s)ds +/ f(s)ds fiir t > 0 erfiillt. (3.9)

(iv) Sei p € [1,00). Eine Funktion y € WL?(0,00; X_1) N L (0, 00; X) heiBt eine

schwache Ldsung oder eine extrapolierte Losung, wenn sie eine starke Losung
auf X_; ist.

3.41 Bemerkung. Ist X ein Hilbertraum, so kann man die schwache Losung alter-
nativ als ein Element y von L (0, 00; X) N C%([0,00), X_;) definieren, fiir welches

loc
t
(y(t) — 2, 0) pasy:pary = / ((y(s), A*@) pay;pas) + (f(8), ©) p(asy;p(as))ds
0
fir alle p € D(A*) gilt.

Wie frither, muss jede milde Losung in W' (0, 00; X_1) liegen.

loc

3.42 Satz. Sei f € C°([0,00), X). Eine milde Lisung y von (3.8) ist genau dann
eine klassische Lisung, wenn y € C([0,00), X) gilt.

3.43 Satz. Seien r € X, f € L _(0,00;X). Der Operator A erzeuge eine Cp-
Halbgruppe (S(t))t>0 aqu. Dann lisst sich die eindeutige milde Losung des Cauchy-
problems (3.8) tiber die Duhamelsche Formel

y(t) = S(t)x+/0t5(t— s)f(s)ds firt >0

bestimmen.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



3.3 Cauchyprobleme 89

3.44 Korollar. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.43 gelte noch x &€
D(A), f € WbH0,00; X) oder f € C°([0,00), D(A)). Dann stellt die milde Lisung

ocC
sogar eine klassische Losung dar.

3.45 Bemerkung. Im Gegensatz zu der aus der Analysis III bekannten Situation,
dh. A € L(X), reicht die Bedingung f € C°([0,00),X) fiir die Existenz einer
klassischen Losung im Allgemeinen nicht aus. Erzeugt A: D(A) € X — X eine
Co-Halbgruppe (S(t)):>0 auf X und gibt es ein # € X so, dass S(t)x ¢ D(A) fiir
alle t > 0 gilt, so stellt y(t) = tS(t)x die eindeutige milde Losung von

() = Ay(t) + f(¢) fiw t >0, y(0) = 0x € D(A)

mit f € C°([0,00), X), f(t) := S(t)x, t > 0, dar, welche allerdings keine klassische
Losung sein kann, da y(t) ¢ D(A) fiir alle t > 0 gilt.

3.46 Korollar. Seienz € D(A), f € W21 (0,00; X) oder f € L2 (0, 00; D(A)). Der
Operator A erzeuge eine Co-Halbgruppe (S(t))e>0 auf X. Dann liefert die Duhamel-
sche Formel die eindeutige starke Lisung zum Cauchyproblem (3.8). Insbesondere

1st jede klassische Losung auch starke Lésung.

3.47 Bemerkung. Ist X reflexiv, so ist die Existenz einer eindeutigen starken
Losung bereits gesichert, wenn f € Lip,,.(0, co; X) gilt.

3.48 Korollar. Seien z € X, f € W.'(0,00; X_1) oder f € L (0,00;X). Der

loc loc

Operator A erzeuge eine Cy-Halbgruppe (S(t))i>0 auf X. Dann stellt die Funktion

y(t) = S_1(t)z + /Ot S_1(t—s)f(s)ds firt >0

die eindeutige schwache Losung des Cauchyproblems (3.8) dar.

3.49 Bemerkung. Ist X ein Banachraum von H7*°- bzw. UMD?!-Typ und verfiigt
der Operator A iiber maximale LP-Regularitit (welche im Hilbertraum dazu dquiva-
lent ist, dass A eine holomorphe Halbgruppe auf X erzeugt), so lisst sich zeigen: Das
Cauchyproblem (3.8) besitzt genau dann eine starke bzw. schwache Lésung, wenn
z € (D(A), X)1jpp, f € LY (0,00, X) bzw. © € (X_1,X)1/pp, f € L}, (0,00, X_1)

loc loc
gilt. Mit (-, -)a, wird hierbei der reelle Interpolationsfunktor bezeichnet.
So folgt insbesondere, dass die Wirmeleitungsgleichung mit homogenen Dirichlet?2-

Randbedingungen auf L?*(2) eine starke Losung besitzt, falls das Anfangswert in

9Fin Banachraum X ist von H7-Typ, wenn die Hilberttransformation auf X stetig ist.
91Unconditional martingale differences.
92Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 13. Februar 1805 — 5. Mai 1859.
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H}(€) und die rechte Seite in L2 (0, 00; L?(€2)) liegt, wobei Q C R? ein Gebiet ist.

Fiir die Wellengleichung etc. gibt es dagegen kein vergleichbares Resultat.

3.50 Satz. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine holomorphe
Halbgruppe auf X . Desweiteren seien x € D(A), f € C%*([0,00), X) fiir ein a > 0.
Dann besitzt (3.8) eine eindeutige klassische Lisung.

3.3.1. Anwendungsbeispiele

Sei im Folgenden 2 C Rd,id € N, ein beschrinktes Gebiet und seien I'g,I'; relativ
offen in Q mit 0Q =Ty UT, Ty NIy # 0. Mit v(z) sei der &uBere Einheitsnorma-
lenvektor an 2 im Punkt x auf dem stiickweise glatten Rand 0€) bezeichnet.

Wir betrachten den Sobolevraum
Hy, () = cd({y € C=(Q) N H'(Q) [supp(y) N To = 0}, || - @)
Analog zum Fall 02 =Ty gilt
HE(Q) ={y € H(Q) | (y,divF)2(0) = —(Vy, F) (12(0))
fiir alle F' € (L*(Q))? mit supp(F)NT; = @ und
div F € L*(Q)}.

3.51 Beispiel (Wirmeleitungsgleichung). Seien a € R¥? eine symmetrische, posi-
tiv definite Matrix und ¢ € R. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

yr = div(aVy) + cy in (0, 00) x Q,
y = 0 auf (0,00) x Iy,
v(aVy) = 0 auf (0,00) x I'y,
y(0,-) = yo in Q.

(3.10)

Sei X := L*(Q) mit dem Standardskalarprodukt versehen. Wir definieren den Ope-
rator
Ay: D(Ap) C X — X, y+—div(aVy),

wobei
D(Ao) == {y € H},(Q)]div(aVy) € L*(©2) und

(div(aVy), )20 = —(aVy, Vo) (r2())e
fiir alle p € H} ()}

Die abstrakte Formulierung von Gleichung (3.10) lautet damit

y(t) = Aoy(t) + cy(t) fir t >0, y(0) = yo. (3.11)
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Offensichtlich ist Ay linear und abgeschlossen. Wegen
cl(D(Ao), || x) = el (Q), || I r2e)) = LH(Q) = X
ist Ay dicht definiert. Desweiteren ist Ay wegen
(Aoy,y) = —|aVy|| <0 fiir alle y € D(Ay)

dissipativ. Mit Lax & Milgram folgt (0,00) C p(Ap) (oder sogar [0, 00) C p(Ap) und
damit (—e,00) C p(Ap) fiir ein & > 0, falls T'g # 0). Also ist Ay m-dissipativ.

Damit erzeugt Ay eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X. Da es sich bei cidx um
einen linearen beschrankten Operator auf X handelt, erzeugt auch der gestérte Ope-
rator Ag+cidx eine Cy-Halbgruppe auf X. Daraus folgt, dass das abstrakte Cauchy-
problem (3.11) eine eindeutige klassische Losung besitzt, falls yo € D(Ay) gilt.

Ist ¢ < 0, so kann man leicht zeigen, dass die von Ay + cidx erzeugte Halbgruppe im
(maximalen) Sektor ¥ := C\(—o0, 0] holomorph und beschrankt sowie exponentiell
stabil ist. Ist 0Q glatt genug, z.B. 9Q € C?, so gilt D(Ay) C H?*(Q). Uberdies sind
die Normen || - || p(ay) und [ - || 2y dquivalent.

3.52 Beispiel (Wellengleichung). Seien a € R%¥? eine symmetrische, positiv defi-
nite Matrix, b € R?, ¢ € R. Wir betrachten die Wellengleichung

Y = div(aVy) +b- Vy + cy in (0,00) x Q,
y = 0 auf (0,00) x I,
v(aVy) = 0 auf (0,00) x I'y, (3.12)
y(0,-) = yo in Q,
y:(0,-) = yy in Q.

Gleichung (3.12) lasst sich auf (mindestens) drei Weisen auf ein System erster Ord-
nung transformieren, wobei alle Zugénge im Wesentlichen dquivalent sind.

(i) Sei X := H} (Q) x L*(Q). Setzt man V := (y,y;), so folgt
Vi= AV, V(0) =V,

wobei Vj := (yo,y1) und

Am Ayt A = (0L<H%O @) iz ) N (0L<H%O ) 0L<L2<9>)>
Ao Or(r2(0) b-V+c Opurea)
mit
D(A) :={VeX|AV e X} ={V e X|V; € D(Ay), V> € Hy (Q)}
={VeX|AV e X} = D(A).
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und Ay wie im Beispiel 3.51. Analog zeigt man, dass A, (sowie —.A4) ein linea-
rer, dicht definierter, abgeschlossener Operator ist, welcher zudem m-dissipativ
ist. Dabei folgt die Dichtheit von D(Aj) in X aus der Tatsache

cl(D(Ao). | - ln()) = cl({y € C*(Q) | ylry = 0. v(aVy)lr, = 0}, || - o)}
= Hllo (Q)7
falls 9Q € C? gilt. Deshalb erzeugt Ay eine Cy-Kontraktionsgruppe auf X. Da
A, € L(X) gilt, erzeugt A eine Cyp-Gruppe auf X.
Sind yo € D(Ag), y1 € H} (), so besitzt Gleichung (3.12) eine eindeutige
klassische Losung.
Sei ¢ = 0 und sei X := (L*(Q))? x L?(2). Setzt man V := (y/aVy, y;), so folgt
Vi(t) = AV (t) fir t > 0, V(0) = Vj,
wobei Vg := (v/aVyo, y1) und

0 2 d \/EV 0 2 d OL L2(Q
A=Ay + A, = HEEDY 4 [ TR @)Y) VLELA@)
’ ( div(va:)  Op2o) b-(Va)™! Or(z2(0))

mit
D(A) :={V € X|div (vaVy) € L*(Q), Vo € H (Q) mit
(div (vVaW), f) 2@ = —(VaVi, V ) (12(0))
fiir alle f € Hf, (Q)}
Wegen
A(D(A), | - [lx) = (G Q) x C(Q), ] - [1x) = X

sind A und A, dicht definiert. Ferner ist Ay schief-adjungiert und erzeugt
deshalb eine Cy-Kontraktionsgruppe. Unter Beachtung von A, € L(X) folgt,
dass A eine Cy-Gruppe auf X’ erzeugt.

Gilt also (v/aVyo,y1) € D(Ap), so besitzt Gleichung (3.12) eine eindeutige
klassische Losung.

Sei Ty # (). Da —Aq positiv definit und stetig invertierbar ist, kann man
die Wurzel aus (—Ag)~! definieren, d.h. (—A4y)~Y2 := ((—Ag)™)? € L(X).
Desweiteren sei D((—Ag)'/?) := im(—Ag)~"/2. Versieht man nun D((—A4,)"/?)
mit dem Skalarprodukt (—Ag-,-)x, so wird D((—A)*/?) zum Hilbertraum.
Ferner ist

(—A0)"2 = ((—A0)"%) " € L(D((=A40)'"?), X).

Definiert dann V' := ((—A)"?y, y;), so ergibt sich analog zu (ii) die abstrakte
Formulierung von (3.12) auf X := X x X in der Form

Vi(t) = AV (t) fiir t >0, V(0)=V,
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mit % = ((—Ao)l/Q’yo,yl) und

Oy (—Ag)'? Oz(x) 0z(x)
o) "\

A=A+ A, = _
" ( Or(x) b-V+c)(—A))"? Oy

(—A

sowie D(A) = D(Ag) x D((—Ap)"/?). Auch A erzeugt eine Cy-Gruppe auf
X, was wiederum die eindeutige klassische Losbarkeit von (3.12) liefert, falls
Yo € D(Ap), y1 € D((—Ap)"?) gilt.

3.53 Beispiel (Schrodinger®gleichung). Sei h die reduzierte Planck®tsche Konstan-
te. Die Schrodingergleichung fiir die Wellenfunktion y eines Punktteilchens der Masse
m > 0 im Nullpotential lautet

g =i57=Ayin (0,00) x RY - y(0,-) = yp. (3.13)

Fiir X := L?(R¢ C) betrachten wir den linearen Operator

A:DA CX X, y— Dy

mit D(A) := {y € X|Ay € X}. Unter Beachtung der Eigenschaften der Fourier-
transformation folgt, dass D(A) zu H%() isomorph ist, da

||y||iQ(Rd) + ||A?/”%2(Rd) =1+ | fyHL?(Rd Z (- QF?J”H (Rd) — ||y||H2(Rd)
|a|<2

Damit ist A abgeschlossen. Auflerdem wissen wir, dass A dicht definiert ist, da
Cse(RY) € H*(RY) dicht in X liegt.

Offensichtlich ist A symmetrisch. Ferner gilt +i € p(/~l), da sich mit der Plancherel®-
Gleichung

+i— A)! :]:_< >]: < SUp Tty = SUPp —— =1
IC )" e =l zarre )7 oo @5 [EHE] @5 Vg1

ergibt. Also ist A selbstadjungiert. Nach dem Satz von Stone erzeugt der Operator
A= i—A eine Cy-Gruppe unitéarer Operatoren, iiber welche sich dann die klassische
Losung der abstrakten Formulierung

ye(t) = Ay(t) fir t >0, y(0) =wo

der Schrédingergleichung (3.13) ergeben, falls 3o € H?(RY) gilt.

93Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger, 12. August 1887 — 4. Januar 1961.
94Max Karl Ernst Ludwig Planck, 23. April 1858 — 4. Oktober 1947.
95Michel Plancherel, 16. Januar 1885 — 4. Mirz 1967.
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3.4. Kontrollsysteme als Cauchyprobleme

Wir wollen Kontrollsysteme als Cauchyprobleme interpretieren und die Regularitét
ihrer Losungen diskutieren. Der Einfachheit halber werden wir uns dabei auf den
Hilbertraumfall beschranken. Es sei aber angemerkt, dass sich die nachstehend vor-
gestellten Resultate auch fiir reflexive Banachrdume verallgemeinern lassen.

Seien X, U,Y Hilbertraume. Ferner erzeuge der lineare Operator A: D(A) C X —
X eine Cy-Gruppe (S(t))i>o auf X. Seien X; := (D(A),|(Bidx — A) - ||x) und
X g :=cl(X,||(Bidx — A)~' - ||x) fiir ein B € p(A). Wir wissen, dass sich dann A
zu einem Operator A_; € L(X, X_) fortsetzen ldsst, wobei A_; die Cp-Halbgruppe
(S_1(t))i>0 auf X_; erzeugt, fiir welche S_;(t)|x = S(¢) fir ¢t > 0 gilt.

Desweiteren seien B € L(U, X_1) und C' € L(X;,Y). Wir betrachten folgende Kon-
trollsysteme:

(i) Steuerungssystem:
y(t) = Ay(t) + Bu(t) fir t >0, y(0) =z € X, (3.14)

wobei wir U = L?

.(0,00;U) als Raum der zuléssigen Steuerungen wihlen.

(ii) Beobachtungssystem:

2(t) =Az(t) fur t >0, w(t)=Cz(t) firt >0, 2(0)=z€ X;. (3.15)

Wir wollen die Regularitét der Losungen von (3.14) und (3.15) untersuchen. Nach
Kapitel 3.3 existiert zu jedem u € U eine eindeutige milde Losung

Yy € Hlloc(O, 00; X 1)

auf X_; zu (3.14) gegeben durch
t
y(t) =S_q1(t)x + / S_1(t — s)Bu(s)ds fiir t > 0. (3.16)
0
Fiir (3.15) folgt analog die Existenz der klassischen Losung

z € C([0,00), X) N C°(]0, 00), X1)

sowie

w € C°([0,0),Y).
Es tritt also bei (3.14) im Allgemeinen ein Regularitétsverlust auf, da die Losung y
den Raum X verlassen kann, obwohl y(0) = = € X gilt. Wir wollen im Folgenden die

Operatoren B charakterisieren, fiir welche die Funktion y ihre Werte in X annimmt.
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3.54 Definition. Der Steuerungsoperator B € L(U, X_1) heifit

(i) beschrankt, falls B € L(U, X) gilt.

(ii) zum Zeitpunkt T > 0 zuldssig, falls die in (3.16) gegebene milde Losung y(t) €
X fiir fast alle ¢t € [0, 7] und alle x € X erfiillt.

(iii) zuldssig, falls er fiir ein T' > 0 zuléssig ist.

Offensichtlich ist jeder beschrénkte Steuerungsoperator zuléssig. Desweiteren ist die
Zulissigkeit zur Zeit T > 0 dazu dquivalent, dass y € H'(0,T; X) — CP([0,T], X)
gilt.

3.55 Bemerkung. Die Zuldssigkeit des Steuerungsoperators im Sinne der Defi-
nition 3.54 bedeutet nur, dass die Losungen von (3.14) um eine Art ,maximale
Regulariéit” verfiigen. Man kann in diesem Fall X := H] (0,00; X) als Raum der

loc
zuléssigen Zustandsfunktionen wéhlen. Ist B dagegen nicht zuléssig, so muss es kei-

neswegs die Nicht-Wohlgestelltheit von (3.14) bedeuten®. Wir werden uns aber im
Folgenden nur auf zuléssige Steuerungs- und Beobachtungsoperatoren beschrénken.

3.56 Definition. Der Beobachtungsoperator C' € L(X1,Y) heift

(i) beschrdnkt, falls sich C' zu einem Element von L(X,Y) fortsetzen ldsst.

(i) zum Zeitpunkt T > 0 zuldssig, falls sich x — w zu einer stetigen Abbildung
X — L*([0,T],Y) erweitern lisst.

(iii) zuldssig, falls er fir ein T' > 0 zuléssig ist.

Offensichtlich ist jeder beschréinkte Beobachtungsoperator zuléssig.

Analog zu Kapitel 2.2 definieren wir fiir 7" > 0 den Steuerungs-Zustands-Operator
T
Lr: L*0,T;U) = X_1, uwrs / S_1(T — s)Bu(s)ds
0

sowie den Zustands-Beobachtungs-Operator
Mr: Xy — L0, T;Y), x+ CS(-)r.

Offensichtlich sind £ und My linear und stetig. Uberdies gilt:

3.57 Satz (Ubung). (i) Der Steuerungsoperator B ist genau dann zum Zeitpunkt
T > 0 zulissig, wenn im(Ly) C X gilt.

9Der Begriff der ,,Zuldssigkeit” wird deshalb von manchen prominenten KontrolltheoretikerIn-
nen wie z.B. 1. Lasiecka und R. Triggiani kritisiert.
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(ii) Der Beobachtungsoperator C' ist genau dann zum Zeitpunkt T > 0 zuldssig,
wenn es ein cp > 0 so gibt, dass

Morx||20ryy < erllzl|x fir alle x € Xy gilt.

Ferner kann den Steuerungs- und Beobachtungsoperator auch als
Lr € L(L*(0,00;U), X_1) bzw. Mr € L(X,, L*(0,00; U))

auffassen, indem man die Steuerung auf (0,7") restringiert oder die Beobachtung
durch Oy auf (0, 00) fortsetzt.

3.58 Beispiel. Sei Q := (0,00) und sei X := L*(Q2). Wir betrachten die Advekti-
onsgleichung

Oy (t, x) + Opy(t, ) = u(t,0) fiir (¢,x) € (0,00) X Q,
y(t,0) = 0 fiir ¢t € (0, 00), (3.17)
y(0,z) = yo(x) fir z € Q,

welche iiber eine im Punkt x = 0 konzentrierte Kontrolle (,,Delta-Kontrolle”) ge-
steuert wird.

Zur abstrakten Formulierung von Gleichung (3.17) definieren wir den linearen Ope-
rator

A:Hy(Q) = DA) CX =X, y~— —0.

Wir wissen, dass dieser die Translationshalbgruppe (S(t)):>o (sogenannte , Rechts-
Shift-Halbgruppe”) auf X gegeben durch

0, fir z € [0, 1],
y(lx —1t), fiirx € (¢,00).

(S(t)y)(x) = {
fiir y € X erzeugt. Ferner gilt D(A*) = H'(Q) und X_; = (H'(Q))".

Sei U :=R. Dann ist B: U — X_1, u + u - § linear und stetig, wobei d, fiir €
durch
(02, ©)(D(a%)y:D(a) = @(x) fiir alle p € D(A*) = H'(Q)

gegeben ist. Dabei ist zu beachten, dass 9, € (D(A*))" = X_; wegen der Sobolev-
schen Einbettung gilt, da

10z][(pasyy = sup  [p(z)| < sup  [plleo) < cllellme) = e
ol 71 ey =1 ol 71y =1

Alsoist B € L(R, X_;) ~ X_;.
Die abstrakte Formulierung von (3.17) lautet daher

y(t) = Ay(t) + Bu(t) fur t > 0, y(0) = yo.
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Die Zulissigkeit von B folgt nun aus der Tatsache, dass fiir alle u € L2 (0, co; R)

= 70 i

fiir alle ¢t > 0 gilt, woraus sich Lyu € L*(0,00;R) = L*(Q2) und damit im(L£;) C X
ergibt.

3.59 Satz. Gilt im(Lr) C X fir ein T > 0, so folgt
L, € L(L*(0,00;U), X) fiir alle t > 0.

Beweis. Offensichtlich lisst sich L1 zu einem Element von L(L?(0, 00;U), X _1) fort-
setzen. Wir zeigen zunichst, dass graph(£L7) C L?(0,00;U) x X abgeschlossen ist.
Seien (uy,)nen C L*(0, 00; U) und

T, = Lyu, € X fir n € N,

wobei u, — u € L?(0,00;U) und z,, — x € X fiir n — oo gelte. Unter Beachtung
von L7 € L(L*(0,00;U), X_;) folgt
r=X-limz,=X_1- lim z,, = ,CT(L2(O, oo; U)— lim un) = Lru

n—oo n—oo n—oo
und damit L7u = x. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen liefert damit L7 €

L(L*(0,00;U), X).
Sei t € (0, 7). Wir substituieren T — o :=t¢ — s, d.h. 0 := T — ¢t + s, und finden

Liu = /t S_1(t — s)Bu(s)ds = /T S (T —o)Bu(t—T+ o)do

T—t

/ S_(T — o)Bu(o)do = Lyu mit u(t) := {g(t—T+a), oelT—tT],

, sonst

fiir alle w € L*(0,¢;U). Wegen ||t 20,70y < |Jull 2200y folgt

| Loullx < || LrllLzomo),x) Ul 2oy < Ll omuy,x) vl L2 o40),
d.h. £, € L(L*(0,t;U), X), und damit £; € L(L?*(0,00;U), X).
Aufgrund der Identitét

2T
Lop = S_1(2T — s)Bu(s)ds
2T
/ S_1(T — s)Bu(s)ds + S_1(2T — s)Bu(s)ds
T

= S_(T)C (u!oT)JrET(( T)lo.m)
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ist Lo beschrankt. Induktiv folgt die Beschranktheit von Lony, n € N, und damit
auch die Beschrianktheit von £; fiir alle ¢ > 0. O

Analog kann man beweisen:

3.60 Satz. Ist C' ein zuldssiger Beobachtungsoperator, so gilt fiir alle t > 0

M, € L(X, L*(0,00;Y)).

3.61 Satz (Ubung). Es gilt

.1 1
Bu = (X_1-) 1{% ;fft(X[O,l} ‘u), Cr=(Y-) 11\1%; ; (Myz)(s)ds

fiir allew € U und x € X;.

3.62 Satz (Ubung). Ist B ein zuldssiger Steuerungsoperator, so gilt

(t,u) = L € C°([0,00) x L*([0,00),U), X).

Folgendes Resultat stellt die Dualitdt zwischen dem Steuerbarkeits- und dem Beob-
achtbarkeitsbegriff fest und spielt bei vielen Anwendungen eine wichtige Rolle.

3.63 Satz. Sei X ein Hilbertraum und sei A: D(A) C X — X der infinitesima-
le Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (S(t))i>0 auf X. Dann ist B € L(U,X_1) genau
dann ein zuldssiger Steuerungsoperator fir die Halbgruppe (S(t))io0, d.h. fir das
Steuerungssystem

y(t) = Ay(t) + Bu(t) firt >0, y(0)=z€ X,

wenn B* € L(X®,U) ein zulissiger Beobachtungsoperator fiir die duale Halbgruppe
(S*(t))>0 ist, d.h. fir das Beobachtungssystem

2(t) = A"z2(¢) firt >0, w(t)= By(t) firt>0, z(0)=z¢€X.

Beweis. Da X reflexiv ist, wissen wir, dass X_; zu (D(A*))" isomorph ist.

»,=" Wir nehmen zunéchst an, dass B ein zuléssiger Steuerungsoperator ist. Dann
folgt mit Satz 3.59 L1 € L(L*(0,00;U), X) und damit £% € L(X, L*(0,T; X))
mit

(Lru, x)x = (U, L33) 200,000 fiir alle u € L*(0,00;U) und z € X.
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Wir wollen nun den zum Operator £ Hilbertraum-adjungierten Operator
L: € L(X, L*(0,00;U)) explizit bestimmen. Fiir x € D(A*) finden wir

(Lru,x)x = </0T S_(T — s)Bu(s)ds,x>

(D(A*))";D(A*)

T
= / (S1(T = 5)Bu(s), ©) (p(a)y:p(a=)ds
0
T
:/ (B*S*(T — s)x,u(s))xds
0
fiir alle u € L?(0,T; U), woraus sich
Lrx = B*S*(T — -)x fast iiberall in [0, 7] fiir alle x € D(A") ergibt.

Wegen L € L(X, L*(0,T;U)) folgt nun
T
/ | B*S*(T — s)x||7,ds < c&||z||% fiir alle x € D(A*),
0

d.h. B* ist ein zulédssiger Beobachtungsoperator fiir die Halbgruppe (S*(t)):>0-

»,<" Sei nun umgekehrt B* ein zuldssiger Beobachtungsoperator fiir die duale Halb-
gruppe. Dies bedeutet, dass sich jeder der Operatoren

M,: D(A*) = L*0,t;U), x> B*S*(t—s)z (3.18)

fiir t € [0, T] zu einem Operator aus L(X, L?(0,t; U)) fortsetzen lisst, welchen
wir wiederum mit M, bezeichnen. Uberdies existiert ein ¢z > 0 so, dass

IM ozl Lix 1200y < erllz]| fiir alle z € X, ¢ € [0,7] gilt. (3.19)
Fiir den Hilbertraum-Adjungierten //\/lv,’f € L(L*0,t;U), X) gilt
<M§x,u)Lz(0,t;U) = (z, Mu)x fiir alle z € X,u € L*(0,t:U), (3.20)
woraus sich unter Beachtung von Gleichung (3.19) die Existenz von kr > 0
mit
||Mt||L(L2(O,t;U),X) S k/‘T fur t € [O,T] erglbt

Angenommen, u € C*([0,T],U), dann folgt mit Korollar 3.44
t
£ y(t) = / S 1(t — ) Bu(s)ds € C°((0,T], X)
0
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und damit
N t
(Myx, u) 2040y = / (B*S*(t — s)x,u(s))yds
0

t
= S_ t—sBusds,x>
</0 1 JBuls) (D(A*));D(A*)

= /0 (S_1(t — s)Bu(s), x)xds

fiir alle w € C*([0,7],U) und z € D(A*). Da D(A*) dicht in X liegt, folgt mit
Gleichung (3.20)

(M;u)(t) = y(t) = /0 t S_1(t — s)Bu(s)ds fiir alle ¢ € [0,T]

fiir alle w € C'([0,T],U). Mit (3.19) folgt also

||?J||CO([O,T},X) S kTHuHLQ(O,T;U) fur alle u € Cl<[0,T], U) (321)

Es sei nun v € L*(0,T;U) und sei z € H'(0,T; X_;) die zugehorige milde
Losung von
y(t) = Ay(t) + Bu(t) fir t >0, y(0) = =x.

Wir wihlen eine Folge (uy)neny € CY([0,T),U) mit u, — u in L*(0,T;U)
fiir n — oo und bezeichnen mit y, die zur Steuerung wu, fiir n € N gehori-
ge Losung. Nach (3.21) muss es sich bei (y,)ney um eine Cauchyfolge in
C%([0,T], X) handeln, was die Existenz einer Funktion 3 € C°([0,T], X) mit
Yn — ¥ in C°([0,T], X) nach sich zieht. Wegen der stetigen Einbettung X —
(D(A*)) folgt dann auch y,, — 7 in C°([0,T], (D(A*))"). Deshalb ist y = y €
CY([0, 7], X) fiir alle u € L?(0,T; X), d.h. B ist ein zulissiger Steuerungsope-
rator fiir die Halbgruppe (S(¢)):>o-

Dies beendet den Bewelis. O

3.64 Korollar. Ist B ein zuldssiger Steuerungsoperator fiir (S(t))i>o bzw. ist B*

ein zuldssiger Beobachtungsoperator fir (S*(t))iso, so gilt L = My, wobei Lo €
L(L*(0,T;U); X) und M, € L(X, L*(0,T;U)) wie oben definiert sind.

Abschlielend wollen wir den Begriff der Zuléssigkeit am unendlichen Zeithorizont
diskutieren.

3.65 Definition. Seien B € L(U,X_1) und C € L(X1,Y).
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(i) Der Steuerungsoperator B heifit am unendlichen Zeithorizont zuldssig, falls es
ein ¢ > 0 so gibt, dass

”‘CTHL(LQ(O,OO;U),X) <cfiralle T >0 gilt.

(ii) Der Beobachtungsoperator C' heifit am unendlichen Zeithorizont zuldssig, falls
es ein ¢ > 0 so gibt, dass

Mz 200,000y < Kl|z||5% filr alle 2 € X7 und T > 0 gilt.
Es lésst sich folgendes Resultat zeigen.
3.66 Satz. Fs qilt:

(i) Jeder am unendlichen Zeithorizont zuldssiger Steuerungs- bzw. Beobachtungs-
operator ist zuldssig.

(ii) Ist (S(t))i>0 exponentiell stabil (d.h. ||S(t)||rx) < Ce " fir allet > 0 mit
gewissen C' > 1, w > 0) und ist B bzw. C' ein zuldssiger Steuerungs- bzw. Beob-
achtungsoperator, so ist B bzw. C' auch am unendlichen Zeithorizont zuldssig.

3.67 Definition. Sei C' € L(X,Y) ein Beobachtungsoperator.
(i) Ist C zum Zeitpunkt T > 0 zuléssig, so heifit die Abbildung
T
Ry = MiMp = / S*(t)C*CS(t)dt € L(X)
0

der Gramsche Beobachtbarkeitsoperator.

(ii) Ist C' am unendlichen Zeithorizont zuléssig, so heifit die Abbildung
R = Tl% MiMr e L(X)
der Gramsche Beobachtbarkeitsoperator am unendlichen Zeithorizont.
3.68 Definition. Eine Cy-Halbgruppe (S(¢))i>0 auf X heifit:
(i) (gleichméBig) beschrénkt, falls sup ||S(t)||x) < oo.
£>0

(ii) (asymptotisch) gleichméBig stabil, falls tlirn 1S |lx) = 0.
—00
(iii) (asymptotisch stark) stabil, falls tlim S(t)r = 0x fur alle z € X
—00
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(iv) (asymptotisch) schwach stabil, falls tlim (@, S(t)x)x.x = 0 fir alle x € X,
—00
r e X'

In gewisser Analogie zum Kapitel 2.3 gilt der folgende Satz.

3.69 Satz (ohne Beweis). Sei C € L(X,,Y) ein Beobachtungsoperator. Aquivalent
sind:

(i) C ist am unendlichen Zeithorizont zuldssig.

(ii) Es gibt ein R € L(X) so, dass fiir alle x € D(A)
T

Ra= lim [ S*()C*CS(t)adt.

T—o00 0

(iii) Es existiert ein positiv semidefiniter Operator P € L(X), welcher die Lyapu-
novsche Gleichung

A*Pzx + PAx = —C*Cx fiir alle x € D(A)
lost oder die Lyapunovsche Ungleichung
2Re (Px, Az)x < —||Cx||% fiir alle x € D(A)
erfillt.

3.70 Korollar. Ist C' am unendlichen Zeithorizont zuldssig, so gilt:

(i) R =R, d.h. R ist der Gramsche Beobachtbarkeitsoperator am unendlichen
Zeithorizont.

(ii) R lost die Lyapunovsche Gleichung und ist die kleinste positiv semidefinite
Lésung der Lyapunovschen Ungleichung.

(i) lim RY2S(t)x = Oy fiir alle x € X.

t—o0

(iv) Ist (S(t))eso stark stabil, so ist R die eindeutige Losung der Lyapunovschen
Gleichung.

(v) Ist (S(t))i=0 beschrinkt und R invertierbar, so ist (S(t))=o schwach stabil.

3.71 Satz. Sei A: D(A) C X — X selbstadjungiert und negativ semidefinit. Ferner
sei Xijp = (DA, | - lx,,,), wobei || - |lx,,, = ({(idx — A)-)x)"" Ist C €
L(X1)2,Y), dann ist C ein zulissiger Beobachtungsoperator fir die von A erzeugte
Co-Halbgruppe auf X.
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Beweis. Der Operator A ist dissipativ. Nach dem Lemma von Lax & Milgram gilt
(0,00) C p(A), also ist A m-dissipativ und erzeugt daher ein Cy-Kontraktionshalb-

gruppe.
Wir verwenden ohne Beweis, dass (idx — A)Y2 := (((idx — A)~")¥2)~! den Isomor-
phismus zwischen X /o und D((idx — A4)~?) := im(((idx — A)~")"/?) darstellt. Die
Voraussetzung an C' liefert dann eine Konstante ¢ > 0 so, dass

|Cx||% < {(idx — A)z, x)x fiir alle z € D(A) gilt.
Fiir P := %idx folgt also
2Re(Pz, (A —idy)z)x < —||Cx||% fiir alle z € D(A).

Mit Satz (3.69) folgt, dass C' ein zuléssiger Beobachtungsoperator fiir die von A—idx
erzeugte Halbgruppe ist, was die Zuléssigkeit am unendlichen Zeithorizont auch fiir
die von A erzeugte Halbgruppe nach sich zieht. O]

3.72 Beispiel. Sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet und seien b € L*(Q,R?), ¢ €
L>(Q,R). Wir betrachten ein Beobachtungssystem fiir die Warmeleitungsgleichung

Oz = Az in (0,00) X §,
z=01n (0,00) x 02,
2(0,-) = 2z in ©,
w=>b-Vz+czin (0,00) x .

(3.22)

Um Gleichung (3.22) abstrakt formulieren zu koénnen, definieren wir den Zustands-
raum X := L*(Q). Desweiteren fiihrer wir den Operator

A:DA) CX =X, z— Az

mit D(A) :={z € H}(Q)| Az € L*(Q)} ein. Dieser ist abgeschlossen, dicht definiert
und negativ definit. Ferner folgt nach Beispiel 3.34, dass A eine diagonalisierbare
Co-Kontraktionshalbgruppe auf X erzeugt. Auferdem gilt X, = Hj(Q) versehen
mit der Norm || - [|Ix, , = [IV - [[(z2@))a-

Nun definieren wir den Beobachtungsraum Y := L?*()) sowie den Beobachtungsope-
rator C' € L(Xy2,Y) mittels C':=b-V + cidy. Nach Satz 3.71 ist C' ein zuléssiger
Beobachtungsoperator fiir das System (3.22). Damit folgt, dass es zu jedem 7" > 0
ein ¢y > 0 so gibt, dass jede schwache Losung z von (3.22) der Ungleichung

T
/ / b V2 + cz]Pdadt < c%\\zol\%z(ﬂ) fiir alle 29 € L*()
0o Jo

genigt.
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3.5. Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Seien X, U,Y Hilbertraume. Ferner erzeuge der lineare Operator A: D(A) C X —
X eine Cy-Halbgruppe (S(t))i>o auf X. Desweiteren seien B € L(U,X_1) bzw.
C € L(D(A),Y) ein zulédssiger Steuerungs- bzw. Beobachtungsoperator zu einem
Zeitpunkt T > 0.

In diesem Abschnitt betrachten wir:

(i) Steuerungssystem:

y(t) = Ay(t) + Bu(t) fir t >0, y(0)=z€ X. (3.23)

(ii) Beobachtungssystem:

2(t) = Az(t) fir t >0, w(t)=Cz(¢t) firt >0, 2(0)=z€ X;. (3.24)

Wir definieren die Rdume der zuldssigen Steuerungen, Zustdnde sowie Ausgiange

(0,00;Y).

loc loc loc

U:=L*0,00;U), X := 1/1/1’2(0,00;X)(HL2 (O,oo;X_l))7 V=1L

Zu jedem z € X, u € U existiert eine eindeutige Losung y = y™* € X zu (3.23),
wéhrend Gleichung (3.24) zu jedem z € X durch ein (z,w) = (2", w") € X x Y
eindeutig 16sbar ist.

Analog zu Kapiteln 2.2.2 und 2.2.3 wollen wir Beobachtungs- und Steuerungspro-
bleme fiir die Systeme (3.23) und (3.24) formulieren.

3.73 Definition. Das System (3.23) heifit zum Zeitpunkt T > 0

(i) exakt steuerbar, wenn es fiir alle zo, zp € X ein u € U so gibt, dassy™*(T) =

(i) approximativ steuerbar, wenn es fiir alle 2o, z7 € X und alle € > 0 ein u € U
so gibt, dass ||y*"(T) — zr|| < e gilt.

(iii) Null-steuerbar, wenn es fiir alle zp € X ein u € U so gibt, dass y™*(T") = 0x
gilt.

3.74 Definition. Das System (3.24) heifit zum Zeitpunkt T > 0

(i) exzakt beobachtbar, wenn es ein ¢ > 0 so gibt, dass [|[z—Z | x < cl|w”—w?||r2(07.v)
fiir alle z,x € X, gilt.
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(ii) approzimativ beobachtbar, wenn fiir alle x,7 € X; aus w® = w® fast iiberall in
(0,T) bereits x = z folgt.

(iii) terminal beobachtbar, wenn es ein ¢ > 0 so gibt, dass ||2%(T) — 2%(T)||x <
cme — w$HL2(07T;y) fiir alle xZ, T €E Xl gllt

Wie im beschrénkten Fall, gelten folgende Aquivalenzen:

3.75 Satz. Das System (3.23) ist genau dann zum Zeitpunkt T > 0 exakt, approxi-
mativ bzw. Null-steuerbar, wenn gilt:

(i) im(Lr) = X,
(i) cl(im(Lr), | - ||lx) = X bzw.
(iii) im(S(7T)) C im(Lr).

3.76 Satz. Das System (3.24) ist genau dann zum Zeitpunkt T > 0 exakt, approzi-
mativ bzw. terminal beobachtbar, wenn gilt:

(i) My ist nach unten beschrinkt,
(ii) ker(Myp) = {0x} bzw.

(iii) Moy ist durch S(T') nach unten beschrinkt.

3.77 Korollar. Das System (3.24) ist genau dann zum Zeitpunkt T > 0 ezxakt bzw.
approximativ beobachtbar, wenn der Gramsche Beobachtbarkeitsoperator Ry stetig

invertierbar ist (was mit seiner gleichmaf$igen Positivitit gleichbedeutend ist) bzw.
wenn ker(Ry) = {0x} gilt.

3.78 Bemerkung. Ist das System (3.24) exakt beobachtbar, so ldsst sich der An-
fangszustand iiber die Vorschrift = R;' Mw stetig rekonstruieren.

3.79 Bemerkung. Offensichtlich zieht die exakte Steuerbarkeit bzw. die exakte
Beobachtbarkeit die approximative und die Null-Steuerbarkeit bzw. die approxi-
mative und die terminale Beobachtbarkeit nach sich. Lésst sich (S(¢)):>o zu einer
Co-Gruppe auf X erweitern, so ist die exakte Steuerbarkeit bzw. die exakte Beob-
achtbarkeit zur Null-Steuerbarkeit bzw. zur terminalen Beobachtbarkeit dquivalent.
Gilt ker(S(T)) = {0x}, was z.B. fiir diagonalisierbare Halbgruppen immer der Fall
ist, so folgt aus der Null-Steuerbarkeit bzw. aus der terminalen Beobachtbarkeit die
approximate Steuerbarkeit bzw. die approximative Beobachtbarkeit.
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Nachstehendes Resultat spielt eine sehr wichtige Rolle bei Anwendungen und folgt
analog zum beschrinkten Fall mit Korollar 2.75, Lemma 2.76 sowie Korollar 2.77.

3.80 Satz (Dualitéitssatz). Das System
y(t) = Ay(t) + Bu(t) firt >0, y0)=zeX

1st genau dann zum Zeitpunkt T' > 0 exakt, approximativ bzw. Null-steuerbar, wenn
das duale System

i(t) = A*2(t) firt >0, w(t)=B*z(t) firt>0, 2z(0)=z¢cX{

exakt, approximativ bzw. terminal beobachtbar ist, d.h. wenn es ein cr > 0 so gibt,
dass gilt:

(i) Jo IB*S*(t)z|f3dt > |||} fir alle x € D(A®),
(ii) B*S*(t)x = O0x fir fast alle t € [0, T impliziert x = Ox bzw.

(iii) fOT | B*S*(t)x||3dt > || S*(T)x||% fiir alle x € D(A*).

3.81 Satz. Sei C' ein am unendlichen Zeithorizont zuldssiger Beobachtungsoperator
und sei das System (3.24) zu einem Zeitpunkt T > 0 terminal beobachtbar. Dann ist
die Halbgruppe (S(t))i>0 exponentiell stabil.

Beweis. Aufgrund der Zuléssigkeit am unendlichen Zeithorizont folgt die Existenz
einer Konstanten ¢ > 0 so, dass

Mz 1200000y < cl|z||% filr alle 2 € D(A) und T > 0 gilt,
wéhrend die terminale Beobachtbarkeit eine Konstante £ > 0 mit
HMT:EHLQ(O,T;Y) > CTHS(T>$HX fiir alle z € X liefert.
Damit existiert ein M € L(X, L%*(0,00;Y)) so, dass Mpx = Mz fast iiberall in
(0,7) fiir alle x € X gilt. Fiir alle 7 > 0 folgt damit
T+t T
/ [(Ma)(t)|[5-dt = / [(MzS(r)x)(t)[[3-dt > cz|[S(T + 7)z[|% fiir alle z € X.
T 0

Folglich gilt

> kT

el > [T lemna=3 [ ol

s (3.25)
> Y |IS(RT)z )%
k=1

© Michael Pokojovy 4. August 2014



3.5 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit 107

und daher existiert ein C' > 0 so, dass
[1S(KT)||Lx) < € fiir alle k € N gilt.

Unter Benutzung der Halbgruppeneigenschaft folgt nun

IS(nT)z||* = ZIIS n—k)T)S(kT)z* < ZHS (kT)z|%,

Tkl

woraus sich mit (3.25)

2 2
IS(T)z|% < — - S ||2||% fiir alle z € X

ergibt, d.h. [[S(nT)|/1(x) < ¢ < 1 fiir hinreichend groBe n und damit

t
1SNl < NSOT L]+ 0T o < max [[S(s)]lex) - gteT

0<s<nT

b e
< 2t 156l 7™ = 5 e 1S o - €7 fir 2.0,

Also ist (S(t))i>0 exponentiell (insbesondere gleichméBig) stabil. O

3.82 Korollar (Datko?’s Theorem). FEine Co-Halbgruppe (S(t))i>0 C L(X) ist ge-
naw dann L?-stabil, d.h.

/ |S(t)x||3%dt < oo fiir alle v € X,
0
wenn sie exponentiell stabil ist.

Beweis. Ist exponentiell stabil, so folgt trivial die Konvergenz des Integrals.

Umgekehrt folgt unter Benutzung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen, dass
C:=idx: X — X =Y ein am unendlichen Zeithorizont zuléssiger Beobachtungs-

operator ist. Sei 7" > 0 beliebig, aber fest und sei M := IT%&X] 1S ()]l £(x)- Dann
0,7

gilt
T 2 T
1S(T)z||* = %/ |S(T —t)S(t)z||*dt < MT/ 1S (t)x||%dt fiir alle z € X,
0 0

d.h. die Halbgruppe (S(t)):>0 ist iiber den Beobachtungsoperator C' zum Zeitpunkt
T terminal beobachtbar. Nun liefert Satz 3.81 die exponentielle Stabilitét. O

97Richard F. Datko, 13. Mai 1932 — 31. Miirz 2006.
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4. Anwendungen fiir partielle
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die abstrakten Resultate des vorangehenden Kapitels
auf Steuerungs- und Beobachtungsprobleme fiir zeitabhéngige partielle Differential-
gleichungen anwenden.

4.1. Sobolev-Slobodeckij-Ridume und Spuroperatoren

4.1 Definition. Sei Q C R? ein Gebiet. Fiir p € [1,00), 6 € (0,1) definieren wir die
Slobodecki”s- ,Halbnorm”

[flop == (/Q Q—|f($) - f(y)|pdxdy> ki f e 17()

o =yl

bzw.

.= eSssu
oo = o8 map T

Sei s € (0,00)\N und sei § = s — [s] € (0,1). Der Raum

WoP(Q) = { FeWs Q)| sup [0 flo, < oo}
lov|=s]

versehen mit der Norm

£ llw=ri@ = [ fllwisr o) + | slglfj[a‘“f]e,p

heifit der Sobolev-Slobodeckij- Raum. Ferner sei
Ws?(Q) = (G | - wer)-

Es gelten die folgenden Einbettungs- sowie Kompaktheitsresultate:

4.2 Satz. Sei Q) C R? ein Gebiet und seien s, 51,50 >0, m € N mit s > m, 51 > so.
Es qilt:

(i) WeP(Q) — W™P(Q).

(ii) Wige (©2) € C™ und W*P(Q) — C™(Q), falls s > & +m.

loc

(iii) W»=2P(Q) — W*P(Q) kompakt, falls Q0 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet ist
und p # oo gilt.

98Lev Naumovi¢ Slobodeckij.
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: S,p _ s, 1
(iv) WeP(2) = W=P(Q), falls s < ;.

Die obige Definition ldsst sich auch auf Flachen und Mannigfaltigkeiten {ibertragen,
indem man man diese lokal als offene Menge aus einem Raum kleinerer Dimension
darstellt. Hier verwenden wir eine allgemeinere Definition, welche aber bei hinrei-
chender Glattheit des Randes zum Lokalisierungszugang dquivalent ist.

4.3 Definition. Sei €2 ein Lipschitz-Gebiet und sei I' C 0f2 relativ offen.

Ist f: I' = R bzgl. des Fldchenmafles auf I' messbar, so definiert man die Lebesgue-
,Norm”

1 llnry = </F|f(;p)|PdF(x))1/p fix p € [1, 00)

bzw.
| fll zoo(ry := esssup | f(x)].
xel

Fiir p € [1, oo definieren wir den Raum LP(I") als Faktorisierung von
{f: ' = R| f messbar bzgl. des Flichenmafes auf I' mit || f||z») < oo}

bgzl. der Gleichheitsrelation fast iiberall in T'.

Ferner definieren wir die Slobodeckij- ,Halbnorm” auf I’

o= ([ [T ar@ar) ™ i 7 e

bzw.

;00 -— €888uUp
[.ﬂ@oo z,yel’ |5L‘ - y|9

Sei s € (0,00)\N und sei § = s — |s| € (0,1). Der Raum

WeP(T) = {f e WL | sup [0%fp, < oo}
laf=Ls]

versehen mit der Norm

[ lwory == [1f lwresory + | S‘EFJ[aaﬂ@,p

heifit der Sobolev-Slobodeckij- Raum.

Wir schreiben H*(Q) := W#?(Q) und H*(T') := W**(T) fiir s > 0.
4.4 Definition. Sei Q C R? ein Gebiet und sei s > 0.
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(i) Wir definieren H*(2) als den Dualraum von H(2) bzgl. des Skalarprodukts
auf L?(Q).

(i) Ist Q ein Lipschitz-Gebiet und ist I' C 0 relativ offen, so definieren wir
H=*(T) als den Dualraum von H*(T) bzgl. des Skalarprodukts auf L*(T").

4.5 Definition. Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet. Die Abbildungen
V0,71 CH(Q) = C°(09Q) mit o f = floo und 1. f = &L := V f|oq - v fir f € C'(Q)
heiflen die Dirichlet-Spur bzw. die Neumann-Spur (oder die Normalableitung).

Es gilt:

4.6 Satz. Sei Q) C R ein beschrinktes Gebiet.

(i) Hat Q) einen Lipschitz-Rand, so ldsst sich der Operator 7o eindeutig zu einem
Element von L(HY(Q), HY/2(0Q)) fortsetzen. Auferdem gilt H:(Q) = {f €
HY Q)| (vof)|r = 0} fiir alle relativ offenen T' C 09.

(ii) Ist 9Q € C?, so lisst sich der Operator v, eindeutig zu einem Element von

L(H?(Y), HY%(09)) fortsetzen. Auferdem gilt v (H>(Q)NH () = HY/2(0Q).

(iii) Der Raum {f € vo(H"(Q)) |supp(f) C '} liegt dicht in L*(T) fiir alle relativ
offenen I' C 0f).

4.2. Elliptische Probleme

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und seien I'y,I'y C 95 relativ offen
und disjunkt mit I' = Ty UT;. Ferner sei a € R%*“ eine symmetrische, positiv definite
Matrix. In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Losungstheorie fiir die inhomogene
Randwertaufgabe

div(aVu) = f in Q,
ulr, = go auf Iy, (4.1)
v (aVu)lr, = g1 auf I'y
mit den Randdaten gg, g;.
In diesem Abschnitt wird anstatt der Normalableitung v, = v-(V-) die , allgemeine”

Neumann-Spur v, := v - (aV-) betrachtet.
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4.7 Lemma (Erste Poincaré®sche Ungleichung). Gilt Ty # (), so existiert eine
Konstante ¢ = ¢(Q,Tg) > 0 so, dass

1f11720) < ENVfll 2y fir alle f € Hy (Q) gilt.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Ungleichung wére
falsch. Dann gébe es eine Folge (fn)nen C Hp, () so, dass

| fallz2() = 1 fiir alle n € N und ||V fy || (z2())e — 0 fiir n — oo, (4.2)

Offensichtlich ist (f)nen in Hp, () beschrinkt. Nach dem Satz von Alaoglu'® ex
stiert ein f € H%O (Q) und Teilfolge (f,, )ren, welche schwach gegen f konverglert,
d.h.

Damit folgt unter Beachtung von Gleichung (4.2)

<Vf, V@)(LQ(Q))d — <ank, VQD>(L2 Q) + <fnk, QO>L2 <f ¢>L2(Q) — 0 fir £k — o0

fiir alle ¢ € Hf (Q). Fiir ¢ := f folgt insbesondere ||V f||(r2(q)e = 0 und daher
V[ =0 fast iiberall in . Folglich kann man f mit einer Konstanten und daher mit
einem Element von CY(2) assoziieren. Wegen o f = 0 in Iy muss f = 0 in ganz
gelten.

Andererseits muss wegen der kompakten Einbettung H{ (Q) — L*(Q) die starke
Konvergenz f,, — [ in L2() fiir | — oo vorliegen. Die Annahme (4.2) impliziert
nun || f||r2@) = 1, was einen Widerspruch zu f = 0 darstellt. O

Unter Benutzung von Lemma 4.7 folgt mit dem Lemma von Lax & Milgram das
klassische Resultat fiir homogene Randdaten g; = 0, g = 0:

4.8 Satz. Es gibt eine Konstante ¢ > 0 so, dass zu jedem f € L*(Q), falls Ty # 0,
bzw. zu jedem f € L*()/{1}, falls Ty = 0, genau eine schwache Lisung u € Hf ()
zu (4.1), d.h.

—/ aVu-Vudr = / fudx fir alle v € H%O(Q)
Q

existiert, fiir welche zudem ||ul| ) < || f|l 2@ gilt.

Mit einer globalen elliptischen Abschéitzung liasst sich beweisen:

4.9 Satz (Elliptische Regularitiit). Gilt I' € C? und ToN Ty =0, so folgt zusditzlich
[ull ) < cll fllza@

99 Jules Henri Poincaré, 29. April 1854 — 17. Juli 1912.
1007 eonidas Alaoglu, 19. Mirz 1914 — August 1981.
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Der Satz 4.8 ldasst sich so interpretieren, dass der Operator
Ap: D(Ap) C X = X, uw div(aVu)
mit
D(Ao) == {u € H} () N X |div(aVu) € X, / div(aVu) - vdz =
Q
- / aVu - Vudz fiir alle v € Hf, (Q) N X}
Q
stetig invertierbar ist. Hierbei ist X := L*(Q), falls Ty # 0, und X := L*(Q)/{1}

sonst.

Wir wollen den Begriff ,der” schwachen Losung fiir Gleichung (4.1) fiir inhomogene
Daten definieren, indem wir das Transpositionsprinzip verwenden. Wir betrachten
den Operator
A: D(A) C L*(Q2) — L*(Q), uw div(aVu)
mit
D(A) := {y € H'(Q)|div(aVu) € L*(Q)}
und versehen D(A) mit der Norm (|| A- ||%2(Q) +||- ||H1(Q))1/2. Offensichtlich ist D(A)

ein Hilbertraum.

4.10 Satz. Der Operator ~y, lisst sich stetig (aber nicht eindeutig) zu einem Element
von L(D(A), H-Y2(Ty)) fortsetzen.

Beweis. Nach Satz 4.6 ist die Dirichlet-Spur vy € L(H'(2), H/?(02)) surjektiv,
woraus sich nach Lemma 2.76 die strikte Positivitét von vy ergibt. Also ist vy €
L(HY?(08))) stetig invertierbar.

Sei f € H?(Q). Fiir beliebiges ¢ € HY2(08) definieren wir @ := 5 (v075) 'y €
HY (). Mit ¢ := |75 (7076) o /200,11 () ergibt sich dann

Y09 = ¢ und |9l g1@) < cllellmirzen)-

Die Greensche Formel liefert nun

/ (fylf)gpdl“:/ div(an)gde—i—/an-Vgde,
a0 80

Q

woraus sich
’ / (vlf)gpdf‘ < C||f||D(A)||90||H1/2(aQ) fiir alle ¢ € Hl/2(8Q) ergibt.
0

Dies impliziert ||[v1f||g-1/2¢) < ¢l fllpcay und damit die eindeutige Fortsetzbarkeit
von v, auf H-1/2(Q). O
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Analog lésst sich zeigen:

4.11 Satz. Gilt 0Q € C?, so lisst sich der Operator vy zu einem Element von
LOW(A), HY2(080)) fortsetzen, wobei der Hilbertraum

W(A) = {g € L}(Q) | div(aVg) € H(Q)}

mit der Norm \/|| : ||%2(Q) + ||a(V-)||?{,1(Q) versehen ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir nun 9Q € C?, I'; = 0 und a = I;.4 an. Das
Problem (4.1) reduziert sich dann zur Poisson!"!gleichung
Au =0 in ,
ulr, = v auf 09
Ferner gilt 4p = Ap und A = A. Seien X; := D(Ay) und X2 := D((—Ap)"?)
versehen mit der Norm || Ag-|| x bzw. (—Ao-, -) x. Mit X_; und X_; /5 sei der Dualraum

von X7 bzw. X_j /5 bzgl. X bezeichnet. Es folgt dann X; = H*(Q) N H} (), X9 =
H&(Q) und X_l/g = H_1<Q)

(4.3)

4.12 Definition. Eine Funktion u € W(A) heifit eine schwache Losung von (4.3)
auf L*(Q), falls sie die Differentialgleichung im Sinne der Distributionen auf C§°(£2)
und die Randbedingung im Sinne des fortgesetzten Dirichlet-Spuroperators vy €

LONV(A), HY2(09)) erfiillt.

Obwohl die Suche nach schwachen Losungen bereits fiir Randdaten v € H—1/2(99)
berechtigt ist, gehen wir von der Situation v € L*(0f) aus.

4.13 Satz. Zu jedem v € L*(0N) existiert eine eindeutige Funktion Dv € L*(Q)
mat (A1
/(Dv)(x)g(x)dx = / UMdF fiir alle g € L*(2). (4.4)
Q o) v

Es ist D € L(L*(09Q),L*(Q)) und der zugehirige Hilbertraumadjungierte D* €
L(L*(Q), L*(09)) lautet
(459

) . 5
Dg=—7""2~ L2(2).
g 5 fiir alle g € L*(2)

Beweis. Sei U := L*(09Q). Wegen A;' € L(X,X;) sowie % € L(X,U) folgt
8(’2—(1') € L(X,U). Mit dem Rieszschen Darstellungssatz ergibt sich dann die ein-

deutige Existenz von Dv € X mit

(Dv,g)x = <’U, —8(12?/ 9)

101Giméon Denis Poisson, 21. Juni 1781 — 25. April 1840.

>fmﬁweﬂmy
U

© Michael Pokojovy 4. August 2014
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Ersetzt man nun g durch g, so folgt, dass Dv die Variationsgleichung (4.4) erfiillt.
Die behauptete Gestalt von D* ist offensichtlich. O

4.14 Satz. Es gilt:

(i) Fiir alle v € L*(0R) ist Dv harmonisch in €.

(11) ’}/0D = idLZ(ag).

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass Dv im distributionellen Sinne ADv = 0
erfiillt. Setzt man g := Ay fiir ¢ € C3°(Q2) in (4.4) ein, so folgt

/Dv-Agpdx:/ v-a—gde:O,
Q a0 O

d.h. A[Dv](p) = 0 fiir alle p € C5°(Q). Mit dem Satz von Weyl!*? folgt nun
Dv € C*=(2), weshalb Dv auch im klassischen Sinne harmonisch ist.

(ii) Mit (i) folgt D € L(L*(092), W(A)). Also ist oD als Operator auf H~'/2(9%)
wohldefiniert.
Mit Satz 4.11 folgt fiir alle o € HY/2(9Q) und alle g € W(A)

(09: P) r-1/2(00):11/2(00) = / g-Apdr — (Ag, $>H*1(Q);H&(Q) (4.5)
Q
mit
=) e € H(Q), wP=0, np=¢
Unter Beachtung von Gleichung (4.5) ergibt sich mit (i)

{(voDw, @>H*1/2(8Q);H1/2(8Q) = / Dv - Apdz.
Q

Die Definition von D liefert dann

(A ANG
<"}/0D'U’ @)H—l/Q(QQ);H1/2(8Q) = / der
o0 v

Wegen ¢ € D(Ap) ist —Ay Ap = @. Fiir alle ¢ € HY/2(09) gilt daher
(0 DV, @) g-172(90):11/2(00) = /a vpdl,
Q
woraus sich wegen der Dichtheit von H'/2(9Q) in L%(0Q) bereits voDv = v
ergibt.
Dies beendet den Beweis. O
102Hermann Klaus Hugo Weyl, 9. November 1885 — 8. Dezember 1955.
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4.15 Korollar. FEs ist D € L(L*(0Q), W(A)) und Dv ist eine schwache Lésung
von (4.83) auf W(A) fiir v e L*(09).

4.16 Definition. Die Abbildung D € L(L*(9Q), W(A)) mit (4.4) heifit die Dirichlet-
Abbildung oder die Dirichlet-Map.

4.17 Satz. Schwache Lisungen von (4.3) sind eindeutig.

Beweis. Sei u € W(A) eine schwache Losung von (4.3). Dann gilt fiir g := Dv—u €
W(A) im schwachen Sinne

Ag=0inQ, 99 =0 auf ['y.
Mit (4.5) folgt

/ gAGdx = 0 fiir alle ¢ € HY?(0Q),
Q

wobei @ := v (v7;) "ty € H?(Q). Damit finden wir
/gA((Z—i— Y)de = 0 fiir alle ¢ € HY?(0Q), 1 € C(Q).
0

Wegen ¢ € H*(Q) N H(Q) ist ¢ + 1 € D(Ap) und damit
(g, Ao(P + 1)) 120 = O fiir alle p € HY2(9Q),9 € C°(Q). (4.6)

Wir beweisen, dass solche Funktionen ¢+1 dicht in D(Ag) = H*(Q) N HJ () liegen.
Zu f € H*(Q) N H3(Q) sei p := v f. Nach Konstruktion erfiillt dann ¢ € H?(2)
die Bedingung v1¢ = 1 f. Fiir ¢y := f — ¢ € H*(Q) N HY(Q) folgt dann 19y =
0. Damit ist ¥y € H?(Q) mit 9109 = 0 und 119y = 0. Ferner gibt es zu jedem
e > 0ein ¢ € C(Q) so, dass ||t — o||p2@) < € gilt, woraus sich unmittelbar
|f = (@4 V)|l m2() < € ergibt. Damit folgt die gewiinschte Dichtheitsaussage. Also
ist {p+v|pe HY?09Q),¢ € C(Q)} dicht in H2(Q) N H}(Q). Da Ay € L(X1, X)
surjektiv ist, folgt mit Gleichung (4.6) g = 0. ]

4.3. Die Wellengleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Beobachtungsproblem und ein Steuerungs-
problem fiir die Wellengleichung in einem beschrinkten Gebiet Q C R? mit 092 € C2.
Es seien im Folgenden I'y, I’y € 92 =: T relativ offen mit I'y # 0, Ty N Ty = () und
FO U Fl - F
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4.3.1. Ein Randbeobachtungsproblem

Wir betrachten die Wellengleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf
ganz 0f fiir die unbekannte Zustandsfunktion z, deren Normalableitung % wir iiber
die Beobachtungsvariable w am Teil I'y des Randes beobachten:

2z — Az =01in (0,00) x Q,
z=01in (0,00) x I,
0z (4.7)

w = — in (0,00) x I'y,

ov
2(0,-) = 29, 2(0,:) =2 in Q.

Wir suchen nach einer funktionalanalytischen Formulierung von (4.7). Seien hierzu
X = L*Q) und X; := H*(Q) N H}(Q). Ferner sei Ay := Ap € L(X;,X) der
Dirichlet-Laplaceoperator. Wir wissen dann, dass der Operator Ay negativ definit

ist, und Xy/9 = cl(Xy, [| - [|x,,,) mit || - [[x,,, == v/—(Ao,-)x ein Hilbertraum ist.
Wir definieren den Operator

A:Hl ::XIXXl/QCX]_/QXX::H—)H7 A:: (OL(X1/2) ldX)
Ao Onx
Desweiteren sei Y := L?(T'y) und C' € L(H,,Y) durch

0
C:nw @nl,lﬁ fiir alle n = (n1,m2) € X1 x Xy gegeben.

Setzt man n = (z,2), w = w und 7y := (20,21), so lésst sich (4.7) wie folgt
umschreiben:
n(t) = An(t) fiir ¢ > 0,
w(t) = Cn(t) fir t > 0, (4.8)
n(0) = o

Um das Kontrollproblem (4.8) auf exakte Beobachtbarkeit zu untersuchen, muss
gezeigt werden:

(i) A erzeugt eine Cyp-Halbgruppe auf H.
(ii) C ist ein zuldssiger Beobachtungsoperator.

(iii) Das Paar (A, C) ist exakt beobachtbar.

Um (iii) beweisen zu konnen, wird eine Voraussetzung an die Geometrie von €
unabdingbar sein.

Die Behauptung (i) folgt mit Beispiel 3.52. Demnach existiert zu jedem 1y € H bzw.
(20,21) € X1 x Xj2 eine eindeutige klassische Losung n € CH(R, H) N C°(R, Hy)
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bzw. z € C*(R, X)NCH (R, X1/2) NC*(R; X1) zu (4.8) bzw. (4.7). Hierbei gilt w, w €
C°(R,Y). Da A sogar eine Cy-Gruppe unitéirer Operatoren auf H erzeugt, folgt die
,Energieerhaltungsgleichung”

In()17 = llnollZ fir alle t € R
bzw.
[[2¢ (¢, ')H%?(Q) + | V2(t, ')H%LQ(Q))UZ = HZ1||2L?(Q) + ||VZ0H?L2(Q))CZ fiir alle t € R. (4.9)
Da sich die Gruppe auf X x X_,/, unitéir fortsetzen lasst, folgt
lze(t, -1 + 112t 72 = 211 H-10) + 120l Z2() fir alle t € R
fiir alle yo € L*(Q), y1 € H1(Q).
Um die Zuléssigkeit von C' zu beweisen, benotigen wir die folgenden Hilfssétze.
4.18 Lemma. Seien ¢ € H*(2) N H}(Q) und ¢ € C*(Q,RY). Dann gilt
Re /(q Vo) Apdr = %/ (q- 1/)|1/ - Vo|?dl + % /(div q)|Vlrd
Q o9 Q
d

Re/ Qb2 Py, Py AT
Q

k=1

Beweis. Mit partieller Integration folgt

d
Re /(q : V@) AQOdSB = Z Re/ Qk¢xkaxl(@xl)d$
Q Q

k=1
d dyp

= _ Z Re / O, (G1Pay, ) P dr + Re / (a- V@)a_dr'

k=1 @ - ’

Da die Tangentialableitung von ¢ auf 0§} wegen vlon = 0 verschwindet, folgt
Vlog = %fybg und damit

d
Re /(q Vo) Apdr = —%/ q-V(|V|*)dz — Z Re / Qb 3, Pary Py A
0 Q 0

1k=1

+ / (q-v)|Vy - v|*dl.
o0

(4.10)

Unter Beriicksichtigung der Identitét
div(pq) = (V) - ¢ + pdivg fiir ¢ € H(Q),v € C*(Q,RY)
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folgt
q-V(|[Vel*) = div(|Vel*q) - (divg) [Vl

Setzt man dies in Gleichung (4.10) ein, so liefert der Gau3'®sche Divergenzsatz die
Behauptung. O

4.19 Lemma. Se:
z € C’O([O, 00), H2(Q) N H&(Q)) N Cl([O, 00), H&(Q)) N 02([07 00), LQ(Q))

eine klassische Ldsung von

2z — ANz =F in (0,00) x §,

z=0 auf (0,00) x T (4.11)

und sei F =0z = zy — Az. Ferner seien ¢ € C'(Q,R?), G € C'(]0,00),R). Dann
qilt fir alle T > 0

(=T

t=o>

T
/ / (q-v)|Vz-v[’dldt = 2Re (G/ 2(q-Vz)da
o Joo Q
d T T
+2 Z Re/ G’/qmléxkledxdt—i-/ G/(divq)(!zt|2— \Vz)dzdt  (4.12)
0 Q 0 Q

k=1

T T
—2Re/ G/F(q~V2)dxdt—2Re/ G/zt(q.v,z)ddt.
0 Q 0 Q

Beweis. Wir multiplizieren Gleichung (4.11) in L?(0,T; L*(Q2)) mit Gq - Vz. Inte-
griert man den ersten Term partiell bzgl. der Zeitvariable, so folgt

T =T
/ / Gzy(q - Vz)dzdt = (G/ z(q-Vz)dx )
0 Q QO t=0

T T
—/ G/zt(q-vzt)dxdt—/ G/zt(q-VZ)dxdt,
0 Q 0 Q

woraus sich nun wegen z; = 0 auf (0, 00) x 92 mit der Greenschen Formel bzgl. der
Ortsvariable angewendet auf den zweiten Term auf der rechten Seite

T t=T
Re / G/ zi(q - VZz)dzdt = Re <G/ z(q-VZz)dx >
0 Q Q t=0

T T
+13 / G/ |2:|*(divg)dzdt — Re / G/ z(q - VZz)dzdt
0 Q 0 Q

103 Johann Carl Friedrich Gau8$, 30. April 1777 — 23. Februar 1855.

(4.13)
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ergibt. Fiir den zweiten Term auf der linken Seite von (4.11) folgt nach der Multi-
plikation mit Gq - Vw in L*(0,T; L*(Q2)) mit Lemma 4.18

T T
Re / G / (¢-Vz)Azdxdt = 5 / G | (q-v)|Vz- Vv|*dldt
o0

/ / divg)|Vz|*dzdt — ZRe/ /qulzxkledxdt

k=1

Die obige Identitit zusammen mit Gleichung (4.13) liefert nun die Behauptung. [

Mit einer Lokalisierungstechnik lésst sich beweisen:

4.20 Lemma. Sei 02 € C2. Dann emistiert ein h € C*(Q,RY) mit h(z) = v(x) fir
alle x € 0f2.

Nun koénnen wir die Zuléssigkeit fiir den Beobachtungsoperator C' beweisen.

4.21 Satz. Zu jedem T > 0 emistiert ein cr > 0 so, dass fiir alle zg € H*(Q)NH ()
und z; € H}(Q) die zugehirige klassische Léisung z von (4.7) der Ungleichung

T
0
genigt.

Beweis. Sei h wie im Lemma 4.20. Dann liefert Lemma 4.19 angewendet auf z (d.h.
F=0),¢q=hund G=1

t=T

T
/ |Vz - V|2dth—2Re/ +(h - Vz)dx
0

/ /hkmlzxkledxdt‘l'/ /dlvh )(|2e])* = [V 2|?)dadt.

Der zweite Term auf der rechten Seite léasst sich fiir alle ¢ > 0 wie folgt abschétzen:

)ZRe/hmzxkledx‘ < dJhlloa /|Vz\2dx.
Q

k=1

Da sich die verbleibenden Terme analog behandeln lassen, folgt insgesamt
T T
/ |Vz - v)?dldt < / |Vz - v|*dldt
0 J1y 0o Joo
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T
§M2/ /(\ztl2+|Vz|2)da:dt
0 Q
22 [ (ja0,2)F + V2(0,2))ds
Q
+ [ (amof + [v:(2.2)P)da,
Q

wobei die Konstante M > 0 nur von ||h|¢1 o) abhéngt. Unter Beachtung der Ener-
gieerhaltungsgleichung (4.9) folgt die Behauptung mit ¢y = M (T + 2)V/2. O

4.22 Bemerkung. Ein analoges Resultat ldsst sich nach minimalen Modifikationen
auch fiir den Fall zeigen, dass €2 ein Quader ist, indem man im obigen Beweis ¢ =
xje;, 7 =1,...,d wahlt, worin e; den j-ten Vektor in der Orthonormalbasis des R?
bezeichnet, beziiglich welcher 2 achsenparallel ist. Dabei ist zu beachten, dass dann

lediglich Q € C%\C? gilt.

Damit haben wir bewiesen, dass der Operator C fiir die von A erzeugte Halbgruppe
zuléssig ist. Nun wollen wir das Kontrollsystem (4.8) bzw. die Ausgangsgleichung
(4.7) auf exakte Beobachtbarkeit untersuchen. Wir zeigen aber zunéchst, dass man
in Gleichung (4.7) den beobachteten Randteil T'; nicht beliebig wihlen kann. Wir
verwenden ohne Beweis die folgende unendlich-dimensionale Version des Hautus-
Tests.

4.23 Satz (Hautus-Test fiir Beobachtbarkeit). Sei A ein schiefadjungierter Ope-
rator auf X und sei C € L(X1,Y) ein zuldssiger Beobachtungsoperator. Das Paar
(A, C) ist genau dann exakt beobachtbar, wenn es Konstanten M,m > 0 so gibt,
dass

M| (iwidx — A)zo|x +m?||Coll5- > |l20ll%

fir alle w € R und zy € D(A) gilt.

4.24 Satz. Sei d = di + dy mit dy,dy € N und sei Q := Qy x Qy, wobei ; C R%,
Qs C R beschrinkte Gebiete seien. Existiert eine nichtleere offene Menge O C
mit T1 N Oy X Qy =0, dann ist das Paar (A, C) nicht exakt beobachtbar.

Beweis. Da {25 beschrinkt ist, ist der Dirichlet-Laplaceoperator auf €2y diagona-
lisierbar. Daher existiert eine Folge (wp)peny € R mit w, N\, —oo fiir n — oo,
wobei v, € L*()y) die zum Eigenwert w, gehérige Eigenfunktion bezeichnet und
(¥ ) nen ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(€y) bilden. Wir wiihlen ein festes
f € CgP(01) C C3°(4) mit || f]lr2(q,) = 1. Fiir # € R? schreiben wir 2 = (1, z2)7
mit z; € R%, 25 € R%. Ferner seien fiir n € N

On(x) = Up(x2) f(21),  2n = (@n, lwppy) fur z € Q.
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Die Voraussetzung an I'y liefert
Cz, =V, -v|p, =0 fiir alle n € N.

Andererseits folgt mit dem Satz von Fubini
[(Gwnidr — A)zallf = [[(whidx — Ao)enllX = /Q [Un(2) A f(21)[Pdz = | A |22,

Die obigen Identitéiten sowie die Tatsache

1/2 1/2

Iznll = llenllx, o = lonl"“llenllx = lwn] = = oo fiir n — oo

besagen nun, dass die Bedingung von Satz 4.23 verletzt ist, weshalb das Paar (A, C)
nicht exakt beobachtbar ist. O

Zu 9 € R? betrachten wir das Vektorfeld
m(z) == x — x fiir alle z € R?
und definieren die Menge I'(z) C 092 (vgl. Abbildung 10)
['(zg) :=={z € 9Q|m(x) - v(z) > 0}

sowie die Zahl
7(20) = [|m|| e (re) = sup |m(z)|.
e

Ist © ein Lipschitz-Gebiet, so ist I'(zg) messbar bzgl. des FlachenmaBes auf 0. Ist
90 € C', so ist T'(zg) sogar relativ offen.

Zo

Abbildung 10: Die Menge I'(z)

4.25 Lemma. Se: T > 0 und seien

2 € CU([0, 7], H*() N Ho () N C*([0, T, Hy(2)) N C*([0, T], L*(2))
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sowie F:=Uz. Dann gilt

T T
/ / (m-y)|Vz-y|2dth:/ /(lzt|2+|Vz|2)dxdt
0 o0 0 Q

4 Re (/Q (2m-Vz+(d—1)z)zdx Z:Z)

T T
— 2Re / / F(m-VZz)dzdt — (d — 1)Re / / Fzdzdt.
o Ja 0o Jo

Beweis. Wir wenden Lemma 4.19 mit ¢ := m und G = 1 an. Unter Beachtung von
divm = d und Vm = ;x4 finden wir mit Gleichung (4.12)

T T
/ (m-l/)|Vz-y|2dth:/ /(lzt|2+|Vz|2)d:1:dt
0o Joo
+( —1/ / (2> = |V 2| )dxdt+2Re/(m VZ)zdx
Q

— 2Re / / F(m - VZz)dxdt.
0o Ja

Multipliziert man nun F skalar in L(0,T’; L?(€2)) mit z, so ergibt sich mit partieller
Integration bzgl. t sowie der Greenschen Formel bzgl. x die Identitét

T t=T T
/ / (|2¢|* = |V2]*)dadt = Re / zzdx — Re / / Fzdzdt.
0o Ja Q =0 0 Jo

Addiert man nun die beiden Gleichheiten auf, so folgt die Behauptung. O

t=T

t=0

4.26 Lemma. Flir alle zg € H*(Q) N H () und 2, € HY(Q) gilt

| [ aem Vit (d= Do) < rao) (190l s + o)
Q

Beweis. Unter Beriicktigigung von
div(pq) = (V@) - ¢ + o divg fiir p € H(Q),v € C*(Q,RY)
ergibt sich

||2m-Vzo—|—(d—1)zo||2:/|2m-Vzo|2dx+(d—1)2/|z0|2dx
+2(d—-1) /m V(|20 dx—/|2m Vzo|*dx + (d /\20] dx
+2(d—1)/div(\zo|2m)dx—2d(d—1)/ |20 [2da
Q Q
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Wegen 2y = 0 auf 0€) folgt mit dem Satz von Gauf3
12m - Vzo + (d = 120|721 = [12m - VzollZ2) — (@ = Dllz0] 220
woraus man leicht
12m - V2o + (d — 1)20]|n2) < [|2m - Vol 22(0)
folgert. Mit Cauchy & Schwarz findet man nun wegen |m(-)| < r(zg) auf 09

’/zl(2m-VZ0—|— (d— 1)z0)d:c‘ < 2120l 20y - M+ Vol r2gey
Q

< r(@o)llz1ll720) + g lm - VaollZaq) < (@) (IIV20ll7 2 e + 12111 72(0)) -

r(zo)

Dies beendet den Bewelis. O

4.27 Satz. Fiir ein o € R? gelte T'(zo) C 'y sowie T > 2r(xzg). Dann ist das
Kontrollsystem (4.7) zur Zeit T' exakt beobachtbar.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir (4.7) die Beobachtbarkeitsgleichung gilt. Mit z be-
zeichnen wir die zu den Anfangsdaten 2o € H*(Q) N Hy(Q), 21 € HY(Q) gehorige
klassische Losung. Mit der Energieerhaltungsgleichung (4.9), d.h.

T
/0 /Q (‘Zt’2 + ‘VZP)d:Bdt = T(”VZ()||?L2(Q))4 -+ ||Zl||%2(9)>,

folgt mit Lemma 4.25 wegen F' =0

T
/ /BQ(m . V)|VZ . I/‘zdrdt = T(HVZOH(L?(Q))d + H21”%2(Q))
0

+ Re </Q(2m VzZ+(d—1)z)zndx

tT)
t=0/"

Andererseits bekommt man mit Lemma 4.26

| [ - 2+ (= D2)aa] < o) (192 sy + Dail)
= 1(20) (I V202 + 11 (e

und daher

t=T
)/ta(2m.Vz+(d—1)Z)d:cL:0‘ < 20r0) (IV 20l 2y + 121 22(e))-
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124 4 Anwendungen fir partielle Differentialgleichungen

Insgesamt folgt wegen m - v < 0 auf 9Q\I'; sowie |m - v| < |m| < r(zo) auf I'; die
Beobachtbarkeitsungleichung

T T
/ V2 - v|*dldt > ﬁ/ / (m - v)|Vz - v|*dldt
0 I' 0 Iy

T
- ﬁ/o /m(m WIVzvdRdL > G ([Vaoliia@ye + alzz)

T—2r(xo)

sl > . O

mit ¢ =

4.28 Bemerkung. Satz 4.27 stellt nur eine hinreichende Bedingung fiir die exakte
Beobachtbarkeit dar. Eine ,,scharfe” Bedingung fiir die exakte Beobachtbarkeit — die
sogenannte , geometric optics condition” — geht auf einen SIAM Artikel'®* von Bar-
dos, Lebeau und Rauch zuriick und besagt: Das System (4.7) ist (im gewissen Sinne)
,genau dann” zum Zeitpunkt 7' > 0 exakt beobachtbar, wenn jeder sich mit der Ein-
heitsgeschwindigkeit in 2 bewegende Lichtstrahl nach eventuellen Reflexionen am
Rand spétestens zur Zeit T' den Randteil I'; erreicht.

4.29 Bemerkung. Ein dhnliches Resultat ldsst sich auch fiir den Fall beweisen,
dass das System iiber eine offene Teilmenge w C {2 beobachtet wird, wobei man

{r €eQld(z,]') <e} Cwfireine >0

fiir 'y wie in Satz 4.27 voraussetzt. In diesem Fall spricht man von einer , verteilten
Beobachtung”.

4.3.2. Ein Randsteuerungsproblem

Mit den Notationen des vorangehendes Abschnittes betrachten wir das Kontrollsy-
stem

yu — Ay = 01n (0,00) x Q,
= 0 auf (0,00) x Iy,
y =0l (0,00 x T (4.15)
y = u auf (0,00) x I'y,
y<07 ) = Yo, yt(O, ) = in Q)
mit der Steuerung u € U := L*(0,00;U), U := L*(T'y). Aufgrund der inhomogenen

Randbedingungen handelt es sich bei (4.15) um kein Evolutionsproblem auf H =
X1 X Xl/g.

104Bardos, C., Lebeau, G., Rauch, J. (1992). Sharp sufficient conditions for the observation,
control and stabilization of waves from the boundary, STAM J. Control. Optim., 30, pp. 1024—
1065.
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Wir betrachten den Extrapolationsraum H_; ~ X x X_; /5. Es seien Ay _; bzw. A_;
die eindeutigen Fortsetzungen von Ag bzw A auf X_; bzw. H_;. Jede starke Losung
von (4.15) erfiillt

Yer — A0<y - DU) =01n L1200(07 Q5 X)>
y(07 ) = Yo, yt(07 ) = Y1,
wéhrend fiir schwache Losungen

Yt — Ao,—1y = Ag—1Du in L120c(07 00; X_1),

y(0) = w0, 4:(0) =1

gilt. Zu beachten ist, dass die ,,Randbedingung” in der Definition des Operators Ay
bzw. Ap 1 steckt und w durch 0 zu einer L?*(92)-Funktion fortgesetzt wird. Dies
liefert uns die abstrakte Form von (4.15)

Y — AO,—ly = BOU in L120c(07 Q3 X—1)7 (4 ].6)
y(0) =y, %(0) =u '

mit dem Steuerungsoperator
By: u— Ap,_1Du,
wobei u trivial auf 9O fortgesetzt wird. Wegen D € L(L*(T'y),L*(Q)) ist B €
LU, X_1).
Definiert man & := (y, y;), so schreibt sich (4.16) um zu

£(t) = A_1£(t) + Bu(t) fiir f.a. t € (0, 00),
£(0) = &.

wobei B: u — (Bou,0rx_,)). Da A_; als schief-adjungierter Operator eine Cj-
Gruppe unitéarer Operatoren auf H_; erzeugt, besitzt (4.16) zu jedem u € U eine
eindeutige milde Losung auf H_;. Wir wollen zeigen, dass diese auch eine schwache
bzw. extrapolierte Losung ist. Hierfiir miissen wir beweisen, dass B € L(U, H_;) ein
zuléssiger Steuerungsoperator ist.

(4.17)

4.30 Lemma. Der zum Operator By € L(U,X_1) (bzgl. X_1/2) duale Operator
B* € L(X,U) ist gegeben durch

Byz = Z(Ay'2) fiir alle z € X.

Beweis. Fiir u € L?(99), z € X gilt

(Bou, 2)x_y;x = (Ao—1Du, 2)x_,.x
= ((—Ao,-1)"*Du, (=49 1)"?2)x_,,, = (Du, 2)x,
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da (—Ag-1)"? € L(X, X_1/2) eine Isometrie ist. Hierbei ist X_; als der Dualraum
von X bzgl. X_;/, aufzufassen. Zudem bilden die Réume X — X_;/, — X_; ein
Gelfand-Tripel. Nach Satz 4.13 gilt

(Du, 2)x = (u, 5,(4572))x,

woraus sich die Behauptung ergibt. O]

4.31 Satz. B ist ein zuldssiger Steuerungsoperator fir die von A erzeugte Halb-
gruppe.

Beweis. Nach Satz 3.63 ist der Steuerungsoperator B genau dann fiir die von A
erzeugte Halbgruppe zuléssig, wenn B* ein fiir die von A* = — A erzeugte Halbgrup-
pe zuldssiger Beobachtungsoperator ist, d.h. w ist eine zuldssige Beobachtung des
Systems

n=—Am, w=DB7n n0)=mn¢cH,
was nach der Sustitution 7 := —t mit der Zuléssigkeit von
n=Am, w=DB" n0)=mn€H,
gleichbedeutend ist. Dies ist wiederum dazu dquivalent, dass
C:=B*A=(&,0,x)" € L(H,U)

ein zuldssiger Beobachtungsoperator fiir die von A auf H erzeugte Halbgruppe ist,
was nach Satz 4.21 der Fall ist. ]

Analog folgt mit Satzen 3.80 und 4.27:

4.32 Satz. Fiir ein xo € R? gelte T'(xg) C I'y. Dann ist das Kontrollsystem (4.15)
bzw. (4.16) fir alle Zeiten T > 2r(xq) exakt steuerbar.

4.33 Bemerkung. Auch im Falle einer Neumann-Randsteuerung am I'y, d.h. % =
wmit v € L*(0,T; L*(Ty)), kann man die exakte Steuerbarkeit beweisen, obwohl der
Steuerungsoperator formal nicht zuléssig ist.

4.4. Die Wiarmeleitungsgleichung

Sei ) C R? ein beschriinktes, glatt berandedes Gebiet im Sinne I' := 99 € C*. Ferner
sei w C 2 offen und nichtleer und sei a € L>(€2). Wir betrachten ein Kontrollsystem
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mit verteilter Steuerung fiir die Warmeleitungsgleichung

y(t,z) — Ay(t, z) + a(x)y(t, z) = xo(x)u(t, z) fur (¢,z) € (0,00) x 2,
y(t,z) =0 fiir (t,2) € (0,00) x 09, (4.18)
y(0,2) = yo(x) fir x € Q,

wobei X := L*(Q) der Zustands- und U := L*(w) der Steuerungsraum sind.

Wir definieren A := Ap € L(X;, X), wobei X; := D(A) = H*(Q) N H}(Q)) mit der
Norm ||A - || versehen ist. Dann erzeugt A eine Cy-Halbgruppe auf X (sogar eine ho-
u, in w,

lomorphe Gruppe vom Winkel 7) und der Steuerungsoperator B: u N .
,  sons

ist als beschrénkter Steuerungsoperator (d.h. B € L(U, X)) zuldssig. Wir wollen
beweisen, dass das System (4.18) zu jedem Zeitpunkt 7" > 0 Null-steuerbar ist.

4.4.1. Die globale Carleman-Abschitzung

In diesem Abschnitt wollen wir eine globale Carleman'%-Abschitzung fiir Gleichung
(4.18) zeigen. Bei dieser geht es im Grunde genommen um eine gewichtete Energie-
abschétzung fiir klassische Losungen von

or— Ap = fin (0,00) x 2, ¢ =0 auf (0,00) x . (4.19)
Mann kan beweisen:

4.34 Lemma. FEs gibt einny € CHQ) mit gy > 0 in Q, ny = 0 auf 0Q und Vny # 0
in Q\w.

Fir T" > 0 definieren wir Qr := (0,7) x Q und X7 := (0,7) x I'. Ferner seien
Ko := 4|nollco@, K1 := 6]|nllco@) und A > 0 eine spéter zu fixierende Konstante.
Desweiteren sei 1 := 1y + Ky und seien

afz) =My — MO Bt ) = %, p(t, ) = o) (4.20)

fiir (¢,2) € (0,T) x Q. Es lisst sich leicht nachrechnen:

4.35 Lemma. Fs existieren von 2 und w abhdngige Konstanten Ay, Cy,Cy > 0 so,
dass die oben definierte Funktion B fir A > Xy den folgenden Ungleichungen geniigt:

d
=" BoiaBri B, > Crismgys fiir alle (t,) € Qr\((0,T) x w), (4.21)

ij=1

105Tage Gillis Torsten Carleman, 8. Juli 1892 — 11. Januar 1949.
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[ABJ? < S fir alle (t,7) € Qr, (4.22)
V5 - VB < %W fir alle (t,x) € Qr, (4.23)
|B:AB| < % fir alle (t,x) € Qr, (4.24)
|Bue| < %j;ﬁm fir alle (t,x) € Qr. (4.25)

Zur s > 0 und ¢ € C'([0,T], L*(Q)) N C°([0, T, H*(2) N H}(2)) definiere

fs = p7 (e — D) sowie ¢ := p~°p.

Dann gilt:

4.36 Lemma. Fs existieren von ), w und T abhdngige Konstanten sg, Ao, K > 0
so, dass klassiche Lisung ¢ von (4.19)

T
//(“TT_“(I%IQHAW)
0 JQ
' 3
> K [ (1l + / P dx) y

fir alle s > sg und X > X\g erfiillen.

e U ) dadt
(4.26)

Beweis. Schritt 1: Es gilt
01(e) = spe™,  V(ef) =5eVB, Aef) = se’ NS+ 52|V |2
und
(04, 2) = Y(T—, z) = Y (0+, ) = (T —, z) fiir alle x € Q.
Damit folgt
P (0(p™) = Ap*)) = fs

und daher
Myp 4+ Marp = g, gs = fo + s(AB)Y (4.27)
mit
My =ap, — 25V 3 -Vh, My = sppp — Ay — s%|VB|*, (4.28)

woraus sich

T

T
/(||M1¢||L2 + [ Mot |72 + 2(M1tp, Myth) 12y ) dt = /||9s||%2(9)d75 (4.29)
0 0

ergibt.

© Michael Pokojovy 4. August 2014



4.4 Die Warmeleitungsgleichung 129

Schritt 2: Wir wollen den gemischten Term 2(My1), Mytp)12(q,) abschitzen. Mit
(4.28) finden wir

2(My1y), Myh) r2(gpy = I + In + I,

wobei
L =2 / (sBib — D — S|V BP0 ydadt, (4.30)
Iy = 4s / (VB - Vip) Apdadt, (4.31)
I3 = 4s / (s°|VBIPY — sBip) (VB - Vi )dadt. (4.32)

Unter Beachtung von 9|y, = 0 wenden wir die Greensche Formel auf (4.30) an und
finden

fi= [ @IV~ (V87 - s)0uf)dudt,

woraus sich nach partieller Integration bzgl. der Zeitvariable
Il = / (2S2v5t . V/B - Sﬁtt)|’l/1‘2dl'dt (433)
T
ergibt. Analog bekommen wir mithilfe der Greenschen Formel angewendet auf (4.31)

I, = 48/ (Vﬁ . V¢)(V¢ . l/)dth —4s V(Vﬁ . V@/)) - Viddt =: Irq + ]272.
Sr Qr

Da § und v konstant auf 0€) sind, lasst sich I5; wie folgt umschreiben:
I, = 43/ (VB -v)|Vy - v|?dldt,
S

wahrend fiir 155

d d
12,2 = 45 Z / Bwlxj¢xl¢x]dxdt + 48 Z ﬁxﬂ/}:pjxﬂ/}:p]
Qr

ij=1 ij=17 QT

folgt, woraus man mit der Greenschen Formel angewendet auf den hinteren Term

d
Lo =4s Z Beiz; Vo, Ve drdt + 25/ (VB - v)|VY - v|?dTdt—
ij=1YQr Sr
23/ (AB) |V Adxdt
Qr
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bekommt. Zusammenfassung liefert

d
I, = 2s / (VB-v)|Vip - vPdTdt — ds [ Y Bua the, o, dadt+
X

QT 4 =1

25 / (AB) |V Pdadt.
Wendet man die Greensche Formel auf den zweiten Term in I3 an
2 [ B(VB- V)dedt = —257 / (VB - (VB + Bu(AB)P)dedt,
Qr T

so folgt

=25 | [9aP A pdrdt — 4573 [ PPzt

1,7=1

2s* [ VB - (VA)|WPdadt +25* [ B(AB)[]*dxdt.
Qr Qr

Insgesamt haben wir gezeigt:

d
2(My3p, My)) r2gp) = J1 + Jo + J3 — 4s Z B, Vo, Vo, dadt,

ij=1"@r

wobel

= —45° Z ijﬁxiw\?dxdt,

7,7=1

Ty = 25/ (V8- v)|Ve - v[2dTdt,
S

J3 = 232/ (2VB: - VB + BAB) [P dzdt — s B[ |*dadt.
Qr Qr

Gleichung (4.21) liefert nun die Existenz der Konstanten Cy, Ay > 0, fir welche

Ji > O\ / 20 op|2dadt fiir alle A > Ao gilt.

B3(T—1)3
QT\((0,T)xw)

Andererseits folgt mit Lemma 4.34

1
Vp-v= THT = t)/\(Vn -v)eM > 0 fiir alle (t,z) € Ly,
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was die Nichtnegativitdt von Jy nach sich zieht. Desweiteren folgt mit (4.21) die
Existenz einer Konstanten C3 > 0 so, dass

B3(T—1t)3
T

5] < Cys®ad / N 1 2t
Q

fiir alle A > A\¢ und alle hinreichend grofien s > 0 gilt. Damit existiert eine Konstante
C > 0 so, dass

2(My1h, Math) 12y > Cs* At / oy 0 Pdadt — CsPAY /( ) sy Pdadt—
0,7)xXw

QT

4s Z | Bousy b, ddtt

2,7=1

> /Q (S(Aﬁ)|V¢|2 — (A B) VB dadt

gilt. Zusammen mit Gleichung (4.29) liefert dies

3An(z)

IV iy 1My + 5 [ X ituiandt < ol

+Cs NS /(0 . s [ Pdadt — 4s Z Buray by, ddt + 28
T)Xw

ij=17Qr

S= [ (OBIVIE - LA8)ITALIE) dudr

Schritt 3: Wir wollen das Funktional S abschétzen. Nach Gleichungen (4.27) und
(4.28) gilt

S— [ s(AB)|Ve[dedt+
Qr

[ (@O = Mt = s+ B+ (VB + s(A5) ),
woraus sich nach einfachen Umformungen

S = 3/ (AB)V - (pV)dadt — s* [ By(AB)||*dadt+
T Qr

s /Q (fo — My + s(AB)) (A B) et
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ergibt. Nach zweifacher Anwendung der Greenschen Formel auf den ersten Term auf
der rechten Seite folgt

5= / (828) [ Pdadt — 8 [ BU(AB) [ Pdadit
Qr

Qr

s [ (= M+ (230 (B wdadr
Also gilt die Abschéitzung

51 < 3IMlRaa +45° | (DB)PPdadt + Il

Qr

Bu(AB)|Y*dadt + 5 / (A2B) | dadt.
Qr T

Ferner existieren Konstanten Ao, C > 0 so, dass fir A > Xy und s > C(T + T%)
wegen

[A%B] =

< TitS fir alle t € (0,7)

t(T ?) | t) > BT

die Ungleichung

T T
eBAn
5] < %/0 (1M 720y + “sz%2(Q))dt+052)‘4/o /Qta(T—_t)aW’dedt

gilt. Nach der Definition von M5 in Gleichung (4.28) folgt

® =

/ HT — t)e | Ay dadt = %/ tT —t)e M (sB — Mot — 52|Vﬁ|2¢)2dxdt.
Qr Qr

Daher gilt fiir hinreichend grofie s und A die Abschéatzung
3)\77

%/ HT — t)e M| A |Pdadt < %||M2¢||%2(QT)+OS3)\4/Q o t3|¢|2dxdt+

T T

C'sT? / B(T — )% Pdadt.

Damit folgt

— A
||M1w||iz(QT)+§/Q t(T —t)e M|A¢|2dxdt+cs3A4/Q tg(; | Y) dadt
T

T

S CHgsH%?(QT) + 053)‘4 /(0 - t3 T t 3 |77Z}| drdt — 4s Z ﬁzzijxﬂbxjdxdt
T Xw

ij=1"Qr
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fir s > CT(1+T) und A > X\g, Um die hinteren zwei Terme auf der linken Seite
abzuschétzen, finden wir mit Greenscher Formel und elementaren Umformungen

25\? / / s |y Pdadt = / / e ny) (SRS ) dudt

X / | bz + sy / PR

%/ / T — )| A2 dxdt+053/\4/ /ts s | ¢ dadt.

Unter Benutzung der Definition von 3 ergibt sich ferner

B, Ve tbe; < CAiy e |V¢|2
Damit konnen wir abschitzen

M| 720 + / HT — t)e M| AY|Pdadt + Cs*A\* / - ;*"t)3|¢| dzdt
er or (4.34)

SAn

< Cllgslz(gp + Cs*N! /( . Tl Pdade
T Xw

fir s > CT(1+ 7). Mit (4.28) findet man

1
- / HT — 1)t dadt < C|| M]3, + Cs / Lot ddt. (4.35)
S JQr Qr

Fasst man nun (4.34) und (4.35) zusammen, so folgt die Behauptung. O

4.37 Satz (Carleman-Abschitzung). Sei w C Q offen und nichtleer. Dann existie-
ren a € C*(Q) sowie Cy, \g > 0, welche nur von Q, w und T abhingen, so, dass fiir
alle

p € CH([0, ], L*(92)) N C°([0, T, H*(Q) N Hy (2))

und s > so die Abschditzung

_ 2500
s 53
/ /6 tT t) T_t)|Vg0|2+m|g0|2)dxdt
2sa

2;"‘ 2 3 ’ € t(T—t 2
Tt t)

gilt.
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Beweis. Seien A, s > 0 hinreichend grof. Nach (4.20) gilt
Vi = e (Vi = spVp),

woraus sich wegen |a — sb|* > % — 5%b?
T T
s/o | VY dxdt—s/ | Ve — spVBPdadt
T
; / / 7 Vel - / e
%/0 t(TQSf) Vo|* — Ky s* / / 256

fiir ein K7 > 0 ergibt. Damit folgt fiir alle € € (0

v

Vﬁ\ l|2dadt

v

7757

T T
68/ ﬁ|vw|2dxdt+s3/ /WWPdwdt
0

:55/ T o) —A | V|*dadt + s / / M [EIREES
> / e 5| Voldedt + % / / M || dadt.
0

Zusammen mit Lemma 4.36 impliziert dies die Behauptung. O

4.4.2. Null-Steuerbarkeit und Terminale Beobachtbarkeit

Wir betrachten ein verteiltes Beobachtungsproblem fiir die Warmeleitungsgleichung;:

z(t,x) — Az(t,x) + a(z)z(t,x) = 0 fiir (¢t,z) € (0,00) X Q,
z(t,x) =0 fur (¢,x) € (0,00) x 09,
w(t,z) = z(t, x) fir (t,x) € (0,00) X w,
2(0,x) = 2zo(x) fir z € §,
wobei X := L?*(Q2) der Zustands- und Y := L?*(w) der Beobachtungsraum ist. Mit

A := Ap und dem Beobachtungsoperator C' € L(X,Y), C: z — z|, schreibt sich
(4.36) zu

(4.36)

2z =Azin (0,00), w=Czin (0,00), 2(0)= 2.
Nun ist A* = —A* sowie B* = C, denn

(B o) = [ wplodds = vlad oo = (0B g rc,
Also handelt es sich bei (4.36) um das zu (4.18) adjungierte Kontrollsystem. Auf-

grund der Zuléssigkeit des Kontrolloperators B ist auch der Beobachtungsoperator
C zuléssig.
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4.38 Satz. Das Kontrollsystem (4.56) ist zu jedem Zeitpunkt T' > 0 terminal be-
obachtbar, d.h. es gibt ein cp > 0 so, dass fir alle Anfangsdaten z € L*(Q) die
zugehorige extrapolierte Losung die Ungleichung

T T
/ ||C’z||§/dt:/ /|z(t,x)|2dxdt2 c?p/ |2(T, ) |*dadt
0 0 Juw Q

Beweis. Aufgrund der Dichtheit geniigt es, die Abschitzung fiir ¢ € C%(Qr) zu
zeigen. Nach Satz 4.37 existieren si, Cy > 0 so, dass fiir alle s > s;

erfillt.

_ 25

/ t(T t) s let)gdxdt < C()(/ TH(T—t) t3(|7§f| t)gdxdt+
Qr (0,T)><w

2sa
/ e HT-1) |ag0|2dxdt>
T

gilt. Damit existieren s, C'; > 0 so, dass man fiir alle s > s

2sa 2sa
/ ) t) |90| dq:dt < Cl/ ) \SDI da:dt
T (OvT)

abschétzen kann. Ferner existieren Konstanten Cy, C5 > 0 so, dass

__2sa
e t(T—t)

B3(T — 1)3
2sa
eit(T—t)
£3(T — 1)3

gilt. Damit existiert ein Cy > 0 mit

/ lp]Pdadt < 04/ |l|*dadt.
(T/4,3T/4)xQ (0,T)xw

Da A eine Cy-Halbgruppe erzeugt, existiert eine Konstante C'5s > 0 so, dass

(T, Mz2@) < Cslly(t, )l fiir alle t € (T, %),

>, fiir alle (t,2) € (£,20) x Q,

< (s fiir alle (¢, ) € Qr

woraus sich nun
Io(T, )y < 3 [ ot
(T/4,3T/4)xQ

und damit auch die Behauptung ergeben. O]
Als Korollar haben wir mit Satz 3.80:

4.39 Satz. Das Kontrollsystem (4.18) ist zu jedem Zeitpunkt T > 0 (exakt) Null-
steuerbar.
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