
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Vektoren Ist NEIN so kennt man f mit 4 WER

einen Vektor aus IR Die Zahlen Un UN

nennt man Komponenten des Vektors Ein

Lehrer aus R hat immer genau N

Komponenten

Addition d Subtraktion zweier Vektoren mit der gleichen Anzahl

an Komponenten ist komponentenweise definiert

Fa v WER mit N w f gilt

In
Kfw

VNEWN

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl einem Skalare

ist komponentenweise definiert Für ER und VERN

mir r gier



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Länge von Vektoren Ist VER mir ü
heißt Hulk WEIß Bem

die Länge des Vektors v

k je
von

Null

bzw die euklidische Norm von v II
uni vitri
Pythagoras

Es gibt weitere Normen ein IR bspw rum kann
Längevon istdrin

die Supremumsnorm

Null Jup livil Ii 1 N

Für k d oder 4 2 gilt

Hulk 70 FUER

Hull 0 V O KUER

HUNKE HIKULIK HIER KVER
Artwhat Kullkt wlln

Winkel zwischen Vektoren
a i

Gesucht ist x Es gilt Für alle V WER

gilt
cos x

Kw

Hull Hull



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Also
cog

I LKW
Hull Hull

Dabei ist Er w eine andere Schreibweise fur Tüvw
wenn E auf

B Sei r l d w
n 1

Fz

Ei gilt
A

V W 1.3 2 4 11

Hull V12 t 22 55
1 I I 11Wh 32 42 257 5
n 2 3

cos Js 0,18 rad
TErgemädian

im BogenmaßZank rad Grad

g
my

U Fr Umfang Kreis mit Raden r

rad ist die Einheit des Bogenmaßes

Bogenmaß Die zu einem Winkel ß eindeutig

zugeordnete Länge des Kreisbogens l
Man legt fest 21Trad entspr 360

1rad SIE 140
0,18rad 0,18 If 10,319



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Teilmengen des IR

M 4 ER Spezifikation

x teBip µ I El in n

Welche X t müssen was erfüllen

betrachtet werden die betrachteten
teste

Aufgabe in Klausur

Skizzieren Sie die Mengen

i M t.it ER 1kt S2 044 XP t

2 M t te ER t 0 X so t.tt E4

E Mg taste ER I O Et Et 1

i M t.it ER 1kt S2 044 XP t

t.it ER 1kt S2 und 044 XP t

t.it ER 1kt 2

1 t.it EIR'OE4 xi x



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Az

t.it ER 1kt 2 Inkl
2 gestrichelter

Linie
I

I I I I
X1 2 3

f Y
t.it ER 044 E t

0 4 Ex x

X 4

p ja

E tun

I I X

X 4 xp y fln
t fit y

ME t.it ER 1kt 42 1 t.it ER 044 E t

Tini gestrichelter

Beschriftung der

Achsen sehr

wichtig



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

E M t te ER X 0 X so t.tt E4

nXe
X 70

X o

I I I
A 2 Ptt 4

A g f y r ist

Kreisgleichung mit Radius r

und Mittelpunkt a

ritt 4 tot H y Gay gg
und 4 22

XP Xi 44 ist Flächeninhalt des Kreises

mit Radius 2 und Mittelpht af

Me inkl Rand
n d It Ne

Epü



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2 Mg t ER Ost tz 1

t.it ER Ost E1

1 t.it ER Ost E1

n t.it ER teste

ts tz YAchse

n
My

in

Funktionen in ND

Betrachte f D IR mit DCIRN
d h f hat nun N Variablen te

z.B f te te ritt



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Partielle Ableitung Merkrgel Man leitet eine Funktion

f D IR DER partiell nach te

für k 1 N indem man f nur als Funktion

von tu anfasst die übrigen Variablen

als konstanten betrachtet und wie gewohnt

ableitet

Bei fltnt.it tittit Fj

Gesucht Zx flx.it Bx flinte 3,1ft at
Betrachte X X3 als konstanten c d

Ix Ixität Vat
Konstanten 2X

die
Abtei 0

Betrachte Xp X3 als konstanten c d

Ex Et ti Tat

2X



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Betrachte Xp tz als konstanten c d

Ex Ctd A

3,7 3,4
Elx
EFF

Also 3 ten tz ts 2X

5xzflxet.it 2x

Ex tlt.int EVT

Wie ein eindimensionalem Fall nennt man eine Flut

f D IR DCIRN in ED partiell nach ta
für ein k 11 N differenzierbar falls

Kino flti tat tüth täte A flirtet täten _ii

h

existiert In diesem Fall setzt man



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Iaf t Kino fltinitistüth ten at flüninitäten i
k

t heißt
partiell nach tu furein held N differenzierbar

falls f in allen FED
partiell nach takeln differenzierbar ist

partiell differenzierbar

falls f nach allen tu partiell differenzierbar

ist

Gradient Ist f D IR DER dann nennt man

FAA f
Zt

3 fl

den Gradient von f



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Taugentialebene Taugentialrauen

eine Fat f D IR DER ein Punkt

OED

Ty f An tw ER v fltdt.fi xjfltdlx

Tangentialebene F t heißt horizontal falls

5 f x 0 für alle jeln N

gier D h falls Ff to 0

Aufgaben in Klausur

Gegeben
f IR IR
A y A e expl Elt itty

Bestimmen Sie alle Punkte mit horizontaler Tangentialebene

Und geben Sie diese Ebene an

Finde also ad Tf yt 50 bzw

TJA
Itm o

Ey ter



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Es ist

A 1 exp Itt 1 Ey

FIT exp El it

A 1 exp El It

expl Elt itzy A 1 exp El e t

Weiter ist

exp El e Ey expl Elt Itzy ZEE x D Ey

exp 21 72 25 K x D
exp El e EY 1

fly exp El 1 EY A 1 exp El 1 t

exp El it Y It 1 exp El It 5 E 1

exp El e 25 1 x 11
exp 21 72 25 1 2427 1

exp Elt Stzy 2 x



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

und

Ey f IX y A 1 exp 21 72 25

A e expl zlt.it y y

Es gilt daher

Tf x y O

exp 21 17 242 2 X I Expe
A e expl Elt Stzy y I Ep

2 o

G 1 4 0

2 7 0 X O oder 7 2

Fall 1 X o Fall 2 7 2

dann lautet 2 Gl Dann lautet die Zweite

4 0 91 4 0also also

gilt gilt
Tflay O für Tflay o für
Git p Gi



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

A Die Tangentialebene von f ist nur in

Gr y o.o F o

horizontal

Die Tangentialebenen dort laufen

Tim A x y FA y ZIEH x x

Zyfliy y y
Ita horizontal

Geyer u flu

mit

f x y En exp EIER't

n expf El n

exp 112

und analog

TIEF HI Geyer u f E Y

mit f F Y E expl EIF.TT F
1 exp 42117



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Lokale Auflösbarkeit

Satz über limplizite Funktionen

Ist F D IR DC IR differenzierbar und

gilt Flti tut tui sowie

3 Eli ix tu o

dann gibt es eine Umgebung U von GE it
und eine differenzierbare Fht Y U IR

mit yltiin.it Xii und

Flte tu Gita itu

für alle Cta A EU

Fur die Flut 4 gilt dann wegen

0 Ey In tu Ylte

IIIa tmiylxncn.tn

Jxaflter itu 4ltnr.tn JxjYltn tn

Also
s

Jxjyltnin.tn
teer Itu ylx.cn
nD3xuFltnitu 4ltni tal



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Aufgabe in Klausur

Gegeben f IR IR
A y A e expl Elt Itty

Zeigen Sie dass die Gleichung flt 1
in Ita y Gel lokal nach y auflöbar ist
Welchen Funktionswert hat die aufleiende Flut 4
an der Stelle 2

Vor für fatz
i f Italy 1

f Tonya A expl El D't
e expl 4212 1 Ei
1

2 Toy fix to

Es ist vgl Oben

Ey f Itil A expl Elt Itzyly
also 5 fho y G 1 expl 24 1 1 1

70



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

SEIT ix y n ist in Ita y 4,1
lokal nach y auflösbar

D h es gibt eine Mengebung U von Xo und eine

dAbare FU y U IR mit ylto Yo
Also gilt 4121 1

Höhere Ableitung Wie 1in AD Fall können partielle

Ableitungen höherer Ordnung betrachtet werden

Für f D IR DC IR bezeichnet

Zutritt
Die partielle Ableitung von Ggf x in Richtung tu

Um diese Zu berechnen berechnet man zunächst die
partielle Ableitung in der Klammer wie gewohnt
Das Ergebnis fasst man als Funktion z.B.gl Igf t
auf und berechnet anschließend die partielle Ableitung
dieser Funktion in Richtung tu

Bip Gesucht 21oz flt.it

für flt.it 27 tat 1

Berechne zuerst Zu flt.it 3xzflt.it 2x



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Jetze glt.it 24 Berechne nun

Fx gltiitz 2

daher ist Hot 3 fltnitz

3 2 1

3 gluite
2

Für gewisse Funktionen gilt
Exufx fl Ex uf x

d h die Reihenfolge der Differentiation ist egal

Satz von Schwarz Ist f D IR DCR

zwei mal total differenzierbar dh alle part Abl
Zweiter Ord ex d sind stetig dann gilt

Exufx fl Ex uf x

für alle TED d j k E 1 N



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Aufgabe in klausur

kann es eine 2x stetig diffbare Flut g geben
mit

Tgl y
2 4 5 5

cos 2x y toxy

A Für 2x stetig diftbare Fat g gilt nach

Satz von Schwarz

Exuft fl Fjff x

Nun ist
2cg 2x y 5 7

rgenyl E g cosexty to

und

Ey 3 glay Jylzco.CZ y t5xy2
2 sein 2x y loty

3 Zyglt y Zykos 2x y toxy

21in 2 4 10 X

Also By 3 944 F J Zyglt



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

D h So eine Fat kann es nichtgeben

totales Differential

Ist f D IR mit DER differenzierbar so

nennt man

dtl Entfdt
das totale Diftential von f bzgl t

Klausuraufgabe Es gelte
4 3 4 458in 2x 6 0

Welcher Zusammenhang herrscht zwischen den

Differentialen dt dy
A Sei glay 74 384 1 458in 2x 6 0

dann gilt
z g x y 4 3 6XyAyScos 2x

34917,4 35 544sin 2x

A
O dgl 3 94,4 dxt3yg.lt dy

48 6Xytzyscos 2x dt

3
2
544sin 2x dy



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Nichtlineare Optimierung

Sei f D IR DER Zx total differenzierbar

Notwendige Bed für relatives Extremum

Ist ED ein rel Extremum von f dann gilt
Ff A D

Hinreichende Bedingung für N 2

tief sir

relatives Maximum von f falls

Tfl O sowie 2,4 f x o

und

E E f x 3,42ft 7,4 11 1 24 f x o

relatives Minimum von f falls

Tfl O sowie II f x 0

und

E E f x 3,42ft 7,4 11 1 24 f x o



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Extrema unter Nebenbed der Lagrange Ansatz

Zu gegebenem f D IR DCIRN und g D R

Suche ED sodass f x möglichst groß Klei

und glei 0 erfüllt ist

NI Max fl
udN.gl 0

an

an

Bee Ist relatives Maximum von f dann

ist relatives Minimum von f

Es genügt sich auf das Laien von

Max Ht
adN g x O

zu beschränken



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Lagrange Vorgehen für f D IR g D IR DCIR

Für Knit
e Bilde Llt f dgl
2 Berechne TAG AG TGL

ge
ü Löse Thlt O

Lungen sind relative Extrema
Art des Extremums unbekannt

Wie man die Art der rel Extrema bestimmt
ist Stoff von Mathe I

Aufgabe in klausur

Berechnen Sie mögliche rel Extrema der Funktion

flt y Zyexplt n
unter der Nebenbedingung 3 7 24
mit der Methode von Lagrange

Losung Setze glay 3 x 24



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2 Bilde htt fit y Ag x y

Zyexplt 1 1 3 7 24

2 Berechne TL x y

LH Ex flay t 1294,4
TIIYY.IE jye fjY fyflxi tt5ygG3 ICH

glay

Alt t IG y
glt

2 explt 1

IIEglay 2
Also

Thing Yep t 1 X

3 7 24



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ii Lose Thiry t 0

Es gilt Zyexplt 1 K 0 Itt

2 explt 1 24 0 1 21 112

3 7 4 0

Zyexplt 1 X

explt 1 X
3 x 24 0

Gleichsetzen der ersten Zwei Gleichungen

expo Zyetplt 1 explt 1 lief
ey 1

y 112

4
1 2 im 3 Gleichung liefert

3 x 1 p
2

Dies in t explt 2 liefert 1 1

Das rel Extrema liegt bei GTA 2,1

mit dem Lagrange Multiplikator 1

Mobile User


