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Blatt 10

Aufgabe 1

Gegeben sei die Funktion
f(x, y) = 2 + 2x2 + y2.

a) Welche x ∈ R erfüllen die Höhenbedingung f(x, 1) = 3?

b) Bestimmen Sie für die Punkte (x, 1) ∈ R2 die Darstellung des Tangentialraums,
wobei x die Bedingung aus a) erfülle.

c) Bestimmen Sie alle Punkte (x̄, ȳ) ∈ R2 mit horizontaler Tangentialebene.

d) Sind die Punkte aus c) lokale Minima?

Lösung:
Sei f(x, y) = 2 + 2x2 + y2.

a) Es gilt:

f(x, 1) = 3 ⇔ 2 + 2x2 + 1 = 3 ⇔ 2x2 = 0 ⇔ x = 0

b) Tangentialraum an f für (x, y) = (0, 1):

T(0,1)(f) =

{
(x, y, z) ∈ R3 | z = f(0, 1) +

∂f

∂x
(0, 1)(x− 0) +

∂f

∂y
(0, 1)(y − 1)

}
Es gilt

∂f

∂x
(x, y) = 4x und

∂f

∂y
(x, y) = 2y

und damit folgt:

T(0,1)(f) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z = 3 + 0 · (x− 0) + 2 · (y − 1)

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | z = 2y + 1

}
c) Es gilt:

T(x̄,ȳ)(f) ist horizontale Tangentialebene ⇔ ∂f

∂x
(x̄, ȳ) =

∂f

∂y
(x̄, ȳ) = 0



Partielle Ableitungen:

∂f

∂x
(x̄, ȳ) = 4x̄

!
= 0 ⇔ x̄ = 0

∂f

∂y
(x̄, ȳ) = 2ȳ

!
= 0 ⇔ ȳ = 0

d.h. (x̄, ȳ) = (0, 0) ist der einzige Punkt mit horizontaler Tangentialebene.

d) Überprüfe, ob (x̄, ȳ) ein lokales Minimum ist. Dafür muss gelten:

∂2

∂x2
f(x̄, ȳ) > 0

∂2

∂x2
f(x̄, ȳ) · ∂2

∂y2
f(x̄, ȳ)−

(
∂2

∂x∂y
f(x̄, ȳ)

)2

> 0

Für alle (x, y) ∈ R2 gilt:

∂2

∂x2
f(x, y) = 4 ,

∂2

∂y2
f(x, y) = 2 ,

∂2

∂x∂y
f(x, y) = 0

Damit folgt
∂2

∂x2
f(x̄, ȳ) = 4 > 0 ✓

∂2

∂x2
f(x̄, ȳ) · ∂2

∂y2
f(x̄, ȳ)−

(
∂2

∂x∂y
f(x̄, ȳ)

)2

= 4 · 2− 0

= 8 > 0 ✓

und somit ist (x̄, ȳ) = (0, 0) ein lokales Minimum.

Aufgabe 2

Gegeben sei die Funktion
h(x1, x2) = ln(x2

1 + x2
2 − 1).

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von h und skizzieren Sie diesen in
der (x1, x2)-Ebene. Wie lautet der Wertebereich von h?

b) Bestimmen Sie den Gradienten ∇h. Hat ∇h Nullstellen auf dem Definitionsbereich
von h?

Lösung:
Sei h(x1, x2) = ln(x2

1 + x2
2 − 1).

a) Maximaler Definitionsbereich:
Es muss gelten x2

1 + x2
2 − 1 > 0 d.h.

Dh =
{
(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 > 1

}



Skizze:

Abbildung 1: Maximaler Definitionsbereich Dh von h(x1, x2) = ln(x2
1 + x2

2 − 1).

Wertebereich: Wh = R (wie im Eindimensionalen!)

b) Gradient:

∂h

∂x1

(x1, x2) =
1

x2
1 + x2

2 − 1
· 2x1 ,

∂h

∂x2

(x1, x2) =
1

x2
1 + x2

2 − 1
· 2x2

Somit ist der Gradient von h:

∇h(x1, x2) =
1

x2
1 + x2

2 − 1

(
2x1

2x2

)
Nullstellen:

∇h(x̄1, x̄2) = 0 ⇔ (x̄1, x̄2) = (0, 0) /∈ Dh

⇒ ∇h hat keine Nullstellen auf Dh

Aufgabe 3

Für (x, y) ∈ R2 sei die Funktion f(x, y) = 2x− ln(y) gegeben.

a) Bestimmen Sie eine Funktion φ : R → R mit f(x, φ(x)) = 0.

b) Berechnen Sie die Ableitung φ′(x), einmal explizit und einmal durch implizites Dif-
ferenzieren der Gleichung f(x, φ(x)) = 0.



Lösung:
Sei f(x, y) = 2x− ln(y), (x, y) ∈ R2.

a) Es gilt:

f(x, y) = 0 ⇔ ln(y) = 2x ⇔ y = exp(2x) =: φ(x)

d.h. φ : R → R, φ(x) = exp(2x) erfüllt f(x, φ(x)) = 0.

b) (i) explizites Differenzieren:
φ′(x) = 2 exp(2x)

(ii) implizites Differenzieren:

0 = f(x, φ(x)) ⇒ 0 =
∂

∂x
(f(x, φ(x)))

⇔ 0 =
∂

∂x
f(x, φ(x)) +

∂

∂y
f(x, φ(x)) · φ′(x)

Da ∂
∂y
f(x, φ(x)) = − 1

exp(2x)
̸= 0, gilt für φ′(x):

φ′(x) = −
∂
∂x
f(x, φ(x))

∂
∂y
f(x, φ(x))

= − 2

− 1
φ(x)

= 2φ(x) = 2 exp(2x)

Aufgabe 4

Vorgelegt sei die Funktion

g(x, y) = exp(y) + y3 + x2 − 2.

a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes über implizite Funktionen, dass die Gleichung g(x, y) =
0 lokal bei (x0, y0) = (1, 0) nach y auflösbar ist, d. h. es existiert lokal eine Funktion
φ mit g(x, φ(x)) = 0.

b) Berechnen Sie φ′(1).

Lösung:
Sei g(x, y) = exp(y) + y3 + x2 − 2.

a) Sei (x0, y0) = (1, 0).
Es gilt g(x0, y0) = g(1, 0) = exp(0) + 03 + 12 − 2 = 0.
Partielle Ableitung von g nach y:

∂

∂y
g(x, y) = exp(y) + 3y2

⇒ ∂

∂y
g(x0, y0) = exp(0) = 1 ̸= 0

Daraus folgt mit dem Satz über implizite Funktionen, dass die Gleichung g(x, y) = 0
lokal bei (x0, y0) = (1, 0) nach y auflösbar ist, d.h. es gibt eine differenzierbare
Funktion φ : Uε(1) → R (für ein ε > 0) mit φ(1) = 0 und g(x, φ(x)) = 0 für
x ∈ Uε(1).

b) Ableiten der Gleichung g(x, φ(x)) = 0 liefert:

∂

∂x
g(x, φ(x)) +

∂

∂y
g(x, φ(x)) · φ′(x) = 0 ⇔ φ′(x) = −

∂
∂x
g(x, φ(x))

∂
∂y
g(x, φ(x))

Für x = 1 gilt: φ′(1) = − 2·1
exp(0)+3·02 = −2


