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Blatt 10

Aufgabe 1

Gegeben sei die Funktion
Fle.y) = 24227 + 2.

a) Welche z € R erfiillen die Hohenbedingung f(z,1) = 37

b) Bestimmen Sie fiir die Punkte (z,1) € R? die Darstellung des Tangentialraums,
wobei x die Bedingung aus a) erfiille.

c¢) Bestimmen Sie alle Punkte (z, ) € R? mit horizontaler Tangentialebene.
d) Sind die Punkte aus c) lokale Minima?

Losung:
Sei f(x,y) =2+ 22* + 3>

a) Es gilt:

flz,1) =3 & 2422°+1=3 & 22°=0 & x=0

b) Tangentialraum an f fir (z,y) = (0,1):

0 0
Too(f) = { e € B | 2= f0.0+ SLo.06 -0+ Loy -1}
Es gilt 5 5
a—i(xay) = 4z und a—‘g(x,y) =2y

und damit folgt:

Ton(f) = {(z,9,2) €ER’ | 2=3+0-(z—-0)+2-(y— 1)}
= {(z,y,2) eR’ | z =2y +1}
c) Es gilt:
. . . of . _ of ,_ _
T(z5 ([f) ist horizontale Tangentialebene & %(x,y) = a—y(:p,y) =0



Partielle Ableitungen:

of o
%(I,y)—llx—() & =0

of ,_ _ o _
_— :2 — —
ay(fc,y) yj=0 & §g=0

d.h. (z,y) = (0,0) ist der einzige Punkt mit horizontaler Tangentialebene.

d) Uberpriife, ob (,7) ein lokales Minimum ist. Dafiir muss gelten:

0?

) (z,9) > 0
o 9 o2\’
22 (ﬂﬁ,y)'a—yg (z,9) — (axayf(ﬂf,y)) > 0

Fiir alle (z,y) € R? gilt:

2 2 2

@f(m,y)zll, a_y2f<m7y):2a 83:8yf(x’y)20

Damit folgt

32
@ (f,g>:4>0 v
-, N o\’
922 (%y)'a—yg (x7y)_<8x8yf(x’y>> =4-2-0

=8>0 V

und somit ist (z,y) = (0,0) ein lokales Minimum.

Aufgabe 2

Gegeben sei die Funktion
h(xy,29) = In(2? + 23 — 1).

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von h und skizzieren Sie diesen in
der (z1,xs)-Ebene. Wie lautet der Wertebereich von h?

b) Bestimmen Sie den Gradienten Vh. Hat VA Nullstellen auf dem Definitionsbereich
von h?

Losung:
Sei h(zy, o) = In(2? + 23 — 1).

a) Maximaler Definitionsbereich:
Es muss gelten z7 + 22 — 1 > 0 d.h.

D, = {(xl,xg) € R? | mf+x% > 1}



Skizze:

Abbildung 1: Maximaler Definitionsbereich Dy, von h(z1, z2) = In(2? + x5 — 1).

Wertebereich: W), = R (wie im Eindimensionalen!)
b) Gradient:
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Somit ist der Gradient von h:

Vh(zi,m) = —— ( 201 )

3+ a3 —1\ 27
Nullstellen:
Vh(zy, %) = 0 & (41,%) = (0,0) ¢ Dy
= Vh hat keine Nullstellen auf D,
Aufgabe 3

Fiir (z,y) € R? sei die Funktion f(z,y) = 2z — In(y) gegeben.
a) Bestimmen Sie eine Funktion ¢ : R — R mit f(z, ¢(x)) = 0.

b) Berechnen Sie die Ableitung ¢'(x), einmal explizit und einmal durch implizites Dif-
ferenzieren der Gleichung f(x,¢(z)) = 0.



Losung:
Sei f(ZL' y) =2z — ln(y)v ($7y) € R?

a) Es gilt:
fay) =0 & W) =2 & y=ep)= o)
d.h. ¢ : R — R, p(z) = exp(2x) erfiillt f(x,p(z)) = 0.

b) (i) explizites Differenzieren:

¢'(z) = 2exp(27)

(ii) implizites Differenzieren:

& 0= 2 flr o) +a%f(x,s0($))-90’(x)

Da (%f(x,go(x)) = — ol 2r # 0, gilt fiir ¢'(x):

2 s xXr
o) = LTS = = 20le) = 2em)

Aufgabe 4
Vorgelegt sei die Funktion

gz, y) = exp(y) +y* +2” - 2.
a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass die Gleichung g(z,y) =
0 lokal bei (xg,yo) = (1,0) nach y auflosbar ist, d. h. es existiert lokal eine Funktion
¢ mit g(z, p(x)) =0.

b) Berechnen Sie ¢/(1).

Losung:
Sei g(z,y) = exp(y) + y> + 22 — 2.
a) Sei (xg,y0) = (1,0).
Es gilt g(zo,90) = g(1,0) = exp(0) + 0* + 12 — 2 = 0.
Partielle Ableitung von g nach y:

a%g(x,y) = exp(y) + 3y°

0
= a—yg(l"o,yo) =exp(0) =1 #0

Daraus folgt mit dem Satz iiber implizite Funktionen, dass die Gleichung g(z,y) = 0
lokal bei (xg,y0) = (1, ) nach y auflosbar ist, d.h. es gibt eine differenzierbare

Funktion ¢ : U.(1) — R (fiir ein ¢ > 0) mit p(1) = 0 und g(z,¢(z)) = 0 fir
z € U(1).
b) Ableiten der Gleichung g(z, ¢(x)) = 0 liefert:
0 0 5:9(,9(z))
gz, 0(x)) + =gz, 0(x)) - ¢ (2) =0 & ¢(z)= -2~

Firz =1gilt:  ¢'(1) = _m;(g)ﬁ = 9



