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Blatt 11

Aufgabe 1

a) Untersuchen Sie die Funktion f : R* — R, f(z,y) = zexp (—1(z? 4+ y?)) auf lokale
Minima und Maxima.

b) Gibt es eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R* — R mit der Eigenschaft

%(ﬂf,y) = 2ry +y und g—zjj(gj,y) =22 4+ 17

Losung:

a) Sei f:R? - R, f(x,y) = zexp (—%(xQ + y2)),
Notwendige Bedingung V f(z,y) = 0:

a%f(w,y) = exp ( - %(962 + y2)) + zexp ( - %(wQ + y2)>(—$)
- exp(—%(x2+y2)>(1—x2) L0 & o=+l
5
a% (z,y) = x?Xp(— %(fc2+y2)>j(—y) =0 & y=0
5

Somit sind (—1,0) und (1,0) mogliche Extremstellen.
Hinreichendes Kriterium:
Es gilt

62
wf(%y) = exp

32
@f@?a y) = wex

3fayf($’ y) = exp ( - 1@2 + ?f))(—y)(l — :132) -



Fiir (z,y) = (—1,0) gilt:

0? 1
5 F(-1,0) = exp<—§)(—1+3) >0

82 62 62 2 1 1
5l 10 5 (_1’0)_(8x8yf(_1’0)> :2exp<—§>-exp<—§>—0>0

Somit ist (—1,0) ein lokales Minimum.
Fiir (z,y) = (1,0) gilt:

aa;f(l 0) = exp(—%)(l—?)) <0

et 0.0 a0~ () = (e (=) ) (~ow(=5))0 >0

Somit ist (1,0) ein lokales Maximum.

b) Hier ist:
82 82 )
ayaxf(:c,y) z+1 und 8x8yf(x’y) x

Da nach dem Satz von Schwarz fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen
82;6 f(z,y) = axay = f(z,y) gelten muss und dies hier nicht der Fall ist (22 4+ 1 # 2x),
kann es keine Funktion f mit der Eigenschaft geben!

Aufgabe 2

a) Berechnen Sie das totale Differential der Funktionen f(z,y) = {73772 7 und g(z,y,2) =
TYz.

b) Das totale Differential sei durch dy = (exp(x) + x) dx gegeben. Welcher Zusammen-
hang besteht zwischen y und z?

¢) Welche Abhéngigkeit besteht zwischen da, db und de, falls fiir drei Gréfen a, b und
c die Beziehung a?b*c? = 0 gilt?

Losung:

a) (i) Sei f(z,y) = 7

df(e.0) = 5 (eg)da+ 5 f(o0)dy

(i) Sei g(zx,y, z) = xyz.

0 0 0
dg([L‘,y,Z) = %g(x,y,Z)dx—i-a—yg(x,y,Z)dy-i—& (ZL‘,y,Z)dZ

= yzdr +zzdy + xydz



d
dy = (exp(z) +z) de = % = exp(z)+z = y'(x)

Daraus folgt der Zusammenhang zwischen y und x:
1
’y(SE) = /eXp(x) -+ l’daj‘ — exp(m) + 5%2 4 c, ce R

c) Fiir f(a,b,c) = a®b?c? gilt unter Voraussetzungen f(a,b,c) = 0.
Weiter gilt

9 _ 2 2 9 6,272 9 6,272
8af(a’b7c) = 2ab“c”, 2% (a,b,c) = 2a°bc”, aCf(a,b,c) = 2a°bc

Daraus folgt

0 = df(a,b,c) = (2ab202) da + (2a2b02) db + (2a2b2c) de

Aufgabe 3
Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 2 +y> +2(y — z) + 1.

a) Zeigen Sie: Die Hohenlinie zur Hohe h = 0 ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt (1, —1)
und dem Radius 1.

b) Wie lautet die Tangentenrichtung der Hohenlinie aus a) im Punkt (1,0)7 Zeigen
Sie auflerdem, dass der Gradient von f und die Tangentenrichtung der Hohenlinie
im Punkt (1,0) senkrecht aufeinander stehen. Machen Sie sich eine entsprechende
Skizze dazu.

Losung:
Sei f(z,y) =2* +y* +2(y — ) + 1.

a) Fiir die Hohe h = 0 gilt:

flz,y) =0 & 2+ +2(y—2)+1=0
& (-1 +@w+1)2 =1

Daraus folgt die Hohenlinie zur Hohe A = 0 ist ein Kreis mit Mittelpunkt (1, —1)
und Radius 1.

b) Betrachte die Gleichung f(z,y) = 0.
Es gilt:

f(1,0) =0 (d.h.(1,0)liegt auf der Hohenlinie) und agf(l, 0)=2#0.
Y

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine Funktion
p:(1—g14+e)—>R (¢>0)
mit (1) =0 und f(z,p(z)) =0firz e (1 —¢,1+¢).

Hohenlinie zu f zur Hohe kA = 0 als Kurve im R?:

T:(1—e14¢)—R?, T(:c)z( v )



Tangentenrichtung:

Im Punkt (1,0), also T'(1), gilt: 7"(1) = ( ; )

¢'(1)
ale@) 0 iy - 1
—m =5 = 0 folgt also T'(1) = ( 0 )

Gradient | Tangentenrichtung:

Mit  ¢'(1) =

Es gilt
Vf(z,y) = (;i;;) . dh. Vf(1,0) = (g)
Somit ist
wiworw) = ((5).(5)) -0 1+20-0 v
Skizze:

Abbildung 1: Hohenlinie zur Hohe h = 0, Tangentenrichtung 7”(1) und Gradient V f(1,0).



Aufgabe 4
Gegeben sei im R? die Kurve f : [0,27] — R3, f(s) = (1,7 cos(s), rsin(s))?, r > 0.
a) Skizzieren Sie die Kurve fiir den Fall r = 1.

b) Berechnen Sie die Lénge der Kurve f fiir ein beliebiges r > 0.

Losung:
Sei f:[0,27] — R3, f(s) = (1,7 cos(s),rsin(s))T, r > 0 eine Kurve im R3.

a) Skizze fiir r = 1:

f(s) mit r =1

f(s) mit r =1

N 0

oh
i
\

Abbildung 2: Die Kurve f(s) = (1, cos(s),sin(s))?.

b) Lénge der Kurve f:
2
L= [I7©lds
0

Mit f'(s) = (0, —rsin(s), r cos(s)) folgt

2 2T
L= /Hf’(s)|\2d8 = /\/O2+r28in2(s)+7“2(:os2(s)ds
0 0

27
sin?(s)4cos?(s)=
(1co() 1/rds = [rs]Z™ = 27

0

Bemerkung:
Dies ist die bekannte Formel zur Berechnung eines Kreisumfangs.



Aufgabe 5
Gegeben seien die Funktionen f(z,y) =z +y und g(z,y) = 22 + y* — 2.

a) Berechnen Sie mogliche Extremalwerte von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0
mithilfe der Methode von Lagrange.

b) Berechnen Sie eine Losung der Aufgabe aus a) durch Elimination einer Variablen.

Losung:
Sei f(x,y) =2+ yund g(z,y) = 2% +y> — 2.

a) Lagrange-Ansatz:
L(z,y,\) =2 +y+ AN2* +y° —2)

Bedingungen erster Ordnung;:
(i) 2L(z,y,A) = 142\ =0
(ii) (%L(x,y,)\) =1+2\y £ 0
(ili) ZL(x,y,\) = 22 +¢> =2 =0
Aus (i) und (i) folgt Az =Xy & ANz —y)=0

Angenommen A = 0 Yo Widerspruch!  Also ist A # 0.

Daraus folgt x —y =0, d.h. x = y.
Aus (iii) folgt 22% = 2, d.h. 2 = y = £1 und mit (i) folgt dann A = —3- = F

Losung:  (Z,y) = (£1,+1), A=F1

N |=

b) Elimination von y:
g(z,y) = 0 liefert:

Py -2=0 & y=+V2—22= o)

Einsetzen in f:

flx,o(r) = v+ V2 -2

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum:

0 B 1-(=22) . «x 1 . oder
%f(xﬂp(x))_l—i_zm_l m_o () d
1-(—2z) x

0 ! .
/A = e = g =0 W
Fall (i): 5

%(x,gp(x)):0 s =1 =2>y=-+/2-1=1

Fall (ii):
SfEe@) =0 e w=-1 % y=—vI-1- -1

Losung:  (z,7) = (£1,£1)



