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Aufgabe 3.1 (6 Punkte)

a) Seien A € RV*¥ invertierbar und ||-|| die durch eine Norm auf dem RY induzierte Ma-
trixnorm. Zeigen Sie, dass dann jedes B € RV*Y mit der Eigenschaft ||[A — B|| <

1
[A=H]
ebenfalls invertierbar ist und folgende Abschétzung erfiillt:

- A~
157 < =pa=mrmaT

Hinweis: Zeigen Sie fiir P := A~!(A — B) zunichst die Invertierbarkeit von I — P und die

Abschétzung (I — P)7!|| < ﬁ.

b) Seien A € RY*N und ZSN := max;—i,. N {Zé\f:l |aij|} die Zeilensummennorm von A.

Zeigen Sie fiir die Maximumsnorm ||-||  auf dem RY, dass ZSN = || A|| gilt, wobei || A]
die durch die Maximumsnorm auf dem R” induzierte Matrixnorm von A ist.
Aufgabe 3.2 (lokaler Konvergenzsatz des Newtonverfahrens) (6 Punkte)

Seien U € RY offen und T : U — RY zweimal stetig differenzierbar und sei @ € U eine Lésung
des Systems T'(u) = 0 mit 7”(u) invertierbar.

a) Vorausgesetzt seien fiir ein r; > 0 mit K, (u) C U folgende Abschitzungen:
K1 > 0 Vu,v € Ky (a) : ||T'(u) = T'(v)|| . < Killu—v|,
Ky > 0 Yu,v € K,y () ||T(u) — T(v) — T'(v)(u— )| < Ka|lu—ov|> .

Zeigen Sie: Es gibt ein r9 > 0, so dass fiir u € K, (u) die Abschatzung

oo —
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176 = T'(@) | < 5 v = 7@
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gilt und folgern Sie daraus mittels Aufgabe 1 fir u € K, (u) die Existenz des Newtonope-
rators N(u) := u — T'(u) 1T (u). Zeigen Sie anschlieend:

Vu € Kpy(a) ¢ [IN(u) = N(@)l| o S ollu—als, o:=2yK. (1)

b) Setzen Sie unter den Voraussetzungen aus a) r := min {7’2, %} und zeigen Sie mit (1)),

dass die Newtonfolge u"*! = N(u") fiir u® € K,.(u) in K, () liegt und lokal quadratisch
gegen u konvergiert.
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Aufgabe 3.3 (9 Punkte)

Gegeben sei die Bewegungsgleichung des Fallschirmspringers

k(t) - 2(t
i) = g "0 o) =0 a0) = 0 )
mit g = 9.81, m = 1 und
1 fir0 <t <7,
k(t) = { 9(t—T)+1 fir7<t<S§,
10 fir ¢ > 8.

a)

Betrachten Sie ein allgemeines (implizites) Runge-Kutta-Verfahren der Stufe 2 mit Tableau
c

b
3) aus dem Vorlesungsskript sowohl die Fixpunktiteration

in Stufenform zur Anfangswertaufgabe und formulieren Sie fiir das System (2-

urt) = ™), n=0,1,2...
zu T'(U) = U als auch die Newtoniteration
T'(UMYd™ = —po™)y, g = g™ g™ =0,1,2...
u T(U)=0, T(U):=U—-T(U).

Losen Sie in Matlab mit dem Radau-ITA-Verfahren der Stufe 2 die Aufgabe
fiir das Zeitintervall [0,30] mit der Schrittweite h = %. Verwenden Sie dabei fiir das
auftretende nichtlineare Gleichungssystem auf jedem Zeitlevel die Fixpunktiteration bzw.
die Newtoniteration aus Teil a) mit jeweils dem gleichen Abbruchkriterium ¢ = 1078
(nehmen Sie als Startwert fiir die Iteration jeweils die Losung zum Zeitpunkt zuvor).

Vergleichen Sie die Anzahl der beiden Iterationen insgesamt und geben Sie diese auf der
Konsole aus.

Zeichnen Sie die berechnete Geschwindigkeit v = & in ein (¢, v)-Diagramm und visualisieren
Sie die Fallbewegung des Fallschirmspringers, indem Sie die Grofie

H(t) = 45 — 2(t)

fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [0,30] in ein weiteres Schaubild zeichnen mit dem Boden als z-
Achse und der Hohe H als y-Achse.

Losen Sie zum Schluss das Problem ebenfalls mit dem klassischen Runge-Kutta-

Verfahren fur das gleiche Zeitintervall und zeichnen Sie erneut das (t,v)-Diagramm. Was

beobachten Sie, wenn Sie h = % wéhlen?



