DIFFERENTIALGEOMETRIE I

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu ei-
ner Vorlesung Differentialgeometrie I an der Universitdt Konstanz, entstanden
aus dem fritheren Manuskript zur Elementaren Differentialgeometrie: Winter-
semester 2017/18.
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In der Differentialgeometrie geht es um Mannigfaltigkeiten und deren Kriimmung.
Wir orientieren uns an [7,12], benutzen aber auch [14].

1. ISOMETRIEN DES R"

Definition 1.1. Eine Abbildung f: (X1,d1) — (X2,d2) zwischen zwei metrischen
Réumen (X, d;) heifit Isometrie, falls

d2(f (@), f(y)) = di(z,y)
fir alle z,y € X, gilt und f surjektiv ist.
Lemma 1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge der Isome-
trien f: (X,d) = (X,d) beziglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis. Isometrien sind injektiv, also auch bijektiv und daher invertierbar mit bi-
jektiver Inversen. Seien f, g Isometrien. Dann folgt aus d(f(x), f(y)) = d(z,y) auch
d(z,y) = d(f~1(x), f~1(y)). Daher ist f~! ebenfalls eine Isometrie. Es gilt

d(f o g(x), fog(y)) = dlg(z),9(y)) = d(z,y),
jeweils fiir alle x,y € X. Die Bijektivitat von f und g iibertrégt sich auf die Kom-
position f o g. Die Identitdt x — x ist das neutrale Element. O
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2 2. KURVEN IM RY

Theorem 1.3. Die Isometrien f: R" — R" des R™ sind genau die Abbildungen
der Form

flx)=Az+b
mit A € O(n) und b € R".

Beweis. ,,=—*: Gelte f(x) = Az + b. Dann rechnet man direkt nach, dass es sich
um eine Isometrie handelt.

»,<=" Sei f eine beliebige Isometrie. Durch Addition eines konstanten Vektors
in R™ diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass f(0) = 0 gilt. Wir erhalten

[f(2)] = d(f(x),0) = d(f(x), £(0)) = d(z,0) = |z|

fiir alle z € R™. Da f eine Isometrie ist, gilt | f(z) — f(y)| = |z —y|. Aufgrund der Po-
larisationsformel (oder durch direktes Ausmultiplizieren der quadrierten Normen)
erhalten wir

2(f(x), f(y) =|f(@)> +1fW)I? = |f(x) = f(y)?
=[ol? + 1y ~ |z — ol = 2(a.9).
Somit erhélt f auch das Skalarprodukt. Sei (e;)i1<i<n die Standardbasis des R™.
Wir erhalten (f(e;), f(e;)) = (ei,e;) = d;;. Dies besagt, dass auch (f(e;))1<i<n
eine Orthonormalbasis ist. Daher gilt fiir x € R™

n n

F@) = (@), fle) fle) = D (woen) fle) = Y a'fle).
=1

i=1 i=1
Somit ist f eine lineare Abbildung. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine
lineare Abbildung, die eine Orthonormalbasis auf eine andere Orthonormalbasis
abbildet, durch eine orthogonale Matrix dargestellt wird. O

Definition 1.4. Die Isometrien f(z) = Sx +b, S € O(n), b € R", x € R™ heifen
(Euklidische) Bewegungen.

Die Isometrie f(z) = Sz + b heift orientierungserhaltend oder eigentliche Bewe-
gung, falls det .S =1 fiir die orthogonale Matrix S gilt.

Definition 1.5. Seien z,y € R™\ {0}. Dann heift

(z,y)
|2 - [yl

<(z,y) = arccos € [0, ]

der Winkel zwischen x und y.

2. KURVEN IM R"
2.1. Kurven, Bogenlinge und Umparametrisierung.

Definition 2.1.
(i) Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung o € C* (I,R"), k € NU {0} =
{0,1,2,...} U {oo}, heikt parametrisierte Kurve der Klasse C* im R™.
(i) Eine C'-Kurve a heifit reguliir, falls o/(t) # 0 fiir alle t € I gilt.
(iii) Eine C*-Kurve a: [a,b] — R™ heift C*-geschlossen, falls

aD(a) = aW(b)

fir alle 0 <1 < k gilt.

(iv) Eine Kurve a heifit stiickweise von der Klasse C*, k € NU {oo}, falls es ein
N eNunda; € R, 0 <4 <N, mit I = [ag,an] und a4, q4,,,] € C* fiir alle
0<i<N—1gibt.
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(v) Ist a: [0,27] — R™ eine C*-geschlossene Kurve, so stellen wir die Kurve auch
als Abbildung
a: St >R,
e = aly)
mit ¢ € [0, 27| dar.

Definition 2.2 (Bogenlinge). Sei a: [a,b] — R™ eine stiickweise C''-Kurve. Dann
ist

b
L(a) ::/|o/(t)|dt

die Bogenlénge der Kurve a, wobei die Integration jeweils einzeln {iber Intervalle,
auf denen o von der Klasse C! ist, ausgefiihrt wird.

Definition 2.3. Seien «;: I; — R", i = 1,2, parametrisierte Kurven. Dann heiftt
az Umparametrisierung von o, falls es eine Bijektion ¢ € C* (I3, I1) mit ¢ (t) # 0
fiir alle ¢ € I (also einen Diffeomorphismus) gibt, so dass
g =10
gilt.
¢ heiftt Parametertransformation. Sie heifit richtungstreu, falls ¢’ > 0 gilt und
richtungsumkehrend, wenn ¢’ < 0 gilt.

Zur Umparametrisierung von Kurven der Klasse C* verwenden wir Parameter-
transformationen der Klasse C*.

Lemma 2.4. Auf der Menge aller parametrisierten Kurven in R™ ist ~ mit o ~ (3,
falls B eine Umparametrisierung von « ist, eine Aquivalenzrelation.

Beweisidee. Beachte dazu insbesondere, dass die Inverse einer Parametertranforma-
tion wieder eine Parametertransformation ist und dass die Verkniipfung von zwei
Parametertransformationen (bei geeigneten Definitionsbereichen) ebenfalls eine Pa-
rametertransformation ist. ]

Lemma 2.5. Sei ay eine Umparametrisierung von oy, ag = Qv O .
(i) Dann gilt L(cy) = L(ag).
(ii) Der normierte Tangentialvektor I%é\ ist bei einer orientierungserhaltenden Pa-
rametertransformation invariant, d. h. es gilt

ay _ A
= o .
g |ad]

(11i) Ist aq regulir, so auch as.

Beweis.
(i) Sei o auf I; = [a;, b;] definiert. Dann erhalten wir mit Hilfe der Transforma-
tionsformel fiir Integrale

bo b by
Llas) = / ()] dt = / o (0(0))] - | (1) dt = / o (7)| dr = L{an).

’

Ist ¢’ < 0, so wird der Faktor el — 1 aufgrund der Integraltransformation

durch Vertauschen der Integrationsgrenzen wieder kompensiert.
(ii) Es gilt

A

ah(t)  Foale®)  ale(t) (1)

@b (O]~ [gaa(e®)]  loile®) o'l
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(iii) Dies folgt ebenfalls aus der Kettenregel o ((t)) = o (¢(t)) - ¢’ (¢). O

Definition 2.6. Eine C!-Kurve a: I — R™ heifit nach der Bogenliinge parametri-
siert, falls |o/(t)| = 1 fiir alle ¢t € I gilt.

Bemerkung 2.7. Ist a: [a,b] — R™ nach der Bogenlinge parametrisiert, so folgt
L(a) =b—a.

Theorem 2.8. Sei o: I — R™ eine requlire C*-Kurve, k > 1. Dann gibt es eine
(orientierungserhaltende) Parametertransformation ¢ € C*(J, 1), so dass o o ¢
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Definiere die Bogenlangenfunktion o: I — R fiir ein 5 € R durch

o(t) = j o/ (7)] dr

und setze J := o(I). Wegen o’(t) = |o/(t)| > 0 ist 0 € C*(I, J) invertierbar. Setze
©(s) == o71(s). Wir erhalten aus ¢(o(7)) = 7 zuniichst ¢'(o(7))o’(7) = 1 und
©'(s) = m. Somit gilt

d

Z5@(8)] = la'(p(s))] - s = 1

und wir erhalten die Behauptung.
Es ist {iblich, s als Parameter fiir eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve
zu verwenden. 0

Bemerkung 2.9. Sind «;, ¢ = 1,2, beide nach der Bogenlidnge parametrisiert und
gelte as(t) = a1(e(t)), dann folgt

1= o (t)] = i (e(®))] - €' ()] = ¢ (1)
und daher ist ¢(t) = to & t. Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ist also bis
auf eine Isometrie von R eindeutig bestimmt.

2.2. Die isoperimetrische Ungleichung.

Theorem 2.10 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? beschrinkt und sei
OG das Bild einer nach der Bogenlinge parametrisierten stickweisen C'-Kurve
a:[0,L] — R2. Sei A := |G| der Flicheninhalt von G und L die (Bogen-)Linge
von . Dann gilt
A< Ly
4

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn G ein Ball ist.

Lemma 2.11. Sei G C R? beschrinkt und sei OG das Bild einer stiickweisen
C'-Kurve o : [0,a] — R%. Sei o) injektiv und gelte a(0) = a(a). Sei a(t) =

(z(t),y()T. Dann gilt |G| = Ofx(t)y’(t) dt.

Beweis. Sei v die duflere Normale an G. Nehme an, dass G links der Kurve liegt und
dass diese nach der Bogenléinge parametrisiert ist. Dann sind T = o/ = (2, y")T
und v = (y', —2')T. Nach dem Divergenzsatz gilt

261 = [2= [aivie.n) = [ (n o)) = [/ —pe')(s)ds.
G G oG 0
Da « eine geschlossene Kurve ist, sehen wir mit partieller Integration, dass beide

Summanden denselben Beitrag liefern. Aufgrund der Integraltranformationsformel
gilt die Behauptung auch, wenn « nicht nach der Bogenlénge parametrisiert ist. [J
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Beweis von 2.10. Sei x(t) ohne Einschrdnkung in ¢ = 0 minimal und in ¢t = ¢
maximal. Sei (z(t),7(t)) eine Parametrisierung eines Kreises vom Radius r, ohne

Einschrankung B, (0), der nach orthogonaler Projektion auf die z-Achse dasselbe
Bild wie die Kurve « hat. Es gilt

L L )
2 _ I _ x Yy
A+ 7r —/xy yx ds-/<(g),(x,>>ds
0

0
L

2.1) <[ VEEE - JErsas-in
0

——— —_————
=r, da (z,y)€0B,(0) =la’|=1
Somit ist
(2.2) WA Var2 < A+mr? < Lr

und die isoperimetrische Ungleichung folgt.

Gilt iiberall Gleichheit, so folgt aus der ersten Ungleichung in (2.2) A = 7r2. r
héngt damit insbesondere nicht von der Richtung ab, in die wir die Kurve proji-
zieren. Aus (2.1) folgt (zy' — y')? = (22 + §?)(2"? + y'?), also auch (direktes Aus-
multiplizieren oder: drehe einen Vektor um 90° und benutze die Orthogonalitéit)
(xz’ + 7y’)? = 0. Aus dieser Gleichung folgen die ersten beiden Gleichheitszeichen
in

TV VEAE

y/ 117/ \/W .
(Falls y' = 0 ist, folgt = 0 und die néchste Gleichung gilt trotzdem.) Also gilt x =
+ry’. Da r unabhingig von Drehungen des Koordinatensystems ist, folgt ebenso
y = dra’. Also ist 2% + y? = r2(2"? + %) = r%. a durchliuft also einen Kreis. [

3. KRUMMUNG VON KURVEN

3.1. Definition der Kriimmung von Kurven in der Ebene.

Definition 3.1. Sei o € C* (I,R?), k > 1, reguléir. Wir setzen J := (0 1). Es

1 0
gilt J2 = —1 und (Jv,w) = det(v,w) fiir alle v,w € R2. Identifizieren wir einen
Vektor z = Z mit z := a+1ib C C, so ist beziiglich dieser Identifizierung Jz = iz.
Definiere den Tangentialvektor von o durch 7(¢) := @% Dann ist v mit v(t) :=

Jr(t) in C*=1 (I, R?) und 7(t), v(t) ist ein positiv orientiertes (normiertes) 2-Bein
langs a, d.h. 7(t) ist ein positives Vielfaches von o/'(t), |7(t)| = 1, |v(t)] = 1 und
det(7(t),v(t)) = 1. v heifft Normale (Einheitsnormale) an . Somit steht v senkrecht
auf 7: (7(¢),v(t)) = 0. (Sie ist eindeutig bestimmt.)

Sei o € C? (I , Rg) nach der Bogenlénge parametrisiert. Dann definieren wir die
(orientierte) Kriitmmung x: I — R von « durch

K(s) := (o (s),v(s))-
Ist o nicht nach der Bogenlédnge parametrisiert, so definieren wir die Krimmung

von « durch
1

Ra = Raop © SD_ 5
wobei ¢ eine orientierungserhaltende C2-Parametertransformation ist, so dass o
nach der Bogenldnge parametrisiert ist.

Den Beweis, dass die Kriimmung einer nicht nach der Bogenlédnge parametrisier-
ten Kurve wohldefiniert ist, lassen wir als Ubungsaufgabe.
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Lemma 3.2. Sei a: I = R? eine regulire C?-Kurve. Dann gilt
_ det(a’(2),0"(t))
S PO
Ist « ein Graph, also von der Form a(z) = (z,u(z)) mit u € C*(I,R), so gilt
u//(x)
(L+ (@ (@)2)*

Beweis. Sei a o p nach der Bogenlidnge parametrisiert und gelte ¢’ > 0. Wir leiten
zunéchst Formeln fiir die Ableitungen von ¢ her:

k(z) =

L=|(ae @) (s)] = la'lps)] - ¢ (s),

, _ 1
? ) = e
"(s) = Ll W (e(s) e (pls)) - £ (5))
v @ ()P 2 Ja'(e(s)] ’
1

— <O/l(t) . (90/ (p_l(t)))2 _ <Ta(t)|aa0j;/t()t|)2>7'a(t) ’ Jo/(t) ) (,O/ (90_1(t))>
1

= WW”@) —{@"(t), 7a(t))a(t), J7a(t))

_ det(ra(t),a”(t) _ det(c/(t),a”(#))
o’ (t)[ o’ (1)

Im graphischen Fall erhalten wir aus «(z) = (z,u(z))? fiir die Ableitungen o/(z) =

(1,4/(z))T und o' (x) = (0,u” (x))T. Mit |o/(z)| = /1 + (v/(2))? folgt die Behaup-
tung. O

Bemerkung 3.3. Sei o € C? (I,Rz) nach der Bogenlédnge parametrisiert. Sei
so € I = int I. Definiere die beiden Halbebenen

Et = {z eR*: (z — a(so),v(s0)) > 0}
und
E™ = {z eR*: (z —also),v(s0)) <0} .

Setze h(s) := (a(s)—a(so),v(sp)). Dann sind h(s) > 0 und a(s) € E* sowie h(s) <
0 und a(s) € E~ jeweils dquivalent. Es gilt h(sg) = 0, h'(so) = (& (s0),v(s0)) =0
und 1 (sg) = (&’ (s0), (s0)) = K(s0). Nach Taylor erhalten wir h(s) = r(so)(s —
50)%+0(|s—s0|?). Somit erhalten wir im Falle x(sg) > 0, dass a(s) € E7 fiir s # sg
nahe bei sg gilt (Linkskurve). Eine entsprechende Aussage gilt fiir x£(sp) < 0 und
a(s) e E-.

Lemma 3.4. Sei F(z) = Sz +a mit S € O(2) und a € R? eine starre Bewegunyg.
Sei o € C? (I, Rz) nach der Bogenlinge parametrisiert. Setze & := F o a. Dann
gelten

7=81, v=detS-Sv, wund K=detS k.
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Beweis. Wegen |&/| = |[S¢/| = |o/| = 1 ist & ebenfalls nach der Bogenlénge parame-
trisiert. Es gilt 7 = ‘Sdofi = Sa’ = S7. Weiterhin gilt (&, Sv) = (S¢/, Sv) = (¢/,v) =
0, |Sv| = |v| = 1sowie det(&/, Sv) = det(Sa’, Sv) = det S-det(a’,v) = det S. Somit
ist 7 = det S - Sv die gesuchte Normale liangs F' o o.. Schlieflich gilt

k= (a",v) =detS-(Sa",Sv) =det S - k. O

Das nachfolgende Lemma erklirt die geometrische Bedeutung der Kriimmung
einer Kurve.

Lemma 3.5 (Schmiegekreis). Seia € C? (I,R?) regulir, ohne Einschrinkung nach
Lemma 3.4 und Umparametrisierung (Satz tber implizite Funktionen) lokal sogar
von der Form a(z) = (z,u(x)). Sei zo € I.

(i) Ist k(zg) = 0, so ist « bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu der Geraden
B(z) = (z,u(z0) + (¥ — 20) - v (20)), d.h. es gilt |a(x) — B(x)| = o(|x — x0]?)
oder |u(z) — u(xo) + (z — x0) - v/ (20)| = o(|x — x0]?).

(i) Ist k(xo) # 0, so ist a bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu einem Kreis
’ T
B mit Mittelpunkt (zo,u(zo))T + - (Cull) (z0) und Radius —*—, d.h. es

K@) \/1+[u'2 r(z0)’

gelten in Graphendarstellung
B(x) = (z,h(z))"

mat
x) = — sign(k(z #—x—x w(@o) 2
M) = —sign(slo)y| Ty Ot ) T @)
+ u(xo) + !
" (o) /T+ (W (o))?

und
() = B(x)| = ol|x — xo|?)

oder

[u(a) — h(@)| = of|z — xo|?).

Sind oo @ und B o) nach orientierungserhaltenden Parametertransformationen ¢
bzw. ¥ nach der Bogenlinge parametrisiert und ist ¢©(sg) = xo = ¥ (sg), so gilt
ebenfalls |a 0 o(s) — B0 (s)] = olls — sol2).
Bewets.

(i) Folgt direkt nach Taylor.

. . . _ o ud@)
(ii) Es gilt mit k(z) = T (227

st [ o 1
SN ED] \/1 e L M PR BV wn )

_ -1
~ r(z0)

= U(l‘o)7

h(z) = - ;sign(n(mo))\/i (m —xo + s (o) ) ’
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= |r(wo)] - sign(k(x0)) -/ 1+ (v/(20))* -
=k(z0)

=/(z9),
2
L :signw(xo))_( (o) ) sign(r (o))
. (o) wor)

Wark

= sien(k(zg)) - |k(xo)|® - W) 2 u' () ’
- senllanl) o) (o (o)) (H(xo)' u’(xo))2>

+ sign(r(zo)) - [£(zo)| - V14 (w'(20))?
= r(z0) - (1+ (' (20))?)** = u" (o).

Die Behauptung folgt nun ebenfalls nach Taylor.
Wir halten fest, dass a(xg) = B(z0), &' (z9) = B'(z¢) und o’ (z9) = " (x0) gelten.
Es gilt 1 = [(ao @)/ (s)] = |/ (w(s))] - ¢'(s) =8 (¥(s))] - ¥'(s) und daher insbe-

sondere ¢’(sg) = ¥’ (so). Nochmaliges Differenzieren liefert
0= LD TN (o142 1 o (p(e)] - " (5).

o/ (p(s))]

Da aber a(xzp) = B(x0), o/ (xg) = '(x0) # 0 und o’'(xo) = 5" (x0) gelten, folgt
auch ¢”(sg) = 9" (sp). Somit folgt auch die letzte Behauptung mit Taylor. O

Lemma 3.6. Sei oo € C? (I, RQ) nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann gelten
fiir T = o und v = J7 die Gleichungen

!
T =KV,

!
vV = — KT

LO=(%00)

oder

Beweis. Aus (7(s),7(s)) = 1 folgt durch Differenzieren 0 = 2(r(s),7'(s)). Damit
und nach Definition der Kriimmung (k(s) = (a'(s),v)) sowie 7(s) = o/(s) folgt
die erste Gleichheit. Differenzieren von 0 = (7, v) liefert x = (7', v) = —(7,v'). Aus
|v] =1 folgt wie oben, dass (v/,v) = 0 gilt. Die Behauptung folgt O

3.2. Kriimmung von Raumkurven.

Definition 3.7. Sei a € C?(I,R") nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann
definieren wir die Kriimmung «(s) € [0,00) von « im Punkt s durch

k(s) :== | (s)].
Beispiele 3.8.

(i) Die Kurve a(s) =r (cos 2, sin 2)7 r > 0, ist ein nach der Bogenlédnge parame-
trisierter Kreis. Es gilt

fiir alle s.
(ii) Eine Gerade a(s) = mg + s - € mit 79 € R™ und e € S"~! hat {iberall die
Kriimmung Null.
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(iii) Seien r,a € R und L > 0 noch zu wéhlen. Dann ist die Schraubenlinie

(1) = Lorsin L ot
a(t) = |reos 7,rsing,ay

wegen |o/(t)] = Vr? + a2+ genau fiir L = 72+ a? nach der Bogenlinge
parametrisiert. Somit ist
T
t = —-———
W) =

fiir alle ¢.

Definition 3.9. Sei o € C*! (I, R") reguléir. Eine Familie (v;)1<;<, von Funktionen
v; € CY (I,R™) heifit ein lings a begleitendes n-Bein, falls
o' (t)
vy (t) = und  (v;(t),v;(t)) = d;;
| (2)] ! ’

fir alle 1 < 14,5 <n und alle t € I gelten.

Man vergleiche das folgende Resultat mit dem Satz der Linearen Algebra, dass
jede differenzierbare Familie A(t) orthogonaler Matrizen mit A(0) = 1 eine schief-
symmetrische Ableitung A(0) besitzt.

Lemma 3.10. Seien v; € C* (I,R"), 1 <i <n, und to € I beliebig. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(Z) <vi(t)vvj(t)> = 51‘3' fir allet € I und alle 1 < 1,5 <n.
(ii) Es gibt eine t-abhingige Matriz A = (a;;) € CO (I, R™ ™) mit A= —AT | also
ai;(t) = —a;i(t) fir alle 1 <i,j <n,

n
’U; = Zaijvj f’IIT 1 S ) S n und <1}i(t0),’l}j(t0)> = (Sij.
Jj=1

Beweis.
»(1) = (ii)*: Da die Vektoren v; eine Orthonormalbasis bilden, lésst sich jeder

n
Vektor (und damit insbesondere auch v}) hiermit darstellen. Es gilt v, = > a;;v;
j=1
mit a;; = (v}, v;). Wir erhalten
aji = (j, vi) = (vj,v:)’ —(vj, v}) = —ai;.
——
=0

»(il) = (i)*: Definiere g;; := (v;, v;). Dann gelten g;;(t9) = J;; und
J j J J

n n
ggj - <U£”Uj> + <Ui”U;> = <Zaikvk7’u]’> + <Ui7za’jkvk>
k=1 k=1
n n
= Zaikgkj + Zajkgik.
k=1 k=1

Damit 16sen die Funktionen (9ij)1§i,j§n ein lineares System von n? gewdhnlichen
Differentialgleichungen. Da a;; schiefsymmetrisch ist, 16st d;; dieses System eben-
falls,

n n
/
E aikékj + E ajkéik =a;; + a5, = 0= 51]
k=1 k=1

Der Eindeutigkeitssatz fiir gewhnliche Differentialgleichungen liefert nun g;;(t) =
(Si]‘. U
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Definition 3.11. Sei a € C?(I,R?) eine nach der Bogenléinge parametrisier-
te Kurve mit k(s) # 0 fir alle s € I. Dann heiflt « Frenetkurve. T, N, B mit
T,N,B: I — S? C R? heifit Frenet-Dreibein zu o und ist durch

T :=co (Tangentenvektor),

1

N := o7 (Hauptnormalenvektor)
a
und
T! Nt T?°N3 —T?N!
B:=TxN=|T?|x|N?| =|T3N!-T'N3 (Binormalenvektor)
T3 N& T1N2 _ T2N1

definiert. Dabei heifit ,, x“: R?® x R® — R3 mit der angegebenen Definition Kreuz-
produkt. Wir definieren die Torsion von «, 7: I — R, durch

7(s) == (N'(s), B(s)).

Lemma 3.12 (Frenetgleichungen). Sei o € C? ([, R3) eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T, N, B. Dann gilt

T =kN,
N' = — kT + 7B,
B'=—-7N
oder
T’ 0 Kk 0 T
Nl l=|l-x« 0 7 N
B’ 0 -7 0 B

Beweis. Nach Lemma 3.10 wissen wir, dass die Matrix schiefsymmetrisch sein muss.
Nun gilt T = o’ und T = o = kN nach Definition von x und N. Weiterhin nach
Definition gilt 7 = (N’ B). Somit ist die Matrix eindeutig bestimmt. d

Theorem 3.13. Sei a € C? (I, RS) nach der Bogenlinge parametrisiert.

(i) Ist k =0, so ist a(I) Teilmenge einer Geraden.
(ii) Ist « € C® und eine Frenetkurve mit T = 0, so liegt a(I) in einer Ebene.

Beweis.
(i) Aus k = 0 erhalten wir o = 0. Integrieren liefert a(s) = p + sv fiir p,v € R3.
(ii) Nach Annahme und den Frenetgleichungen erhalten wir B’ = 0. Also gilt
B(s) = b fiir ein b € S* € R3. Mit o/ = T L B erhalten wir (a(s),b)’ =
(a/(s),b) = 0. Somit ist («(s),b) konstant und wir schlieRen «(I) C {x €
R3: (x,b) = a} fiir ein a € R. O

Theorem 3.14. Seien k € C1(I) mit k > 0 und w € C°(I) gegeben. Dann gibt es
eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve o € C3 (I, R?’) mit Kriimmung k =
k und Torsion T = w. Bis auf eine orientierungserhaltende FEuklidische Bewegung
ist o eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei T, N, B eine C'-Loésung des Differentialgleichungssystems

T 0 k 0 T
Nl=|-k 0 w N
B’ 0 —w 0 B

mit gegebenen Anfangswerten T'(sg) = e1, N(sg) = ez und B(sg) = ez. Diese
existiert nach Picard-Lindeléf. Nach Lemma 3.10 bilden diese Vektoren fiir jedes



4. HYPERFLACHEN 11

s eine Orthonormalbasis. Setze a(s) := [T(0)do. Dann ist a € C? (I,R?), da
S0

T € C' ist und ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Wir erhalten o/ = T und
o' =T = kN. Damit folgt ¥ = x und N ist die Hauptnormale an «. Wegen
k,N € C* erhalten wir o € C3. Es gilt det(T, N, B) = 1. Zuniichst ist dies fiir
s = sg klar und folgt dann allgemein aufgrund der Stetigkeit und dass die drei
Vektoren stets eine Orthonormalbasis bilden. Somit ist B der Binormalenvektor an
die Kurve a. Wegen 7 = (N’, B) = w ist die Torsion wie angegeben.

Zur Eindeutigkeit: Nach einer Euklidischen Bewegung diirfen wir annehmen, dass
eine beliebige Losung 8 mit 7', N und B in s

T=T, N=N, und B=B

erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen gewShnlicher Differentialgleichun-
gen gilt dann iiberall (T, N, B) = (T,N ,3). Nach Integration sehen wir, dass

B(s) — a(s) = B(so) — a(sp) konstant ist. Somit stimmen « und g bis auf eine
Euklidische Bewegung iiberein. O

4. HYPERFLACHEN

4.1. Induzierte Metriken. Wir betrachten Hyperflichen (zunéchst) als Abbil-
dungen. Alternativ kann man Hyperflichen auch als Teilmengen betrachten. Dies
ist jedoch technisch aufwéandiger.

Definition 4.1.

(i) Sei ©Q C R™ offen. Eine Abbildung X € C* (Q,R'), k € N\ {0} U {00}, heift ei-
ne (reguldr parametrisierte) n-dimensionale Hyperfliche oder n-dimensionale
Immersion der Klasse C*, falls rang DX (x) = n fiir alle z € Q gilt. Wir schrei-
ben auch dX fiir DX. Die Bedingung an den Rang heiftt, dass die Vektoren

0X 0X
fiir alle z € € linear unabhéngig sind.

(i) Ist I =n + 1, so heift X : Q — R™*! Hyperfliche.

Ist n = 2, so heift X: Q@ — R! Fliche.

(iii) Eine Immersion heifft Einbettung, falls X : Q — X () ein Homdomorphismus
ist, wobei wir auf X (Q2) die Unterraumtopologie verwenden. (In der Topologie
verlangt bei einer Einbettung lediglich, dass X: @ — X () ein Homdomor-
phismus ist.)

(iv) Der Unterraum

im DX (z) = <g;(1(x),...,gji(x)>

heifst Tangentialraum von X im Punkt xz. Wir schreiben T,M. Der affine
Unterraum X (x)+im DX (z) heifft affiner Tangentialraum. Wir sprechen auch
von Tangentialebenen oder, genauer, Tangentialhyperebenen.

(v) Betrachte ab jetzt nur noch Hyperflichen, also Abbildungen X: Q — R?*!
mit @ C R™. Eine stetige Funktion v: 2 — R™ heiftt Einheitsnormale an die
Hyperflache lings X, falls |v(z)| = 1 und v(z) L im DX (z) fir alle z € Q
gelten.

(vi) Ist X: Q — R? eine immersierte Fliiche und  zusammenhiingend, so gibt es
genau zwei Einheitsnormalen ldngs X, ndmlich

v Q- S?Pc R mit v (z) =+
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wobei wir die Abkiirzungen X;(z) := 92 (z) verwendet haben. (Bis auf die

explizite Formel gilt dies auch fiir Hyperflichen in beliebiger Dimension.)

Beispiel 4.2 (Graphen). Sei Q C R" offen. Sei u € C*. Dann ist der Graph von
u, graphu, das Bild der parametrisierten Hyperfliche

X: QR
X(2) = (z,u(z))T € R" x R,

Es gilt DX(z) = (X1,...,X,) = ( L ) Die Bedingung rang DX (x) = n ist

Du
offensichtlicherweise fiir jede C'-Funktion u erfiillt. Eine Normale ist durch v(z) =
T
% gegeben. Bei Graphen wollen wir stets die ,untere“ Normale, d.h. die

Normale mit (v, e3) < 0, verwenden. Beachte: Dies ist genau die umgekehrte Wahl
des Vorzeichens verglichen mit ebenen graphischen Kurven. Die Unterschiede sind
historisch bedingt.

Beispiel 4.3 (Rotationsflichen). Sei a: (a,b) — {z € R*: 22 = 0 und z' > 0} ei-
ne regulire Kurve in der ,rechten“ Halbebene der 2! — z3-Ebene. Schreibe

a(t) = (r(t),0,h(t)".
Durch Rotation um die z3-Achse erhalten wir eine immersierte Hyperfliche

X: (a,b) xR — R?

mit
cosp —sing 0 r(t) r(t) cos
X(t,p)=|sing cosp O 0 | =1 r)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Ubung: Uberpriife, dass dies eine immersierte Fliche ist und bestimme eine Nor-
male.

Beispiele 4.4.
(i) Die Kurve R > ¢ — (1 +e?) (cost,sint)T € R? ist eine Einbettung.
(ii) Die Kurve v: (—o0,27) — R? mit

{(u)T t <0,

t =
70 (cost,sint)l t>0

ist eine injektive Immersion, jedoch keine Einbettung.

Bemerkung 4.5. Sei X: Q — R**! eine Immersion. Sei z; € Q. Dann haben wir
den Tangentialraum T, M definiert. Naiv konnte man daran denken, mit y := X (z)
diesen Tangentialraum als T, M zu bezeichnen und als im DX (X _1y) zu definieren.
Ist X jedoch nicht mehr injektiv, so mag es x1,75 € X 1({y}) mit im DX (z1) #
im DX (x2) geben.

Definition 4.6 (Erste Fundamentalform). Sei Q C R™ offen. Sei X € C* (Q, R™!)
eine regulére Hyperflache. Dann heifst die Bilinearform

9()(u,v) = (DX (2)(v), DX ()(u))

fir z € Q und u,v € R™ die erste Fundamentalform von X. Die Schreibweise
u+— DX (x)(u) soll auf die Linearitét der Abbildung hinweisen.

g€ C’(Q,L* (R",R™;R))
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ist eine stetige Abbildung von 2 in den Raum der bilinearen Abbildungen R™ x
R™ — R. Beziiglich der Standardbasis ist g durch die Koeffizienten(funktionen)
gw . Q — R,
gij(x) = (Xi(x), X;(2)) = (dX (2)(e:), dX () (e;))
fir 1 < 4,5 < n gegeben. Die zugehorige Matrix G = (gi;)1<i,j<n bezlglich der
Standardbasis des R™ sei G: Q@ — R™ " und ist durch G(z) := dX(2)TdX(X)
gegeben. Wir werden spéter auch g fiir diese Matrix schreiben.

Bezeichnen wir Komponenten von X im R™*! mit kleinen griechischen Indices
und partielle Ableitungen mit kleinen lateinischen Indices, so erhalten wir

n
§ : a B 0X 0X
9ij = . lXi (;ang = <aji s 7xj > .

Bemerkung 4.7.

(i) Fiir jedes x € 2 ist g(x) ein Skalarprodukt auf R™.
a) g(x) ist symmetrisch:

9(x)(u, v) = (dX (x)(u), dX (x)(v)) = (dX (x)(v), dX (x)(u)) = g(z)(v, u).
Dabher ist auch die Matrix G = (g;;) symmetrisch: g;; = g;; fiir alle 1 <
1,7 < n.

b) g(jx) ist bilinear: Seien A, € R und vy, vz, u € R™. Dann gilt

9(@)(Avy + pog, u) = (dX (2)(Avr + pva), dX () (u))

= (AdX () (v1) + pdX () (va), dX () (u))
= MdX (2)(v1), dX (z){u)) + p(dX (z){v2), dX () (u))
— Ag(@) (o1, 6} + g () (02, u).
Da g(x) symmetrisch ist, ist es auch in der zweiten Komponente linear.
c) g(x) ist positiv definit: Sei v € R™. Dann gilt
9(@)(v,v) = (dX ()(v), dX (z)(v)) = |dX (2){v)[* > 0.

Im Falle von Gleichheit folgt aus der Dimensionsformel dimker dX (z) =
dimR™ — dimim dX () = 0. Also ist dX (z) injektiv und es folgt v = 0.
(ii) Die Abbildung dX(x): (R, g(z)) — (imdX(z), (-, )gn+1) ist eine Isometrie
zwischen Euklidischen Vektorrdumen. Es gilt ndmlich
|dX (2)(v)[gs = 9(2) (v, v) = [[v]]5(a)-
(iii) Seien u,v € R™\{0}. Dann erfiillt der Winkel zwischen den Vektoren d X (z){u)
und dX (x)(v) aufgrund der Isometrieeigenschaft
(dX (z)(u), dX (z)(v))
|[dX () (u)] - |dX (z){v)|
g(x)(u, v)

= arccos ———————— =! Jyz)(u, v).
Tallgo - Tolge

<(dX (x)(uy,dX (z){v)) = arccos

(iv) Ein Skalarprodukt, das von = € € abhéngt, heift Riemannsche Metrik auf
Q. Ist klar, an welchem x € Q) das Skalarprodukt g(x){-,-) ausgewertet wird,
schreibt man haufig g(u,v) statt g(x){u,v).

(v) Statt von der ersten Fundamentalform sprechen wir haufiger von der (indu-
zierten) Metrik, die aber etwas anderes als die Metrik d(-, ) eines metrischen
Raumes ist.
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Lemma 4.8. Sei Q C R™ offen und X € C* (Q,R”‘H) eine reguldre Hyperfliche.
Sei o : [a,b] — Q eine C'-Kurve. Dann ist die Metrik die eindeutig definierte
stetige symmetrische n X n-Matriz (genauer: Tensor), so dass

b

L(Xoa)= / S gis () (o (H)i (o (1)) dt

v \ig=1

fir alle solchen Kurven gilt.

Bemerkung 4.9 (Einsteinsche Summenkonvention). Wir wollen die Einsteinsche
Summenkonvention verwenden. D. h. wir summieren iiber doppelt auftretende Indi-
ces (einmal ,oben” und einmal ,unten) und zwar von 1 bis n fiir lateinische Indices
(da © C R™) und von 1 bis n + 1 fiir griechische Indices (da im X C R"*!). Wir
summieren nicht (nochmals), wenn bereits explizit Summen (}°) dastehen. Wir
schreiben 6 = (6ap)1<a,g<n+1 flir das Euklidische Skalarprodukt. Beispiele:

n+1
gi; VW7 = Z 9 V'W oder gij = Xf0ap X = Y Xf0apX] = (Xi, Xj)ps.
3,J=1 a,p=1

Beweis von Lemma 4.8. Setze v := X o a. Dann gilt nach Definition und Ketten-

regel
b b b
— [ ol = [ DX (@) @) = [ X)) o] d
ab a a
- / V@)X (1), ] (D) @ (0

/ \/ 917 ) ()i (¢) dt.

Dies gilt fiir alle Kurven, insbesondere auch fiir solche mit o/ € {e;,e;,e; +¢€;,e; —
e;}. Wegen der Stetigkeit von g und der Polarisationsformel charakterisiert das die
Metrik g.

O

Beispiel 4.10 (Erste Fundamentalform von Graphen). Sei X mit X (z) = (z,u(x)),
x € Q C R", ein Graph. Dann erhalten wir X;(z) = (e;, u;(x)) und g”( x) =
0ij + ui(z)u;(z), also

1+ u% UL ...  ULUp
uus 1+ u% L. UQUp
(9ij)1<ij<2 =
2
UL Uy, UgUy, ... 14us

Ist v: I — Q C R” eine C'*-Kurve, so folgt

n

L(Xoy) = / Z (513 + uz|7(t ujl'y(t)) (t)V/j (t) dt.
T\ =1

Bemerkung 4.11. Um den Flicheninhalt zu definieren, leiten wir zunéchst einen
Ausdruck fiir den Fliicheninhalt von Parallelogrammen her. Seien u,v € R?\ {0}
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beliebig. Dann hat das von ihnen aufgespannte Parallelogramm den Flacheninhalt

U\ U
v—(v, )
ul / Jul

=Hohe

WU o ol — )

= VIvRlul? = 2(u,v)? + (u,v)?

= VI[P ul? = (u,v)?.

Damit das Fldachenelement nach Integration fiir affin lineare Funktionen auf recht-
eckigen Gebieten den fiir Parallelogramme bekannten Wert ergibt, setzen wir fiir
X e C* (2, R?)

dA = A(X1, Xo) da'da? = /| X1 P Xo]? — (X1, X,)? da

— /911922 — g% dr =  [det (g, () d.

Man kann zeigen, dass der vermoge [ dA definierte Flicheninhalt fiir injektive Im-
Q
mersionen X : Q — R? mit dem zweidimensionalen Hausdorffmaf #2(im X) iiber-

einstimmt. Entsprechendes gilt in n Dimensionen.

A =lul -

Definition 4.12. Sei X: Q — R"*! eine Immersion. Dann definieren wir den
Flacheninhalt von X als

A(X) = /w/det(gij) =: Ag(Q).
Q

Fiir eine messbare Teilmenge E C (2 definieren wir
A(E) := / \/det(gijz).
E

Beispiel 4.13. Sei X mit X (z) = (z,u(x)), x € Q, ein Graph. Dann gilt det(g;;) =
det(d;; + wju;) = 1+ |Du|?. Somit erhalten wir

A(X) = /\/1 + | Dul?.
Q

Definition 4.14. Seien 2, C R" offen. Sei X: Q — R eine C*-Hyperfliche,
k > 1. Dann heifit X: Q — R*+*! Umparametrisierung von X, falls es einen C*-
Diffeomorphismus ¢: Q — € mit

X=Xo %)

gibt.

Der Diffeomorphismus ¢ ist i. a. nicht eindeutig bestimmt, wenn X nicht bereits
injektiv ist. Z. B. stimmen X (¢,9) = (cosd,sind, )T, (t,9) € R?, und X o ¢, mit
i (t,9) := (t,9 + 2rk)7T fiir alle k € Z iiberein.

Bemerkung 4.15. Auf der Menge der parametrisierten C*-Hyperfliichen ist die

Relation
X ~X <= X ist eine Umparametrisierung von X

eine Aquivalenzrelation.

Theorem 4.16 (Transformationsverhalten der Metrik). Sei X € C* (Q,R"*1)
eine requldre Hyperfliche.
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(i) Sei : Q= Q ein Diffeomorphismus, also X:=Xo p eine Umparametrisie-
rung von X. Dann gilt fir die zugehérigen Metriken

9(x)(v, w) = g(p(x)){dp(v), dp(w))

oder, jeweils dquivalent dazu, mit G = (g;;) und p¥ = %‘if

G = (de) (Go)(dp) oder gij(x Z g1 0 p(x) @k (2)¢h(2) = grplel.
k,l=1

(i) Ist B: R — R eine Buklidische Bewegung und X = Bo X, so gilt

g=g.
Beweis.
(i) Es gilt

§(v,w) = (d(X 0 @) (v), d(X o p)(w)) = ((dX)|dp(v), (dX)]pdp(w))
= 9lo((dp){v), (dip)(w)).

Somit erhalten wir

9ij = 9(eis €5) = glo((de)(eq), (de){e;)) = glo (i, @) Z grile i ey
k,l=1

Direkt kénnen wir die Formel fiir die Metrik G auch wie folgt herleiten:
G =(d(X 0 ))Td(X o) = (dX|odp)"dX]|,dp
=dp" ((dX],)" (dX|y)) dip = dp™ ((dX)T(dX))]pdp = dp” G| ,dep.

(ii) Wir stellen B in der Form Bz = Sz 4 a mit S € O(3) und a € R? dar. Dann
gilt dB(x)(y) = Sy. Also folgt

() (v, w) = (d(B o X)(x)(v), d(B o X)(x)(w))
= (5dX (2)(v), SdX (X)(w)) = (dX (z)(v), dX (x)(w))

=9(z){v, w). O
Bemerkung 4.17. Man iiberlege sich, wie sich die Inverse der Metrik transfor-
miert. Ubung.

Nun wollen wir herleiten, dass Bogenlédnge, Winkel und Flacheninhalt von der
Wahl der speziellen Parametrisierung unabhéngig sind. Beachte, dass wir dazu le-
diglich das Transformationsverhalten der Metrik und nicht die Abbildung X be-
nutzen werden.

Korollar 4.18. Sei X € C! (Q,R”“) eine regulire Hyperfliche. Sei p € C* (Q, Q)
ein Diffeomorphismus und X=Xo © eine Umgammetrisierung von X. Wir be-
zeichnen die induzierten Metriken von X und X mit g bzw. g. Dann gelten die
folgenden Beziehungen fir Linge, Winkel und Flacheninhalt:

(i) Ly(po~) = Ly(y) fir alle C*-Kurven ~v: I — ().

(i) Dg(p(2))(do(x)(v), do(z)(w)) = Cg)(v,w) fir alle x € Q und alle v,w €

R {0}, .
(iii) Ag(p(E)) = Ay(E) fir alle messbaren Teilmengen E C Q.

Beweis. Nach Theorem 4.16 gilt g(o(x))(de(x){v), dp(z)(w)) = §{v,w). Somit ist
ldp(z) (W) lg(p(zy) = IVllae)  und  Lg(o)) (de(z)(v), do(z)(w)) = <a) (v, w).
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Nach Kettenregel gilt (¢ 0 v)'(t) = dp|,)7/(t). Somit erhalten wir
Ly(poy) = / ldely )Y (Dllg (o) dt = / 17 ) llg vy dt = Lg ().
1 T

Schlielich erhalten wir aus dem Transformationsverhalten der Metrik, der Trans-
formationsformel fiir Integrale und der Determinantenmultiplikationsformel

Ag(p(E)) = /vdetG:/\/detGo¢~|detdcp|
B

p(E)

= / \/det((dgo)T(G op)dp) = Ay(E). =

E
Es gibt folgende spezielle Umparametrisierungen:

Definition 4.19. Eine Hyperfliche X € C' (Q,R""!) heift

(i) langentreu parametrisiert, falls
L(X oy) = Le~(7v)

fiir alle Kurven v: I — ( gilt.
(ii) flichentreu parametrisiert, falls

AX]y) = Agn (V) = |V

fiir alle messbaren Mengen V' C € gilt.
(iii) winkeltreu oder konform parametrisiert, falls

<(dX (x)(v),dX (x){w)) = <gn (v, W)
fiir alle € Q und alle v,w € R™\ {0} gilt.

Bemerkung 4.20.

(i) Im allgemeinen gibt es zu einer Abbildung X : Q — R? keine lingentreue Um-
parametrisierung. In héheren Dimensionen funktionier dies umso weniger. Ein
Gegenbeispiel ist jede Parametrisierung einer offenen Teilmenge von S2. Dies
benotigt jedoch etwas Theorie (Theorema egregium). Anschaulich bedeuted
dies, dass man flaches Papier nur mit groferen Eingriffen (Falze, Reifen) in
Kugelform bringen kann.

(i) Konforme Parametrisierungen gibt es fiir Flichen X: Q — R?® mit Q C R2,
im allgemeinen aber nicht fiir hdherdimensionale Hyperflichen. Die Existenz
einer solchen Parametrisierung erfordert jedoch Kenntnisse iiber partielle Dif-
ferentialgleichungen.

(iii) Fldchentreue Parametrisierungen kann man durch das Lésen von gewdhnlichen
Differentialgleichungen finden.

Lemma 4.21. Sei X € C' (Q,R""!) eine Fiche mit Metrik G = (gij)1<i,j<n-
Dann gilt

(1) X ist genau dann lingentreu, wenn G = (0;;) gilt.
(i) X ist genau dann flichentreu, wenn det G = 1 gilt.
(i11) X ist genau dann winkeltreu oder konform parametrisiert, wenn es eine Funk-
tion A\: Q@ — Ry mit G = \*(8;5) gibt.
(iv) Insbesondere ist also X genau dann lingentreu, wenn X flichentreu und win-
keltreu ist.

Beweis.
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(i) , <= Gilt g;; = d;j, so so erhalten wir aus Lemma 4.8 L(X o~) = Ly(vy) =
Lga (7).
»==" Sei X langentreu. Seien xy € {2 und v € R™ beliebig. Betrachte die
Kurve v(t) = zo + tv. Da X liingentreu ist, erhalten wir

g(@o)(v,v) = hm \/mdt— hm L (Vlo.e)

eN\0 6

= gl\% gLRn (Ylo,e1) = Ivl-

Mit Hilfe der Polarisationsformel erhalten wir g;; = d;;.
(ii) ,,<=": Dies folgt direkt aus Definition 4.12, da det(g;;) =1 gilt.
»=—" Sei wiederum zy €  beliebig und B (x¢) = {z € R™: |z — x| < £}
der iibliche Euklidische Ball. Dann gilt

. 1
Vdet G(zg) = hm / VdetG = gl\r‘% %7./4 (X5, (20))

NO wypem
B (IU)

—Agn (B:(20)) = 1.

= lim
eNO0 w,L

(iii) ,,<==": Dies folgt nach Bemerkung 4.7 (iii), da sich die zusétzlichen Faktoren
A gerade kiirzen.
»—>": Wir benutzen nochmals Bemerkung 4.7 (iii) und erhalten

912 =g(e1, e2) = [leally - [[e2llg - cos <(dX (er), dX (ea))

=llexllg - lle2llg - cos <rn(er,e2) =0
sowie

g11 — ga2 =g(e1 +e2,e1 —e2) = |ler +eally - [[er — eal4 - cos Ty (e1 + e, e1 — €2)
=|ler + eallg - |ler — ez||¢ - cos <trn(e1 + e2,e1 —e2) = 0.
Entsprechende Rechnungen liefern fiir beliebige 7 # j die Gleichungen g;; =
0 und g = gj;- Mit A\ = /911 = /gii, © beliebig, erhalten wir also die

gewiinschte Darstellung.
(iv) Ist klar. O

Korollar 4.22. Sei X € C*! (Q,R"*l). Wir wollen angeben, welche Gleichung ein
Diffeomorphismus ¢: Q-0 erfiillen muss, damit wir eine spezielle Parametrisie-
rung fir X erhalten:

(i) G = (dp)T (G o @)dp =1 fiir eine lingentreue Parametrisierung,

(ii) det G = (det G)o - (det dp)? = 1 fiir eine flichentreue Parametrisierung und
(iii) G = (d)T (G o p)dp € Ry -1 fiir eine winkeltreue Parametrisierung.
Theorem 4.23 (Existenz flichentreuer Parameter). x Sei X € C* (Q,R3) eine
requldre Fldche und o € ). Dann gibt es eine Umgebung U wvon xy und einen
Diffeomorphismus ¢: U — @(U) C Q mit p(xg) = xo, so dass X o p: U — R?
flichentreu parametrisiert ist.

Beweis. Nehme ohne Einschréankung z¢ = 0 an. Wir machen fiir ¢ den Ansatz
© (xl,mQ) = (xl,w (ml,xQ)) mit ¥(0,0) = 0.
Es folgt dp = < Lo ) Wir haben in Korollar 4.22 gesehen, dass X o ¢ genau

Y1 e
dann flichentreu ist, wenn det(G o) - (det dp)? = 1 gilt. Es geniigt also, eine glatte
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Losung ¢ des Anfangswertproblems

oY 1

@(x) B Vdet G(z1, 9 (at, 22))
zu finden. Eine solche Losung existiert nach Picard-Lindeldf fiir ein ¢ > 0 in B.(0)

und hingt glatt von x € B(0) ab. (Dieses Argument funktioniert auch fiir X €
C?) O

mit  (z',0) =0

5. KRUMMUNG VON HYPERFLACHEN
5.1. Zweite Fundamentalform und Weingartenabbildung.

Definition 5.1. Sei X € C? (Q, R"“) regulér mit einer Einheitsnormalen v: Q —
S™ langs X. Dann heiftt A mit

A(z)(v,w) := — <d2X(x)<v, w), 1/>

fir x € Q und v,w € R” zweite Fundamentalform von X beziiglich v. Wie die

Metrik ist auch die zweite Fundamentalform A € C° (Q, L? (R™,R™; ]R)) eine stetige

Abbildung von 2 in den Raum der bilinearen Abbildungen R™ x R™ — R.
Beziiglich der Standardbasis des R”™ hat A = (h;j)1<s,j<n die Koeffizienten

hij(z) = —(X ij(x), v(x))

fir 1 < 4,57 < n, wobei X ;; := % mit dem Komma darauf hinweist, dass es
sich um partielle Ableitungen handelt. (Solange noch keine Verwechslungsgefahr
mit kovarianten Ableitungen besteht, kénnten wir auch X;; schreiben.)

Beispiel 5.2. Sei X(z) = (z,u(z))T, z € Q ein Graph. Dann gilt
(Vu, -1)T

V= —— und gij = 5ij —+ Ui’LLj.

1+ |Dul?
Die zweite Fundamentalform ist wegen X ;; = (0,u ;)T durch A = (h;;) mit
Uyig
V14 |Dul?

hij = =(X,ij,v) =

gegeben.
Das folgende Lemma ist eigentlich ein Resultat der Linearen Algebra.

Lemma 5.3. Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und B(-,-) mit Matrizdarstellung (b;;)
eine Bilinearform auf R™. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
S:R™ — R™ mit

B(v,w) = g(v, Sw) fir alle v,w € R".
Ist B symmetrisch, so ist S beziglich g(-,-) selbstadjungiert, d. h. es gilt

g(Sv,w) = g(v,Sw) fiir alle v,w € R".

Beweis. Sei (¢g%7) die inverse Matrix zu (g;;), d.h. gelte g¥g;, = 6}, fiir alle 1 <
i,k < n. Wir definieren S = (S})1<i7j<n durch Slj = g7kby fiir j,l=1,...,n.

Wir rechnen die behauptete Gleichheit fiir Elemente der Standardbasis nach. Es
gilt Se; = S7e; und daher folgt

g(ei, Ser) = gijSlj = 19" by = 0Fbiy = byy.

Die Eindeutigkeit von S ist einfach einzusehen. Ist B symmetrisch, so folgt direkt,
dass S selbstadjungiert ist. O
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Definition 5.4. Sei X € C? (Q, R”'H) eine Hyperfliche mit Normale v ldngs X . Sei
A = (h;j) die zweite Fundamentalform von X . Dann heifst die eindeutig bestimmte
Abbildung S(z): R™ — R™ mit

Ax)(v,w) = g(z){v, Sw) fir alle v,w € R"

Weingartenabbildung von X. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Matrixdar-
stellung

S(x)er, = Si(x)e; mit  Si(z) = g” (x)hjr(x).
Die Weingartenabbildung S(z) ist fiir alle z € Q beziiglich g(z) selbstadjungiert.

Bemerkung 5.5. Im Allgemeinen ist {ej,...,e,} keine Orthogonalbasis beziig-
lich der Metrik g(z) und die Matrix von S beziiglich der Standardbasis ist nicht
symmetrisch.

Bemerkung 5.6 (Heben und Senken von Indices). Fiir die Weingartenabbildung
S ist die Matrixschreibweise S = (h§)1<1’,j<n mit h; = gikhkj iiblich. Man sagt, ein
Index sei mit Hilfe der Metrik gehoben. Umgekehrt gilt h;; = h¥gr; = hiiggr; =
hliéé = hyj;, wobei die Reihenfolge der Indices bei h;j, g;; und g% keine Rolle spielt,
da diese symmetrisch sind. Auch bei anderen Grofen (genauer: Tensoren) kann man
Indices mit Hilfe der Metrik und ihrer Inversen heben und senken.

Beispiele fiir das Heben und Senken von Indices mit dem spéter noch zu definie-
renden Riemannschen Kriimmungstensor R;;z; sind

k
Rijrig™™ = Ri;™1 oder Ri;™i1gmr = Rijni-

Das Senken von Indices ist aus der linearen Algebra bekannt. Fiir einen Endo-
morphismus A und eine Bilinearform B definiert B(-, A-) eine Bilinearform. Wir be-
zeichnen auch die zugehorigen Matrizen mit denselben Buchstaben: A = (a§)1§i,j§n
und B = (b;;)1<i,j<n- Beachte dabei zunéchst, dass die Indices beim Endomorphis-
mus oben und unten stehen, da er aus einem Vektor z = (27)1<j<, (mit oben
stehendem Index j) wieder einen Vektor a%z/ (mit oben stehendem Index i) macht.
Bei der Bilinearform stehen die Indices dagegen unten, da sie aus einem Vektor eine
Form bijxj macht. Dabei ist eine Form ein Element aus dem Dualraum, also ein
Objekt mit unten stehendem Index, das, auf einen weiteren Vektor angewandt, eine

Zahl, d.h. eine Korperelement, liefert. In Koordinaten wird aus B(-, A-) also bijai
bzw. aus B(y, Az) der Ausdruck y'b;;ajz".

Theorem 5.7 (Weingartengleichung). Sei X € C? (Q,R”+1) requldr mit zwei-
ter Fundamentalform A = (h;;) und Weingartenabbildung S = (h;) beziiglich der
Normalen v. Dann gilt

Dv=dX S und A(v,w)= (Dv{v),dX (w))

bzw. in Koordinaten
_ Ov
- ox?

Zur Wiederholung nochmals zur Einsteinschen Summenkonvention: Dabei ha-
ben wir die Komponenten der Vektoren v und X, beide im R”*!, mit griechischen
Indices und die Euklidische Metrik des R™*! mit d,4 bezeichnet. Die Einsteinsche
Summenkonvention erfordert hier also eine Summation iiber mehrfache griechische
Indices von 1 bis n + 1, widhrend mehrfache lateinische Indices von 1 bis n sum-
miert werden. Es ist iiblich, lateinische Indices fiir Gréfen im Definitionsgebiet
und griechische Indices fiir Gréfen im Zielraum zu verwenden. Ausgeschrieben mit

=hEX), oder v =hEXE und hij = (vi, X;) = v 0ap X,

14
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Summenzeichen bedeutet also die letzte Gleichheit
hij = nf Vi Gap XY,
a,B=1
In dieser Notation wird G = (DX)TDX zu
9ij = X{0apX]
und aus 0 = (dX(V),v) fiir alle V € R™ wird
0= 1%, X V1.

Diese Formel gilt auch ohne V. Die Definition der zweiten Fundamentalform wird
zu
hij = —X?]dagyﬁ
und die Transformationsformel fiir die Metrik zu X = X o ¢ wird zu
Gij = grier et

Beide Schreibweisen haben Vorteile; so erleichtern weniger Indices die Ubersicht,
wird es jedoch komplizierter, gibt es in Indexnotation weniger mogliche Missver-
stdndnisse und die Indexnotation ist bei Rechnungen meist einfacher zu handhaben.
Es ist ratsam, beide Notationen zu beherrschen.

Beweis. Aus (v,v) =1 folgt 0 = 22 (v,v) = 2(v,1;). Es gilt

0
<Vijk> = % <V7 Xk> 7<Va ijk> - hjk - A(ejvek)
=0

=g(Sej,ex) = (dX - Sej,dXey).

Aus der ersten Gleichung folgt (Dv(v),v) = 0, aus der zweiten (Dv(v), dX (w)) =
(dX - S{v),dX (w)) fir alle v,w € R™. Die erste Behauptung folgt, da die erste
dieser beiden Gleichungen gerade das Skalarprodukt der behaupteten Gleichheit
mit v und die zweite das Skalarprodukt mit dX (w) liefert, die Gleichung also beim
Test mit einer Orthonormalbasis stimmt.

Zur zweiten Behauptung: Es gilt aufgrund der ersten Behauptung

A(v,w) = g(Sv,w) = (dX - Sv,dX (w)) = (Dv{v), dX (w)).

Daraus liest man auch direkt die Formeln in Koordinaten ab.

Wir leiten sie noch einmal unabhéngig davon in Koordinatenschreibweise her:
Es gilt 1 = Vo‘éagyﬁ. Differenzieren nach 2* liefert 0 = QV?(SagVﬁ. Jeder Vektor in
R? lisst sich in der Form a* X} + bv darstellen. Also gibt es Funktionen a¥ und
b; mit v; = an r + bjv. Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und erhalten
0 = Vf‘éagl/ﬁ = an,‘jéagl/ﬁ + biuaéagyﬁ = 0+ b;. Also gilt v; = ank. Wir
differenzieren 0 = v*643 X5, j = 1,...,n, setzen die Gleichung fiir v; ein und
erhalten

0= quéaﬂXjB + Va(saﬁXEi = anI?(SaBXjB —hij; = afglcj — hij.
Wir multiplizieren dies mit ¢g/' und erhalten a! = a¥6! = aFgr;g’' = hi;g’' = hl.
Somit gilt v; = hlX; oder v = hLX}.
Weiterhin gilt
I/?&,[ng = thg(sagX]ﬁ = h“glkgkj = hll(S; = h7] O

Theorem 5.8. Sei Q) C R™ zusammenhdingend. Sei X € C? (Q,R"H) mit Normale
v und zweiter Fundamentalform A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X(Q) liegt in einer Hyperebene,
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(1) A=0 und
(i4i) v ist konstant.

Bewets.
»(1)=(1i)*: Liegt X () in einer affinen Hyperebene p + E, so bilden Xi,..., X,
eine Basis von E und v ist ein Normalenvektor von E. Da auch X ;; in E liegt,
fOlgt hij = —<X’7;j7V> =0.
»(i)==(iii)*: Aus A = (hy;) = 0 folgt S = (h}) = 0. Somit ist Dv = DX -S =0
aufgrund der Weingartengleichung. Da 2 zusammenhéngend ist, ist v konstant.
,(iil)=(1)*: Ist v konstant, so folgt D(X,v) = (DX, v) + (X, Dv) = 0. Somit
ist (X, v) konstant. Da v konstant ist, besagt dies, dass X (z) in einer Hyperebene
liegt. t

Theorem 5.9. Sei Q C R" offen und zusammenhdngend. Sei X € C? (Q,R"“)
und R > 0. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) X () liegt in einer Spire vom Radius R und

(i) A :.i%G bzw. S = %1 oder, in Koordinaten, h;j = +4g;; bzw. h; =

+560.

Weiterhin ist die Existenz eines p € R™", so dass in jedem Punkt X — p ein
Vielfaches von v ist, dquivalent zur Tatsache, dass X (Q2) in einer Spdare von nicht
spezifiziertem Radius um p liegt.

Bewets.
»())=>(ii)*: Sei m € R™™! beliebig. Definiere f(z) := |X(z) — m|*. Dann gilt

fi = <X — m7XZ> und f,ij = <X — m7X’Z—j> —&-gij.
Sei nun m der Mittelpunkt der Sphére und X (2) in der Sphére enthalten. Dann
ist f konstant. Wir schlieffen also, dass X —m L imdX gilt. Somit ist X —m ein
Vielfaches von v. (Dies zeigt die Richtung ,,<=" fiir die letzte Behauptung.) Da die
Sphére den Radius R hat, gilt |X —m| = R und wegen |v| = 1 folgt X —m = £Rv.
Somit erhalten wir

0= fij = (£Rv, X ;) + gij = FRhij + gi;-

»(il)==(1)": Setze p := X £ Rv. Dann folgt nach Voraussetzung mit Hilfe der
Weingartengleichung

1
pj=X;+Rvj=X;+ Rh Xy = X; + R (iRéf) X =0.

Also ist p € R**! konstant und aus X = p F Rv folgt, dass im X in einer Sphire
vom Radius R um p enthalten ist.

,<=": Siehe oben.

=" Gelte X —p = r(z)v. Sei ohne Einschrinkung p = 0. Setze f := | X —rv|?
fiir ro := r(g) fir ein festes g € Q. Es gilt

fi = 2(X; — rovi, X — rov) = 2(X; — roh¥ Xy, (r(x) — ro)v) =0

flir z € Q. Somit ist f = 0 und die Behauptung folgt. (]
Theorem 5.10 (Transformationsverhalten der zweiten Fundamentalform).

Sei X € C? (Q, R’H‘l) eine Hyperfliche mit zweiter Fundamentalform A (beziiglich
der Normalen v ).

(i) Ist p: Q — Q ein C2-Diffeomorphismus und X := X o, so gilt fir die zweite
Fundamentalform A= (iAz”) von X beziiglich v =vo

Ao, w) = Alp(dp(v), dp(w))  bzw. hij = hiple)
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und fir die Weingartenabbildung
S = (dp) ' Slpdp  baw. b = (7 ")ihieh.
(i) Sei X=QX+amitQe O(n +1) und a € R**! die Hyperfliche verkniipft

mit einer Fuklidischen Bewegung. Dann gilt A=AundS=25 beziiglich der
Normalen 0 = Qu.

Beweis. Wir fithren den Beweis in Koordinaten.
(i) Nach Ketten- und Produktregel erhalten wir X; = Xj©F und
Xij = X uobel + Xugh.
Die Definition der zweiten Fundamentalform liefert
hij = — <X1]7I3> = —oF X ji,v) = hipy .
Aus gij = gripy el erhalten wir g = " (o™i (™). Somit folgt
he = " hiy = (07 )ig"™ (o) - el = (07 1)ig ™ hap? = (™) ihp el
(ii) Es gilt X ;; = QX ;. Wir erhalten
hij = — <X,ij,9> = —(QX,i;,Qv) = —(Xij,v) = hij.
Da wir in Theorem 4.16 bereits gesehen haben, dass §;; = g;; gilt, erhalten
wir b = §*hy; = g*hy; = h. O
5.2. Hauptkriimmungen und Kriimmungsfunktionen.

Definition 5.11. Seien g, A symmetrische Bilinearformen auf R™. Dann heifst
v € R™\ {0} Eigenvektor von A beziiglich g zum Eigenwert A € R, falls

)‘g(v U) = A(7 U)
oder, dquivalent dazu, Ag(w,v) = A(w,v) fiir alle w € R™ gilt.

Definition 5.12 (Hauptkriimmungen). Sei X eine C?-Hyperfliche mit Metrik g
und zweiter Fundamentalform A = (h;;). Dann heien die Eigenwerte der zweiten
Fundamentalform A(z) beziiglich g(z) Hauptkriimmungen von X in x.

In Koordinaten ist A eine Hauptkriimmung, wenn es ein £ # 0 mit

Agij& = hij€’
gibt.
Bemerkung 5.13 (Wohldefiniertheit). Die Hauptkriimmungen sind auf den Aqui-
valenzklassen von C2-Hyperflichen mit C?-Umparametrisierungen wohldefiniert:
Wir bemerken dazu zunéchst, dass fiir einen Diffeomorphismus ¢ aus ¢ o o l=id
aufgrund der Kettenregel @]h@ 1(p71), = 8% folgt, wobei die oberen Indices fiir

Komponenten der Abbildungen und die unteren fiir partielle Ableitungen stehen.
Sei X = X 0. Aus \g;;&7 = h;;&7 folgt mit £F := (o ~1)k¢! nimlich

AGi7 € = Mol garpl (97 )EER = Mol gan€® = 0 han€’ = O hap (0 )5ER = hisél,

da die Metrik und die zweite Fundamentalform dasselbe Transformationsverhalten
haben.

Bemerkung 5.14. Sei E: R"t! — R"*! eine Euklidische Transformation mit
Ex=Az+bmit A€ O(n+1) und b € R**1. Sei X eine C2-Hyperfliiche. Definiere
X := E o X. Dann stimmen Metrik und zweite Fundamentalform von X und X

uberein.
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Beweis. Seien A = (ag)lga’ﬂgn+1 und b = (0%)1<a<n+1 beziiglich der Standard-
basis des R**!. Dann gilt

X =a3X? + ba,

X =ag X/,
X% =a3X7,
v = ag‘l/ﬁ,
Gij = X565, X = XPal0p,07 X5 = XP00c X5 = gij,
hij = — X/ 05,07 = —X$;a50p,a70° = —X;05:0° = hyj.

Dabei haben wir benutzt, dass aj orthogonal ist, dass also aB8g,a) = 64e gilt. Dies
benutzt man auch, um die Eigenschaften der Normalen o zu {iberpriifen. (]

Lemma 5.15. Sei X eine n-dimensionale C?-Hyperfliche mit Metrik g und zweiter
Fundamentalform A. Dann besitzt A beziiglich g gerade n beziiglich g orthogonale
Eigenvektoren und n zugehorige (nicht notwendigerweise verschiedene) Hauptkriim-
mungen.

Beweis. Wir wollen mit A und g auch die beziiglich der Standardbasis zugehérigen
Matrizen bezeichnen. Da g und ¢g~! symmetrisch und positiv definit sind, gibt es
Quadratwurzeln /g und /g—*!. (Versuchen Sie nicht, das in konsistenter Weise mit

oberen und unteren Indices aufzuschreiben.) Da /g~ ' Ay/¢g~! symmetrisch ist, gibt
es n beziiglich des Standardskalarproduktes orthogonale Eigenvektoren. Sei

VorlAVgTIE = A
Setze £ = \/gjé Dann gilt é: V9§ Es folgt

AL = AVGgV/9E = AgE.
Mit é = /g¢ erhalten wir

(6.0),. =€
Somit folgt die Behauptung. O

Lemma 5.16. Sei X: Q — R"! eine C?-Hyperfliche. Sei > 0. Definiere
X:Q — R" L durch X(p) := pu- X(p). Dann gilt fir die (angeordneten) Haupt-
krimmungen \; = %)\i firl<i<n.

Beweis. Ubung. Untersuche bei der Herleitung auch das Skalierungsverhalten der
Metrik und der zweiten Fundamentalform. O

Definition 5.17 (Konvexitét). Eine Hyperfliche heift (lokal) konvex, falls h;; = 0
gilt und strikt (lokal) konvex, falls h;; > 0 gilt.

Bemerkung 5.18.

(i) Lokale Konvexitédt bzw. strikte lokale Konvexitat sind dquivalent zu A; > 0
bzw. \; > 0 fir alle 1 <7 <n.

(ii) Die Kurve X: R — R? mit x — (z, 2*) ist lokal konvex, aber nicht strikt lokal
konvex, da die Kriimmung im Ursprung verschwindet.

Dies scheint nicht zur Tatsache zu passen, dass die Menge K := {(x,y) C

R%: y > 2%} in dem Sinne strikt konvex ist, dass fiir alle p,q € K und alle
A € (0,1) der Punkt Ap+ (1 —X\)g im Inneren von K liegt, die obige Definition
ist jedoch in der Differentialgeometrie geeigneter.
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Definition 5.19. Symmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen ();) sind wohl-
definiert. Dies gilt insbesondere fiir die elementarsymmetrischen Funktionen

Sk((Mi)i<i<n) = Z Ay e Ai

1<i1<...<ix<n

Wir setzen
H = S1((M)1<icn) = A+ oo+ Ay = tr (\/FA\/F) = tr (g A)
— b = hijg",
K = 8y((0) = A1 -« A = det (\/FA\/F)

=detA- (det \/gfl)2 — det A - det (gfl) _ %Zij
i

und

|A‘2 = Z}\? M hijgjkhklgli.
i=1
H heifit mittlere Kriimmung, K Gaufkriimmung und |A| = y/|A|? Norm der zwei-
ten Fundamentalform.

Bemerkung 5.20. Wahlt man —v statt v als Normale, so dndert sich das Vorzei-
chen von h;; und H, das von |A|?, Sa, Sy, ...bleibt unveréindert.

Lemma 5.21 (Min-Max Charakterisierung der Hauptkriimmungen). Sei X eine
n-dimensionale C?-Hyperfliche mit Metrik g = (gi;) und zweiter Fundamentalform
A = (h;j). Dann gilt fir die angeordneten Hauptkrimmungen A; mit .y < ... < A,

hij€'& . A(E,€)

A; = min max — min max
TSR 0AEY gyy€igT T veEn okteV g(€,€)

_ ; hi &€ _ hi &€
Insbesondere folgt A\ = o;gguelﬂlw 91 ETE und A\, = Ogézgén 9 ETET

Beweis. Ubung. (]

Korollar 5.22. Sei X: Q — R™t! eine n-dimensionale C?-Hyperfliche mit nach
ihrer Grifle sortierten Hauptkrimmungen A\ (z) < ... < Ay(x) in z € Q. Dann ist
Q3 x = N\(x) fir jedes 1 <i < n stetig.

Beweis. Ubung. (]
Beispiel 5.23 (Hauptkriimmungen von Graphen).

Fiir Graphen gelten h;; = \/ﬁ und g;; = 0;; + uu;. Wir erhalten
.. .. uiuj
i — 5
g 1+ [Dul?’
H=h=g¢"hj; = ———o-— | 60 — —2——
C A Dap? ( Y1+ |Du|2>

2
_ 1 <Au D u(Vu,Vu))
V14 |Dul? 1+ |Dul?

und nach etwa zwei Zwischenschritten

di Vu
— Avs _—
V14 |Vul?
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mit

div(§) = div ((¢)) == %

i=1

und Vu= (ui)lgign = (6ijuj)1§i§n'

Fiir die Gaufkriimmung gilt
o det hij o det Ujj 1 det D2U

detgy (14 DuP)? LHIDUE (1 g Dup)E
Wir betrachten nun speziell rotationssymmetrische Graphen. Sei

X (@) = (z,u(@)” = (2, 0(|2]))7,

z€Q, Q= Bg(0)\ B,(0),0<p<R< oo, mit p € C? und ¢'(0) =0 falls p = 0.
Ohne die letzte Bedingung wiire u(z) = ¢(|z|) im Urspung weder in C* noch in C?.
Setze r :=|z|. Es gilt fir r > 0
z;

ui(z) = w’(r)m7

1 €T Ti Tj
wia) =) (B = T )+ 0 T
|Dul? = (¢')?,

x;
gij =0ij + usu; = 6;; + (@I)zﬁﬁa

1 4 ( xix-) Til;
hz:< (Si‘— J +(p” J .
T (@) e Y Jaf? |z[?

Eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren von g;; und h;; beziiglich §;; ist auerhalb

des Ursprungs durch % oder = und eine Basis von (x)* gegeben. Fiir die Eigenwerte

beziiglich der Euklidischen Metrik gilt
T

L[ = 1 @ |

gi; [ 1+ (¢)? 1

B ©” ¢ 1
YL VIHe)? | T 1 (e)?

Als Hauptkriitmmungen erhalten wir somit einmal

_ e
Wert Y s s
Theorem 5.24 (Lokale Normalform von Hyperflichen). Sei X: 0 — R eine
requlire C*-Hyperfliche mit k > 1 und Normale 0. Dann gibt es zu xo € Q) eine
Euklidische Bewegung B : x + Qz +a mit Q € O(n + 1) und a € R"! sowie
eine offene Menge Q C R™ und einen Diffeomorphismus p: Q — ©(Q) C Q mit
©(0) = ¢ und einu € C*(Q, R) mit u(0) = 0 und Du(0) = 0, so dass X := BoXop
folgendes erfiillt:
(i) X(z) = (z, f(x)) fir alle x € Q,

n

(ii) u(z) = zl Lhy(mo) - (¢9)” + o (|2[?), falls k > 2 ist,

W und (n — 1)-mal den

1=

wobei k; die Hauptkrimmungen von X in T € Q sind.

Beweis. Seien die Vektoren éi, 1 < i < n, Eigenvektoren von iLij beziiglich g;; zu
den Eigenwerten #; im Punkt . (Im Falle &1 (x0) = £2(z0) seien & und & beziig-
lich g;; orthogonal zueinander gewahlt und fiir £ = 1 wéhlen wir beliebige beziiglich

§i; orthogonale Vektoren.) Dann bilden (o), dX (zo) <él> und dX () <€2> nach
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Lemma, 5.15 eine Orthonormalbasis des R®*!. Somit gibt es eine Euklidische Be-
wegung B, die X(mo) auf 0, ¥(z) auf —e, 1 und df((xo) <£Z> auf +e; (Vorzeichen
beliebig), 1 < i < n, abbildet. Sei m,+1: R — R? die orthogonale Projektion von
R™+! auf (e, 1)L, wobei wir diesen Raum mit R” identifizieren. Da X reguliir ist,

ist mp410B o X : ) = R" ein lokaler Diffeomorphismus von einer Umgebung von z(
auf eine Umgebung von 9 Definiere nach Einschrankung auf solche Umgebungen
Y= (7Tn+1 oBo X|) . Dann hat Y := Bo X o ¢ die Form Y (z) = (z, F(z)).
F(0) = 0 gilt nach Konstruktion und wegen Bi(xg) = —e,11 ist DF(0) = 0.
Einfacher als nachzurechnen, dass (ii) erfiillt ist, ist nun folgendes Vorgehen: F'
erfiillt £(0) = 0, DF(0) = 0 und D?F(0) ist eine Matrix mit Eigenwerten &1 (xq)
und &9(x0), da weder ¢ noch B die Hauptkrimmungen verdndern und g¢;;(0) = d;;
gilt. Durch eine Rotation R in R™ kénnen wir D?(F o R)(0) auf die gewiinschte
Diagonalgestalt bringen. Also ist X := Bo Xo ( mit ¢ := 1Yo R wie gewlinscht und
u:= F o R die in (ii) gesuchte Funktion. d

Korollar 5.25. Sei X: Q — R™! eine regulire Hyperfliche mit der Normalen v.
Sei xg € Q. Dann gilt

(i) Ist \i(zp) > 0 fir alle 1 < i < n, so gibt es eine Umngebung U von xy mit
(X (z) — X (z0),v(x0)) > 0 fir alle x € U\{zo} oder (X(x) — X (x0),v(z0)) <
0 fir alle x € U\ {zo}, d.-h. im X liegt lokal auf einer Seite der affinen
Tangentialhyperebene in x.

(it) Ist gibt es i,5 € {1,...,n} mit \i(zo) < 0 < Aj(zo), so gibt es in jeder
Umgebung U von xg Punkte x4 € U mit

(X(24) = X(20), v(x0)) > 0 wund (X (z-) = X(z0),v(x0)) <0,

d. h. im X liegt selbst lokal auf beiden Seiten der affinen Tangentialhyperebene
m xg.

Beweis. Benutze die Normalform fiir Hyperflachen. O

6. MINIMALFLACHEN

6.1. Erste Variation des Fliacheninhaltes.

Definition 6.1 (Integration auf Hyperfliichen). Sei X : U — R"*! eine C''-Hyper-
fliche und f: 2 — R. Dann definieren wir

[ raa, = [ sy factigy) ds
Q Q

falls das rechte Integral als Riemann- oder Lebesgueintegral existiert.
dAg = det(g”)
heifst das induzierte Fldchenelement.

Lemma 6.2. Die Integration auf Hyperflichen ist unabhéingig von der Parametri-
sierung.

Beweis. Sei X = X o o fiir einen C'-Diffeomorphismus ¢: ) — Q. Dann folgt aus
dem Transformationssatz fiir Integrale mit z = ¢(y) und f: Q — R sowie

95 (y) = g o o)k ()& (1),
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dass

/ fow(y)dAy(y)
&

= /fw(y)\/mdy
0

k(A—1 ! -1 1
- Q/ @)y et ((gu) )k (o @) (0) - Ty O

- [ f@)faerigy)@ o = [ an, .
Q Q

Definition 6.3. Sei X: ) — R"! eine C2-Hyperfliche. Wir definieren den mitt-
leren Kriimmungsvektor H durch H := —Hv.

Wir bemerken, dass H unabhéngig von der Wahl der Normalen v definiert ist,
da sich bei der Wahl von —v statt v auch das Vorzeichen von h;; éndert. Bei einer
Sphére zeigt er nach innen.

Wir wiederholen ein Lemma aus der linearen Algebra, beweisen es hier aber
nur im zweidimensionalen Fall, den wir sehr explizit und daher einfach behandeln
kénnen. Im Anhang zu meinem Skript {iber voll nichtlineare partielle Differential-
gleichungen befindet sich ein Beweis in beliebigen Dimensionen.

Lemma 6.4.
(i) Es gilt

det(akl) = det(akl)aﬁ,

0
661,,‘]‘
falls (a;;) invertierbar ist und a die Inverse ist, d. h. wenn a”aj, = &% gilt.
(i1) Sei (a;;(t)) differenzierbar von t abhingig mit inverser Matriz (a*(t)). Dann
gilt
iaij = —aikaljiakl.

dt dt
Die Determinante ist ein Polynom in ihren Eintrdgen und daher auch im Falle
nicht invertierbarer Matrizen differenzierbar.

Beweis.
(i) Wir zeigen die erste Behauptung nur fiir (2 x 2)-Matrizen. Es gilt

a1l ai2 - a2 —ai2
a1 a2 det(a;;) \—a21 an

et all g2l [ am  —an
e (a,]) 12 22 ) =\ .
a a a2 a11

Differenziert man det(a;;) = ai11a22 — a12a21, so erhdlt man gerade die be-
haupteten Eintrage.

(ii) Gelte allgemein AB = BA = 1. Dann erhilt man durch Differenzieren AB +
AB = 0, also AB = —AB oder B = —BAB. Wegen B = A~! folgt die
Behauptung. O

Somit ist

Theorem 6.5 (Erste Variation des Flicheninhaltes).
Sei X: Q x (—ep,20) = R"! von der Klasse C?.

(i) Sei X(-,0): Q — R regulir,

(i) A(X(-,0)) < oo und
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(iii) gebe es eine kompakte Menge K C Q, so dass X (z,t) fir x € Q\ K von t
unabhdngig ist.

Dann gibt es ein € > 0, so dass X(-,t): Q — R fiir alle t € (—¢,¢) reguldr ist.

Mit ® := ZX erhalten wir

firt e (—¢,e).
® oder X heifst Variation von X (-,0).

Beweis. Da firt =0

f inf |[dX
nf Jof 14X (2. 00)] > 0

ist, gilt dies aus Stetigkeitsgriinden auch noch fiir kleine £ > 0 und ¢ € (—¢,¢).
Nun gilt

d Tetond
/dt det g” /2 det(gl])det@”)g 91] dzr
1
/2 2 (X0, X; )/ det(g; d:c—/ X, X;) dA,,

Q

Schreibe nun X = v + 9% X}, fiir C}-Funktionen ¢ und 1* mit kompaktem Triger
in . Wir erhalten

X =i+ ehf Xy + VX, +9F X g

und hieraus mit partieller Integration

d ..
TAX( 1) = / 97 (PhE X + 9 Xy, + 9" X i, Xj) d A,
Q

= / 97 oY grj + 97 0F gy + ¥ g7 (X ki, X;) dA,

OH + ¢! +9F¢" (X i, X;j) d A,

. . 0
_ <CI),H> + wngJ<X)/“‘,Xj> d.Ag +/ <8xZ

Q

W) Vdet(gi) dz

<q> ﬁ> kg (X s, X)) dA,

| Il
D\ S

det(
/ _detlgn) g 2(X i, X)) d
det gkl
Q
- / <<1> > dA,
wie behauptet. O

Korollar 6.6. Sei Y: Q — R™! eine Hyperfliiche. Sei X eine Variation von Y,
d. h. wie in Theorem 6.5 mit X (-,0) =Y. Dann sind die Aussagen

(i) H(X(-,0)) =0 und

(i1) %A(X("t))‘t:o =0 fiir alle solchen Variationen X
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aquivalent.

Beweis. ,,—“: Klar nach Theorem 6.5.
,<=" Nehme an, das H # 0 gilt. Wihle lings X (-,0) ein C2-Vektorfeld V: Q —

R3 mit kompaktem Triger und <ﬁ V> > 0, aber so, dass nicht iiberall Gleichheit

gilt. Setze X(z,t) := Y (z) + tV. Dann ist die erste Variation £.A(X(

Nli—y

negativ. Widerspruch. [l

Wir wollen X ;; als Linearkombination des Normalenvektors v und der Tangen-
tialvektoren X; darstellen. Es gilt das folgende

Lemma 6.7. Sei X: Q — R eine C?-Hyperfliche. Dann ist
X =T5X, — hijv

mit Fi’cj = %gkl(gil,j + gj1i — Gij1). Setzt man
Xij = X5 — T X,

so gilt die Gaufische Formel
XAZ‘j = —hijl/.

)

Die Grofse X,;; wird uns noch als zweite kovariante Ableitung begegnen. Die
Ausdriicke Ffj nennt man Christoffelsymbole.

Beweis. Die Gaufssche Formel folgt aus der ersten Behauptung direkt nach Defini-
tion.

Es ist klar, dass sich X ;; als eine solche Linearkombination darstellen lésst.
Der Faktor vor v stimmt aufgrund unserer Definition h;; := —(X ;;,v). Sei also
X ein beliebiger Tangentialvektor. Wir miissen daher noch nachweisen, dass das
Skalarprodukt der Gleichung mit X; auf beiden Seiten denselben Wert ergibt. Es
gilt nach Definition von I‘fj

X5, X <Xk7Xl>

Xij, X (gzz; + gj1i — Gij1)
Xigy Xi) — (X g, Xo) — (X, Xj) — (X i, Xo) — (X5, X 1)
+ <X,7,l7X > <qule>

( ) —
(X, Xi) — 1 kr(gir,j + Gjri — Gijor) Ikl
( ) —
( ) —

Il
NN NN

= ()7
da partielle Ableitungen symmetrisch sind. O

Definition 6.8. Wir nennen eine Hyperfliche mit H = 0 oder, dquivalent dazu,
H = 0, eine Minimalfléche.

Bemerkung 6.9. Aufgrund der Normalform fiir Hyperflichen gibt es fiir jeden
Punkt auf einer Minimalfliche ein x, so dass sich die Minimalflache tiber ihrer
Tangentialebene nach geeigneter Drehung lokal als graph u mit

1 1
ulw,y) = 5ro® = Sey? + o (@ y)P)
darstellen lasst. Somit ist jeder Punkt einer Minimalfliche ein Sattelpunkt.

Bemerkung 6.10. Die Bezeichnung Minimalfliche ist leicht irrefithrend, weil wir
gesehen haben, dass die erste Variation des Flidcheninhalts einer Minimalfliche ver-
schwindet. Dies besagt natiirlich nicht, dass eine Minimalfléiche ein (lokales) Mini-
mum des Flacheninhalts ist.



6. MINIMALFLACHEN 31

Wir kénnen die Minimalflichengleichung H = 0 oder H = 0 mit Hilfe des fol-
genden Operators kurz darstellen.

Definition 6.11 (Laplace-Beltrami Operator). Sei (g;j)1<i,j<n €ine Riemannsche

Metrik auf einer offenen Menge © C R™ mit inverser Metrik (g*/), <ij<n- Dann

definieren wir den Laplace-Beltrami Operator A,: C?(2) — C°(Q) durch
1 0 0
Agui= ———— - — [ /det Y —u ).
! det(gp) 02° ( (g1)g Ol )

Lemma 6.12. Sei X € C? (Q,R") eine Hyperfliche mit Metrik g und Norma-
lenvektor v. Dann gilt
A X =H=g"X,;

Beweis. Wir berechnen mit Lemma 6.7

AX = v/ det(
g /deit gkl 83}1 ( gkl g a j )

_ 1 1 det(gwi)
B V/det(gr) 5 V/det(gr1)
— 9% g (X i, X0) + (X, X)) X5 + 97 X 5
=" (X i, X1) 97 X — g% g (X ki, X)X — 9™ g (X, X 10) X
+ g7 (=hyv + r’?.Xk)
= — Hv — g™ g" (X 1i, X0) X; + 597 9" (i1, + gj1i — 9i5.0) X

—

=H—g"yg l]<X kir X1) X
+ 390" (X3, X0) + (X Xog) + (K iy Xa) + (X, X i)

MUX ki X1) g7 X

(X0, X5) = (X3 X)) X

:ﬁ: —HV:—gijhijV:g”X;ij. O
6.2. Beispiele.
Beispiele 6.13 (Helikoid, Katenoid und Scherkfliche). Das Helikoid, parametri-

siert durch
R? 3 (r,p) — (rcos g, rsinp, )T,
das Katenoid, parametrisiert durch
R? 5 (r, ) — (coshr - cos g, coshr - sin @, )T
und die Scherkfléche, als Graph von
(0,7)% 3 (z,y) — logsinz — logsin z
dargestellt, sind Minimalflichen.

Beweis. Wir werden mit unterschiedlichen Methoden nachrechnen, dass die ange-
bebenen Flachen Minimalflachen sind.

(i) Helikoid: Wir erhalten
X, = (cos ¢, sinp,0)",
X,T’I‘ =

)

0

= (—rsinp,rcosg, 1)7T,
(=7 cosp, —rsing,0)T,
1

Grr =

)
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gro =0,
Gpp =1 +r?,
det g;; =1+ 2,
H=A,X

! 8( 1+r29ija,X>
ox'

:\/14—7"28513’
£/ 2
(\/1—1—7"2 1-X,) + L a( Ler X¢>

mﬁr Vitr2op \ 1472
1 , cos 1
CVIERVIEe 0<p IR
cos 1 —TCos¢p
:m sn(l)cp —|—1+ 5 | —rsing | =0

Somit ist das Helikoid eine Minimalfl&che.
(ii) Katenoid: Wir erinnern zunéchst an

1
coshx =—(e® +e7%),

. 1 _ d 2
sinhz = 5(6“3 —e ") = e coshz = ﬁsmhx
und
. 2 1 2x —2x 2
1 + sinh a::1+i(e —2+e %) =cosh’x
Nun gilt
= (coshr - cos ¢, coshr - sin g, r )T7
X, = (sinh7 cos ¢, sinh7sin p, 1),
X rr = (coshr cos g, coshrsin g, O)T,
X, = (—coshrsin g, coshr cos o, O)T,
X oo =(—coshrcosy,—coshrsingp, 0)T,
X, = (—sinhrsin ¢, sinhr cos p, 0)7,
2
g= Grr Gre ) _ 14 sinh“r O2 — cosh?r 1 0 ’
Ire  Gep 0 cosh”r 0 1
1 sinh 7 cos ¢ —coshrsin ¢
=————— [ sinhrsinp | x coshr cos
Normierung
1 0
1 —coshrcosy 1 —cosp
=————— | —coshrsing | = —siny |,
Normierung coshr

sinh r coshr sinh r

(b hep) _ [(~1 0
a= (o )= (4 1)

Somit gilt H = 0 und das Katenoid ist eine Minimalflache.
Da die Metrik ein Vielfaches der Euklidischen Metrik auf R? ist, ist das
Katenoid konform parametrisiert.
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(iii) Scherkflache: Es gilt

u = logsinz — logsin,

Ccos T
Uy = — P
sinx
cosy
Uy = — — )
siny
—sinzsinx — cosx cosx 1
Ugy = . 92 =T 2
sin“ x sin“ x
Ugy =0,
1
LT—
Y9 sin? y’
. i e Uga U + Uy U2 + 2y Uy
L+ |Dujz2 ™ W L+ uZ +u
 Ugg (1 + u?/) + Uyy (1 + ui)
B 1+u2 + uZ ’
1 cos?y 1
“ww(1+“22;):_ 2 <1+ 3 )Z_-2 -3 -
sin® x sin® y sin® x sin” y
Aufgrund der Symmetrie erhalten wir Awu — lufqujfj‘; = 0 und somit H = 0.
Somit ist auch die Scherkflache eine Minimalflache. O

Bemerkung 6.14.

(i) Minimalflichen gehéren zu den differentialgeometrischen Themen, die schon
seit sehr langer Zeit untersucht werden. Leonhard Euler beschreibt 1744 als
erste Minimalflache nach der Ebene das Katenoid, Jean Baptiste Meusnier
1776 das Helikoid und Heinrich Scherk beschreibt 1834 die nach ihm benannte
Flache.

(if) Mit Hilfe von Funktionentheorie kann man Minimalflichen darstellen: Weier-
strafsdarstellung.

(iii) Helikoid und Katenoid lassen sich ineinander deformieren: Ein Filmchen dazu
gibt es auf Wikipedia [15].

(iv) Stellt man Kopien der Scherkfliche auf die schwarzen Felder eines unendli-
chen Schachbrettes, so erhélt man eine Fléche, die sich periodisch wiederholt
und nirgends aufhort. Solche Hyperflichen werden wir spéater als vollstandig
bezeichnen.

(v) Sei 2 C R™ offen und beschrankt mit glattem Rand. Sei p: R” — R glatt.
Suchen wir nun eine Hyperfliche, die iiber € als graphu gegeben ist, die
Minimalflache ist und {iber 02 mit graph ¢ iibereinstimmt, so miissen wir
dazu die folgende partielle Differentialgleichung mit Randwerten l6sen:

B
1+ |Dul?

U= auf 09.
Dies ist fiir beliebige glatte Funktionen ¢ moglich, falls 9 iiberall nichtnega-
tive mittlere Kriimmung hat, jedoch komplizierter.
7. NIVEAUFLACHEN, UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

Parametrisierte Hyperflachen sind im Allgemeinen nur immersiert und nicht ein-
gebettet. Daflir muss man eine Parametrisierung angeben. Untermannigfaltigkei-
ten, Niveauflachen oder eingebettete Hyperflachen diirfen sich hingegen nicht selbst



34 7. NIVEAUFLACHEN, UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

durchdringen. Dafiir reicht es, die Hyperflache als Menge anzugeben. Eine Parame-
trisierung ist nicht nétig.

Beim ersten Lesen empfehlen wir, die folgenden Definitionen und Sétze bis Theo-
rem 7.6 zunéichst fiir den Fall zu betrachten, dass die auftretenden Funktionen linear
sind.

Die folgende Definition haben wir nach der Kodimension aufgeteilt.

Definition 7.1 (Niveauflachen).

(i) Eine Teilmenge M C R™*! heift Niveauhyperfliche (oder Niveaufliche) der
Klasse C* fiir ein k > 1, falls es zu jedem p € M eine offene Umgebung
U C R"*! und eine Funktion f € C*(U) mit

(i) MNU = f~1({0}) und
(i) df(q) #0 fir alle g € U
gibt.

(ii) Eine Teilmenge M C R" heifit Niveaufliiche der Klasse C* der Dimension m
und der Kodimension n — m fiir ein k > 1, falls es fiir jedes p € M eine offene
Umgebung U C R™ und eine Funktion f € C*(U, R"™™) mit

(i) MNU = f~*{Ogn-m} und
(ii) surjektiver Abbildung D f(p): R™ — R"~™
gibt.
Wir werden uns nachfolgend insbesondere mit Niveauhyperflichen beschéftigen

und nehmen ab jetzt an, dass die Kodimension stets eins ist, wenn wir dies nicht
explizit anders angeben.

Definition 7.2 (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M C R™ heifst m-dimen-
sionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™ mit & > 0, falls es fiir jedes zo € M eine
offene Umgebung U € U(xo) und einen C*-Diffeomorphismus (bzw. Homomor-
phismus) ®: R” — R™ mit ®(z¢) = 0 und

@(M) — @(U) ﬂ (Rm X {ORnf'm})
gibt. n — m heiftt Kodimension von M.
Definition 7.3. Eine Untermannigfaltigkeit M heifit geschlossen, falls sie kompakt

ist. (Normalerweise fordert man zusétzlich, dass M keinen Rand besitzt, jedoch
haben wir bisher nur Untermannigfaltigkeiten ohne Rand definiert.)

Reguldre Hyperflichen sind lokal Untermannigfaltigkeiten. Es gilt sogar

Theorem 7.4. Sei Q2 C R™ offen und X: Q — R™ eine Immersion. Dann gibt es
zu jedem xog € Q eine offene Umgebung U € U(xg) mit U C £, so dass im X (U)
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

Beweis. Wir ergénzen eine Basis des Tangentialraumes T, M zu einer Basis von
R™: Seien Y,,4+1,..., Yy so gewdhlt, dass

lde(xO) @ <Yn+1; B Ym> =R™
gilt. Definiere die Abbildung

O: QxR "> (z,y) — X(x)+ Z y'Y;.
i=n+1
Nach Konstruktion ist dann D®(zp,0): R™ x R™~" — R™ ein Vektorraumisomor-
phismus. Somit gibt es nach dem Satz von der inversen Abbildung eine Umge-
bung V von (z,0), so dass ®|y ein Diffeomorphismus ist. Wir definieren U :=
VN (R™ x {Ogm-n}). Dann ist (®|y/)~! eine Abbildung, die zeigt, dass X (U) eine
Untermannigfaltigkeit ist. (]
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Beispiel 7.5. Sei Q C R” offen und u € C*(£2,R™). Dann ist
{(z,u(2))": z € Q} = graphu
eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™*™.

Beweis. Zu p = (x,u(z))T € M kénnen wir stets U = Q x R™ und f: U — R mit
f (331, AL L ,x”+m) = (x"+1, . ,x"+m) —u (1:1, e ,x")
wahlen. O

Niveauflachen sind ebenfalls Untermannigfaltigkeiten.

Theorem 7.6. Sei M = f~1({Ogn}) C R™T™ eine m-dimensionale Niveaufliche.
Dann ist M eine Untermannigfaltigkeit von R™T".

Beweis. Sei zg € M. Nach einer Drehung des Koordinatensystems im R™" diirfen
wir ohne Einschrankung annehmen, dass R™ 3 y — D f(z¢){(Orm,y)) € R™ surjek-
tiv ist. Dann folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass es eine Abbildung
©: R™ — R™ und eine Umgebung U von xq gibt, so dass M NU = {(z, ¢(z)): = €
R} N U gilt. Benutze nun Bemerkung 7.5. O

Beispiel 7.7. Die Sphére S" := {z € R""!: |z| = 1} ist eine n-dimensionale C>°-
Untermannigfaltigkeit des R"*1: Wihle  := R"*1\ {0} und f(z) := |z|> — 1 oder
f(x) = la] - 1.

Definition 7.8. x

(i) Eine C*-Untermannigfaltigkeit M C R™ heifit kompakt oder kompakte einge-
bettete Mannigfaltigkeit, falls M kompakt ist.

(ii) Eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M C R™ mit k > 1 heift kom-
pakt oder kompakt immersierte C*-Mannigfaltigkeit, falls es eine m-dimensio-
nale kompakte eingebettete Mannigfaltigkeit N C RY, eine offene Umgebung
U C RY von N und eine C*-Abbildung ®: U — R" mit ®(N) = M und

dim d®(z){T,N) =m
gibt.
Bemerkung 7.9. *

(i) Die Sphére ist ein Beispiel fiir eine kompakte eingebettete Mannigfaltigkeit,
die Figur ,,8 ein Beispiel fiir eine kompakte immersierte Mannigfaltigkeit.

(ii) Insbesondere der zweite Teil dieser Definition wird spéter leichter verstindlich
und leichter zu definieren, wenn wir abstrakte Mannigfaltigkeiten kennenge-
lernt haben. Dann kénnen wir dies als Einbettungen bzw. Immersionen von
kompakten abstrakten Mannigfaltigkeiten definieren.

Definition 7.10. Sei M C R"™*! eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.
Eine lokale Parametrisierung von M nahe 2o € M ist eine C*¥-Abbildung X: Q —
M C R™ ! mit 2y € im X, wobei 2 C R” offen ist, X injektiv ist und rang dX (z) =
n fir alle z € Q gilt. Q heift Parametergebiet und V := X(Q) C M heifst das
Kartengebiet von X. Die Abbildung X ~': V — Q heift Karte.

Theorem 7.11 (Existenz und Eigenschaften von Karten). Sei M C R"™! eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R* ' der Klasse C* mit k > 1. Dann
gelten folgenden Aussagen:

(i) Zu jedem p € M gibt es eine lokale Parametrisierung von M nahe p und eine
Karte p: V- Q mitpe V.

(i) Ist X: Q — X(Q) =: V eine lokale Parametrisierung, so ist V relativ offen
in M. Die Abbildung X~ 1: V — Q ist stetig und somit ist X: Q — V ein
Homdomorphismus.
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(i1i) Seien p;: V; — Q;, i = 1,2, Karten von M. Dann ist
pao@r 1 pi(ViNVa) = o3t (Vin V)
ein C*-Diffeomorphismus.

Karten werden spéater wichtig, wenn wir abstrakte Mannigfaltigkeiten definieren
wollen. Das Verhéltnis von abstrakten Mannigfaltigkeiten zu Untermannigfaltigkei-
ten ist mit dem von topologischen Raumen zu Teilmengen des R™ mit induzierter
Topologie vergleichbar.

Dieser Satz gilt auch fiir Untermannigfaltigkeiten hoherer Kodimension. Dann
ist die Normale wieder geeignet durch Vektoren zu ersetzen, die zusammen mit
einer Basis des Tangentialraumes eine Basis bilden. Details: Ubung.

Beweis.
(i) Nach dem Satz tiber implizite Funktionen ist M lokal als Graph darstellbar:
Zu p € M gibt es eine Euklidische Bewegung B: R"*! — R"*! mit B(p) = 0,
offene Mengen 0 € Q C R™ und 0 € I C R sowie u € C*(€, I) mit

BM)YN(QxI)={(z,u(z)): z € Q}.

Insbesondere folgt u(0) = 0. Dann ist X : Q — R*"*! mit X (z) := B~(x, u(x))
die gesuchte Parametrisierung und es gilt X (0) = p € X(Q).

(ii) V ist relativ offen, da F(x,t) := X (z)+tv(x) ein lokaler Diffeomorphismus na-
he t = 0 ist. (Im Fall £ = 1 ist v(z) im Allgemeinen nicht mehr differenzierbar.
Wir kénnen dann jedoch F(z,t) := X (z) + ti(z) fiir eine C1-Funktion 7 mit
(v(z),p(z)) > 0 fiir alle z € Q verwenden.) F~1 ist ebenfalls ein lokaler Dif-
feomorphismus. Somit ist die Einschrinkung X ~! stetig und die Behauptung
folgt.

(iii) Betrachte die lokalen Parametrisierungen X; := 90171 und Xo = @5 ! De-
ren Fortsetzungen X;(z,t) := X;(z) + tv(x) sind wiederum lokale Diffeomor-
phismen (Verfahre fiir ¥ = 1 wie oben.). Dies gilt auch fiir die Verkniipfung
X, ' o X; und daher auch fiir die Einschriinkung auf ¢ = 0, also fiir g2 0 @7 .
Da Parametrisierungen und damit auch Karten (globale) Homéomorphismen
sind, ist (g 0 <pf1 o (ViNTe) — @gl(Vl NV4) auch ein (globaler) Diffeomor-
phismus. U

Die folgende Definition liefert fiir immersierte Flichen X wieder im DX (kleine
Ubung).

Definition 7.12 (Tangentialebene). Sei M C R"*! eine n-dimensionale C''-Un-
termannigfaltigkeit des R"*1. Dann heikt V' € R"*! Tangentialvektor in p € M,
falls es eine Kurve 7v: (—&,e) — M mit v(0) = p und 7/(0) = V gibt. Die Menge
aller Tangentialvektoren in p bezeichnen wir mit 7, M. Man schreibt auch (p, V)
fiir den Tangentialvektor.

Lemma 7.13. Sei U C R"™! offen und sei M = f~1({0})NU eine C*-Unterman-
nigfaltigkeit. Sei xg € M. Dann gilt

fiir alle V € Ty, M, d. h. bis auf die Wahl des Vorzeichens ist % die Normale an
M in xq.

Beweis. Sei v: (—¢,e) — M C R*"™! eine Kurve mit v(0) = 2o und +/(0) = V. Es
gilt f(y(t)) = 0 fur alle t € (—¢,¢). Nach Kettenregel folgt (Vf(v(¢)),7'(t)) = 0,
ebenfalls fiir alle ¢. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Behauptung. (]

Theorem 7.14. Sei M C R"*! cine n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des
R"*L. Dann ist T,M ein Unterraum von R"*! und es gilt
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(i) T,M =imdX (z) fiir eine lokale Parametrisierung X : Q@ — M mit X (z) = p.
(ii) T,M = kerdf (p), falls MNU = f~1({0}) fiir eine offene Menge U mit p € U
und fiir f € CY(U) mit df #0 in U gilt.

Beweis. Sei X(z) = p. Die Inklusionen imdX (x) C T,M C kerdf(p) folgen direkt
nach Definition. Wegen dimim dX (z) = n und dim ker df (p) = n gilt jedoch iiberall
Gleichheit. O

Die folgende Bemerkung, Bemerkung 7.15, steht auf einer gesonderten Seite.

Wir wollen nun die zweite Fundamentalform von Untermannigfaltigkeiten ohne
Zuhilfenahme einer Parametrisierung bestimmen. Die Wahl des Vorzeichens von v
ist prinzipiell beliebig. Bei dieser Konvention erhalten wir fiir die Niveauflachen-
darstellung von schrumpfenden Sphéren die dufsere Normale.

Lemma 7.16. Sei X € C? (Q,R"!) eine parametrisierte Hyperfliche, U C R"+1
eine Umgebung von p = X (z) und f € C*(U) mit fo X =0 und Df # 0 nahe p.
Dann gilt

D?f(p){DX (z)(v), DX (z){w)) , Vf
h(z)(v,w) = — beziiglich v =——— o X.
) Df() i
Beweis. Wir differenzieren f o X = 0 und erhalten
0= filX (2)) X} (2),
0=fru(X@)XF @)X () + fil X (2) X,
Wir benutzen v(z) = 7% und erhalten aus der Definition der zweiten
Fundamentalform
hij(@)|Df(X ()| = = f f (X (2) X[ (2) X} (2).
Die Behauptung folgt. (]

Dies rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 7.17. Sei M C R™t! eine n-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeit.
Sei U C R"™ offen und f € C%(U) mit Df # 0 in U. Gelte M NU = f~1({0}).
Dann definieren wir die zweite Fundamentalform h, M N > p— L*(T,M,T,M;R)
und die Weingartenabbildung S, M N Q 3 p — Hom (T,M,T,M), durch

h(p) (v, w) = (v, S(p)w) = _D2f(p)(v, w)

[Df(p)]
fiir v,w € T,M C R"*1.

Bemerkung 7.18.

(i) Da wir p auf ein Element in L?*(T,M,T,M;R) abbilden und somit der Ziel-
raum von p abhéngig ist, erfiillt dies nicht die Definition einer Funktion. Dieses
Problem lésst sich auf zwei Arten 16sen: Man fithrt Schnitte im Tangential-
biindel ein (siehe nachfolgende Vorlesung) oder man betrachtet A als Funktion
MNQ— L? (R"'H, R+ R) und definiert

i _ D) (n(2){v), m(z)(w))
Ap) (v, w) = — DS )] ;

wobei 7w(z): R"*! — R"*! die orthogonale Projektion von R™*! auf den
Tangentialraum Ty ;) M C R™ ! ist, also m(x)(v) := v — (v, v(2))v(z).

Wihlt man f lokal als signierte Distanzfunktion zu M, so werden wir sehen,
dass D?f(Vf,:) = 0 gilt. Somit sind die Projektionen in diesem Falle nicht
notig.
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Bemerkung 7.15. Wir stellen nun in einer Tabelle im ersten Teil einige Grofen ,erster Ordnung” fiir eingebettete Hyperflichen und dieselben

Grofen fiir parametrisierte Hyperflichen einander gegeniiber.
Im zweiten Teil haben wir eine analoge Gegeniiberstellung fiir Grofien ,zweiter Ordnung®, die wir erst spéter betrachten werden.

Parametrisierung Niveaufliche Relation

X:Q— Rt “1({0}) c R *! X(z)=p
Tangentialraum imdX(x) ker df (p) T,M
Tangentialvektor dX {v) VeT,McCR"! dX(z){(v) =V
ZOE.EF N\Hn_”$ firn=2 wHI$ v=200X
Notrik en = G e (2] 0] = (X)) X a) o]
Bogenldnge Ly(vy) L(a) = Lgn+1 () Ly(y) = Lgn+1(X 07)
Winkel = I = <{gn+1 mm w) = <(dX (v),dX (w))
Flacheninhalt A (E) H"(E) Ay(E) =H"(X(E))
2. Fundamentalform || h(z)(-,-) = —(D2X (2)(-,-),v) | h(p)(-,-) = I% h(z) (v, w) = h(p)(dX (v),dX (w))
Weingartenabbildung || h(z)(v, w) = g(v, Sw) h(p)(V,W) = A;Nq WM\V S-dX =dX-S
Hauptkriimmungen Sv; = Kv; SV = ki V; Vi = dX (v;)
Weingartengleichung || Dv = DX - S Do =S5

Die Notation

“ fiir Groflen im Zusammenhang mit Niveauflichen ist eine ad hoc Notation.
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(ii) Nach Lemma 7.16 ist h(p)(-,-) unabhiingig von der speziellen Wahl von f
definiert.
(iii) Nach Lemma 7.16 folgt

(dX (v),dX (Sw)) = g(v, Sw) = h(v,w) = h(dX (v),dX (w))
- <dX<v>,5’-dX(w>>.
Also folgt
S.dX =dX-8S.

Um die Weingartengleichung auch fiir Niveauflachen formulieren zu kénnen, miis-
sen wir zunéchst definieren, wie man eine nur auf einer Untermannigfaltigkeit defi-
nierte Funktion ableitet.

Definition 7.19. Sei M C R"*! eine n-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit.
Eine Funktion f: M — R heikt von der Klasse C1, falls f o X € C1(Q) fiir jede
lokale C1-Parametrisierung X : Q — W C M ist. Sei p = X (z). Wir definieren die
Ableitung von f durch

Df(p): T,M —R,
Df(p)(DX(x)(v)) :=D(f o X)(z){v).
Bemerkung 7.20.

(i) Die Definition von D f benutzt im DX (z) = T, M, also, dass sich jeder Vektor
in T,M als Bild unter DX (x) schreiben lésst.

(ii) Die Definition ist von der Parametrisierung unabhiingig: Sei ¢ € C* (Q,Q)

ein Diffeomorphismus und X := X o¢. Sei = ¢(y). Dann gilt nach Definition
einerseits

Df(p)(DX(z){v)) = D(f o X)(z){v)

und andererseits

Df(p) (DX (97" (@) (w)) =D (f o X) (7" (@) {w).
Die Relation zwischen v und w ergibt sich aus
DX (x)(v) = DX (¢~ (2)) (w)
=DX (¢ (97 (1)) - Do (¢~ ' (z)) (w) = DX (x) - Dy (¢~ (2)) (w)

aufgrund der Injektivitét von DX (+) als Dy (¢~ (x)) (w) = v. Also folgt die
Wohldefiniertheit mit Hilfe der Kettenregel aus

D(f o X)(@){v) D (f o X) (¢ (x)) (w)
=D((foX)oy) (¢ (z)) (w)
=D(foX) (p (¢ (@))) - Do (¢ (@)) (w)
— D(f o X)(2)(v).

(iii) Ist M = R", so stimmt diese Definition von Ableitung mit der iiblichen Defi-
nition iiberein.

Lemma 7.21. Es gilt die Weingartengleichung fiir C?-Untermannigfaltigkeiten
Di = S.
Beweis. Nach Definition und mit 5 - DX = DX - S folgt
Di-DX =D{WoX)=Dv=DX-S=58.DX.
Wir erhalten die Behauptung. O



40 8. DIE DISTANZFUNKTION

’ Wir erhalten die restlichen Zeilen in der Tabelle in Bemerkung 7.15. ‘

Lemma 7.22. Sei f € C%(U,R) fiir eine offene Teilmenge U C R"*1. Sei Df # 0
auf f~1({0}). Setze M := f~1({0}). Sei p € M. Dann ist die mittlere Kriimmung

H von M in p durch
- . Vf
H(p) = —div <>
) v /]

gegeben.
Beweis. Es gilt U = —%. Nun ist
L Vf
H :h; = terM Dp) = _terM <D>
o) i

_ Ap NI g (VL
=t <D|Vf|) d <|Vf|>'

Beachte dabei, dass sich sowohl Spur als auch Divergenz, sofern nicht anders an-
gegeben, auf alle n + 1 Richtungen und nicht nur auf 7,M C R"*! beziehen. Da

‘\%;I’ =1 ist, verschwindet jedoch <D%, %> und die Behauptung folgt. O

8. DIE DISTANZFUNKTION

Héufig ist es niitzlich, eine Menge als Niveaufldche einer speziellen Funktion
darzustellen, der signierten Distanzfunktion. Beispielsweise impliziert nichtnegati-
ve mittlere Kriimmung bei geeigneter Vorzeichenwahl —Ad > 0. Dies kann man
beispielsweise bei der Konstruktion von Barrieren nutzen.

Bemerkung 8.1 (Generalvoraussetzung). In diesem Kapitel wollen wir stets an-
nehmen, dass Q C R” offen, beschriankt und von der Klasse C* mit k > 2 ist.
Definiere die (signierte) Distanzfunktion d: R™ — R durch
d(z) = dist(z,R™ \ Q) — dist(z, ),
so dass d in € positiv ist. In © gilt dann auch d(z) = dist(x, 0Q).
Sei € > 0. Definiere eine e-Umgebung des Randes durch
(09)c :={z e R": [d(z)| <e}.

Lemma 8.2. Gelte Bemerkung 8.1. Dann gibt es € > 0, so dass d in (00). von
der Klasse C* ist.
Solch eine Umgebung (02)c heifit Tubenumgebung von OS).

Beweis. Sei zy € 0. Dann diirfen wir nach einer Rotation und Verschiebung des
Koordinatensystems ohne Einschrénkung annehmen, dass zo = 0 gilt und dass es
w: R"™1 - R in C*¥ mit Dw(0) = 0 und

QN B-(0) = {(&,2™) : 2" > w (£)} N B-(0)
fiir ein r > 0 gibt. Sei p > 0, so dass fiir alle z € B}~'(0) auch (z,w (2)) € B,(0)
gilt. Dann ist die &ufere Normale an 2 fiir & € B,(0) durch
Dw(z), -1
(i) = PAD D)
1+ |Dw(z)|?

gegeben. Setze v durch v (&, 2™) := v(Z,w(&)) nach R™ fort.
Definiere die Abbildung

d: R xR — R"
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durch
O(2,t) = (&, w()) — tv(2,w()),

wobei wir die Formel fiir v auch fiir ¢ B,,(0) verwenden. Natiirlich interessieren wir
uns nur dort fiir die Abbildung ®, wo graphw mit 0f2 iibereinstimmt. Wir kénnen
diese Abbildung auch auf ganz 99 x R durch ¥(x,t) := x — tv(x) definieren. Wir
haben sie oben lediglich mit Hilfe von w lokal in einer Karte dargestellt.

Wir behaupten, dass ® nahe (0, 0) ein lokaler Diffeomorphismus ist. Es gilt ndm-
lich

aii D(z,t) = (e5,w;) — tv; — trpw;,
0
i (i‘7t) :(eivo)a
Ox (&,6)=0
0 ...
7(1)(1'70 - 7”(030) = €n,
ot (3,6)=0

also

DH(0) = (; (1)> :

Somit ist ® und daher auch ¥ nach dem Satz iiber implizite Funktionen ein lo-
kaler Diffeomorphismus. Da 02 kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte, deren
Umgebungen, in denen ¥ (bzw. ®) ein Diffeomorphismus ist, nach Projektion auf
die nicht-t-Komponenten bereits 02 {iberdecken. Somit ist ¥ auf 9Q x (—¢,0) fiir
ein 6 > 0 ein lokaler Diffeomorphismus. Wir behaupten, dass (ggf. nach Verklei-
nerung von & > 0) ¥ sogar ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wire dem
nicht so, so wire die Injektivitdt verletzt, es gébe also zu jedem k € N auch
(g, te) # (Yg, k) € O X (—%,%) mit W(zy,tx) = ¥(yx,75). Nach Ubergang
zu einer nicht umbenannten Teilfolge diirfen wir xx — = € 92 annehmen. Wegen
|2k — W(zk, te)| < £ und |yx — ¥(yg, tx)| < ¢ folgt auch y, — x. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass ¥ bzw. ® in einer geeigneten Umgebung von (z, 0) fiir einen
beliebigen Punkte z € 0f) ein lokaler Diffeomorphismus ist. Nehme also ab jetzt
an, dass ¥: 00 x (—¢,e) — R™ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
Wir behaupten, dass fiir t € (—¢,¢)

(8.1) {z €R": d(z) = t} = V(I 1)

gilt. Fiir ¢ = 0 ist dies offensichtlich. Sei also x € ¥(99,t) fiir ein ¢ mit 0 < |t] < e.
Da |v| = 1 ist, folgt |d(x)| < [t|. Ware |d(z)|] < |t|, so gibe es aufgrund der
Kompaktheit ein y € 0Q mit |z — y| = |d(z)| < |t|. Wir behaupten, dass é:z‘ =
+u(y) gilt. Sei a: (—6,6) — 9N eine C*-Kurve mit «(0) = y. Dann ist |z — a(7)|?
nach Definition von d fiir 7 = 0 minimal. Es gilt also

0=2(z — a(0), —a'(0)) = —2(z — y, ).

Da also x — y zu einem beliebigen Tangentialvektor o’ in y senkrecht steht folgt die
Behauptung. Somit ist aber fiir ein geeignetes Vorzeichen

Dies ist jedoch nicht moglich, da |z — y| < |¢| gilt und da ¥ auf 9Q x (—e¢,¢) ein
Diffeomorphismus ist. Somit folgt ,,0 in (8.1).

Die umgekehrte Inklusion funktioniert analog. Fiir € R™ mit |d(z)| < € und
d(xz) # 0 finden wir wie oben einen néichsten Punkt y € 09 mit Normalenvektor

+ é:g‘. Dann gilt ¥(y,d(z)) = z, da das Vorzeichen vor ¢ in der Definition von ¥
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geeignet gewéhlt ist bzw. da nach Definition der dufteren Normalen x + tv(x) & Q
fiir kleine t > 0 gilt. Es folgt (8.1).

Damit ist d(z) = 7, ¥~1(x), wobei m, die Projektion auf die n-te bzw. t-
Komponente bezeichnet.

Ist 00 € C*, so ist v € C*~1, U € C*~! und daher auch d € C*~1.

Da d die Abstandsfunktion zu einer Menge ist, folgt |Vd| < 1. Nun gilt d(z—tv) =
T, U (z—tv) = m, (2, t) = t. Daalso bereits 4d(z—tv) = 1 = Vd(z—tv)(—v) gilt,
verschwindet die zu v orthogonale Komponente von Vd und es gilt Vd(x — tv) =
—v(z). Wegen v € C*~1 folgt also auch d € C*. O

Bemerkung 8.3. Im Beweis des Lemmas haben wir noch folgendes gezeigt:
(i) ¥:0Q x (—¢,e) — R™ mit (z,t) — x — tv(x) ist ein C*~1 Diffeomorphismus
auf sein Bild, falls € > 0 klein genug ist.
) In Q. gilt |Vd| = 1.
i) Vd(¥(z,t)) = —v(x).
) Zuy € (0N2). gibt es stets einen eindeutig bestimmten Punkt x = 7 (y) € 01,
der |7(y) — y| minimiert. Es gilt also d(y) = |7 (y) — y| fir y € QN (99Q)..
(v) Daraus folgt auch By, (y) N 0Q = {n(y)} fir z € QN (09Q)..
(vi) Es gilt 7(¥(x,t)) = fir z € 9Q und |¢| < e.
(vii) Es gilt d(U(x,t)) =t fir z € 9Q und || < e.

Um die zweiten Ableitungen der Distanzfunktion mit der Geometrie des Randes
in Verbindung zu bringen, benotigen wir ein paar Vorbereitungen.

Lemma 8.4. Sei Q C R™ von der Klasse C'. Seien f,g: R" — R mit f = g auf
00. Seixg € O und £ € T, 090, d. h. sei & im Punkte xo ein Tangentialvektor an
0. Dann gilt

(V(f = 9)(x0), &) = D(f — g)(x0)(§) = 0.
Beweis. Nach einer Rotation und Translation des Koordinatensystems diirfen wir
annehmen, dass o = 0 gilt und dass lokal in der Nahe des Ursprungs

Q={(z,z"): 2" > w(2)}
fiir eine C'-Funktion w: R™ — R mit Dw(0) = 0 gilt. Weiterhin diirfen wir an-
nehmen, dass £ = e; gilt. Gelte zusétzlich ohne Einschriankung g = 0, denn sonst
kénnen wir das Lemma fiir f — g und 0 statt f und g zeigen.
Definiere a: (—e,e) — R™ durch a(t) = (ter,w(ter)). Dann ist o/(0) = e; = &
und es gilt foa = 0, falls € > 0 so klein ist, dass « in einer Umgebung des Ursprungs
bleibt, in der 0N als graph w dargestellt ist. Nach Kettenregel erhalten wir daraus

Df(a(t))(e/()) =0
fiir alle t € (—e¢,¢). Fir t = 0 erhalten wir die Behauptung. O

Wir erinnern an die Definition der Hauptkriimmungen in einer speziellen Situa-
tion.

Bemerkung 8.5. Sei Q C R" von der Klasse C2. Sei 0 € 92 und gelte in der Nihe
des Ursprungs

Q={(z,2"): 2" >w(@)}
fiir eine C?-Funktion w mit Dw(0) = 0. Dann stimmen die n— 1 Hauptkriimmungen
ALy s An_1 von O£ in 0 mit den Eigenwerten von D?w(0) iiberein. Ist die obige
geometrische Situation nicht gegeben, so stellt man sie zunéchst durch eine Rotation
und eine Translation her.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich nochmals, dass die Hauptkriimmungen
des Randes nicht von der nétigen Translation und Rotation abhédngen, da die Ei-
genwerte von D2d unter diesen Operationen invariant sind.
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Lemma 8.6. Sei Q C R™ von der Klasse C?. Seid: R™ — R die signierte Distanz-
funktion zu 0Q). Dann sind die Eigenwerte von —D?d in einem Randpunkt durch
die Hauptkrimmungen von 02 und 0 gegeben.

Beweis. Es gilt |Dd| < 1. Im Beweis von Lemma 8.2 haben wir bereits gesehen,
dass in Q. sogar |Dd| = 1 gilt. Wir differenzieren das Quadrat dieser Gleichung

und erhalten 0 = D?d(Dd) = 3 d;;d;. Damit ist der Normalenvektor v = —Vd
j=1
ein Eigenvektor von D?d zum Eigenwert 0.

Fiir den Vergleich der Eigenwerte mit den anderen Hauptkriimmungen wéh-
len wir ein Koordinatensystem wie in Bemerkung 8.5. Zusétzlich diirfen wir nach
einer weiteren Rotation annehmen, dass D?w(0) diagonal ist. Um die zweiten Ab-
leitungen von d zu bestimmen, benutzen wir, dass Vd = —v auf 0 gilt. Es ist

—y = ZL9D 44t 90. Wenden wir Lemma 8.4 komponentenweise an, so sehen

\/14+|Dw|?
wir, dass D%d(¢) = —Du/{€) fiir beliebige Tangentialvektoren ¢ € TpdQ gilt, wobei
wir fiir 7 eine beliebige C!'-Fortsetzung von v withlen diirfen. Setze
—Dw(z),1
_i)(jj’xn) e ( w(x)? )

V1+ [Dw?

D(=#)(0) = ((—(Sf)z'j) (8)) _

Wir erhalten

Die Behauptung folgt.
Wir bemerken, dass sich die 0-Eintrége von D(—7) bei einer anderen Fortsetzung
von v dndern konnen. ]

Lemma 8.7. Gelte Bemerkung 8.1. Sei 0 € 99Q. Sei D%d(0) in einem Koordina-
tensystem wie im Beweis von Lemma 8.6 diagonal,

—D?d(0) = diag{A1(0), ..., X\,_1(0),0}.
Sei (09). eine Tubenumgebung des Randes. Dann gilt firt € (—e,¢)

. —)\1(0) _An(o)
D? = . :
dlten) = diag { =) T tan(0)"
Allgemein gilt somit fiir y € Q., dass D?d(y) die Eigenwerte
“Ailm(y)  Aa((y)
L—dy)h(n(y) 1 —dy)An(r(y))’

besitzt, wobei w(y) die Projektion auf den ndchsten Punkt in O ist und A;(7(y)),
1 <i<n—1, die Hauptkrimmungen von 0Q in w(y) sind.

Das folgende Argument haben wir von G. Bellettini gelernt.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 8.2, siche Bemerkung 8.3, folgt, dass 7 in €.
wohldefiniert ist.
Sei zuniichst k > 3. Aus |Vd|? = 1 erhalten wir

0=> dud, wnd 0= dyd + > dud;.
=1 =1 =1

Setze D(t) := (dij(x — tv())),<; j<,, fiir © € 092 Dann folgt

D(t) = lzzl—dijl(x—tu(x)) i(/x_)/

=dyj(xz—tv(z)) :72?;11(3(1))

.3



44 8. DIE DISTANZFUNKTION

== (i dudyj(z — tl/(@)) = —D*(t).
=1

i,
Die gewdhnliche Differentialgleichung f(t) = —f2(t) mit f(0) = a wird durch
f(t) = 135, eelost. Beachte, dass d(z — tv(x)) = t gilt. Setze y = x — tv(z) und
spezialisiere auf den Fall x = 0. Somit erfiillen die Eintrédge der Diagonalmatrix die
Differentialgleichung mit dem gewiinschten Anfangswert fiir £ = 0. Aufgrund des
Eindeutigkeitssatzes fiir Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen mit Lip-
schitz stetiger rechter Seite folgt die erste Behauptung fiir k£ > 3.

Durch Approximation erhélt man die Behauptung auch fiir £ > 2. Einige Details
dazu sind nachfolgend aufgefiihrt.

Da die Eigenwerte von D?d sich unter einer Rotation oder Translation des Koor-
dinatensystems nicht dndern, folgt die allgemeine Behauptung aus der Behauptung
im diagonalen Fall. O

Das folgende Lemma zeigt, dass die Menge, in der eine approximierende Funktion
U, von ¥ ein Diffeomorphismus ist, sich im Grenzwert nicht verkleinert.

Lemma 8.8. x Sei Q2 C R™ offen. Sei ¢: @ — R™ ein Diffeomorphismus auf im ¢.
Sei K € Q. Dann gibt es ein € > 0, so dass jede C'-Abbildung 1): @ — R™ mit
lo = ¥llcrq) < e einen Diffeomorphismus : K — (K liefert.

Beweis. Sei K ohne Einschriankung kompakt. Fiir € > 0 klein genug folgt det di # 0
in K. Somit ist ¥ ein lokaler Diffeomorphismus. Wir miissen also noch nachweisen,
dass ¢ auch injektiv ist. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es ein § > 0 (Le-
besguezahl), so dass fiir jedes x € K die Abbildung v|p,(,) ein Diffeomorphismus
auf ihr Bild ist. Seien also zg # yo € K mit ¢(x¢) = 1(x¢). Dann gilt |z¢ —yo| > 0.
Die Menge

(e xe{(z,y) € K x K: |z —y[ > 6}

ist als stetiges Bild einer kompakten Menge selbst wieder kompakt. Dabei haben wir
(p x ©)(x,y) = (p(x), p(x)) verwendet. Da ¢ injektiv ist, hat diese Menge einen
positiven Abstand ¢ > 0 zur Diagonalen {(z,x): € R™}. Somit folgt |p(zg) —
©(yo)| = ¢ > 0. Wir erhalten

0 =1tp(z0) — ¥ (vo)|
=¥ (x0) — (x0)) + (¢(z0) — ©(y0)) + (©(yo) — (o))l
> |e(@o) — ¢(yo)| — [¥(z0) — (o) — |¢(y0) — ¥ (yo)
>( — 2e.
Ist € > 0 klein genug gewahlt, so erhalten wir einen Widerspruch. O
Bemerkung 8.9. x Approximieren wir den Rand in C?, so erhalten wir fiir die

zugehorigen Diffeomorphismen ¥, — ¥ in Cl. Sei x aus 9Q beliebig und y =
x — tv(x) fiir ein kleines ¢. Dann ist z = 7, ¥~ (y) und wir erhalten

Vd(y) = Vd(z — tv(z)) = v(z) = v (m¥P ' (y)) .
Die Rechnung
|‘P€ © ¢s($) —po ¢($)|
< lpe 0 the(@) — o Ye ()| + |p 0 Ye(x) — p 0 ()]
<llee = @lico + o 0 Ye(x) — p o ()]

zeigt, dass . — @ und ¥. — 9 in C° auch ¢, o 9. — © o) impliziert. Auf
Kompakta ist das Stetigkeitsmodul von ¢ (die Wahl von ¢ in Abhéingigkeit von ¢ in
der iiblichen Stetigkeitsdefinition) gleichméfig beschréankt. Daher konvergiert der
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zweite Term auch lokal gleichméfig in x gegen Null. Analog zeigt man, dass auch
C'-Konvergenz unter Verkettungen erhalten ist, wobei man noch die Stetigkeit der
Multiplikation benétigt.

Wegen U, — U in C* folgt maoW_ ! = d. — d in C'. Wir gehen nun analog zum
Beweis von Lemma 8.2 vor. Aus

Vdszl/somo\lfgl —svomoW¥ l=vVd inC!
erhalten wir lokal auch d. — d in C?.

Korollar 8.10. Gelte Bemerkung 8.1. Dann gilt fiir y in einer Tubenumgebung
() NQ
—Ad(y) = H(r(y)),

wobei w: (0N)e — N die Projektion auf den ndchsten Randpunkt ist.

Beweis. Die Aussage gilt fiir y € 002 mit Gleichheit und folgt allgemein aus

d Xi(m(y))
at (1 = twm) =0 -

9. DIE GAUSSKRUMMUNG INTEGRIEREN

Im néchsten Abschnitt werden wir mit Hilfe des mittleren Kriimmungsflusses
die isoperimetrische Ungleichung fiir konvexe Hyperflichen im R? beweisen. Dabei
bendtigen wir eine untere Abschitzung an [ K. Diese behandeln wir nun.

M
Lemma 9.1. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei u € C? (ﬁ) strikt konvex und
x + Du(x) ein Diffeomorphismus auf Du(f2). Sei M = graphu C R" ™. Dann gilt

[ Kau=pan),
M

wobei K die Gaufkrimmung von M bezeichnet.

Bemerkung 9.2. Die Abbildung z — Du(z) ist fiir strikt konvexe Funktionen
u lokal stets ein Diffeomorphismus (Details: Ubung). Global ist dies fiir konvexe
Mengen Q ebenfalls richtig, so dass diese Voraussetzung in Anwendungen héufig
automatisch erfiillt ist.

Beweis von Lemma 9.1. Wir stellen die beiden Seiten der behaupteten Gleichheit
zunéchst in geeigneter Form dar: Es gilt fiir die linke Seite

det D%
/Kdu / ¢ (1 1Dul?)'? d

(1+ [Dul?) 2
Die Abbildung R" > y +— 1i\y|2 € B; C R" ist ein Diffeomorphismus (kleine
Ubung). Somit ist auch
VEN A=Y Vu—(a:) € B
1+ [Du(z)]?
Yu

ein Diffeomorphismus. Gleichzeitig stimmen iioae und die ersten n Komponen-
u

ten von v iiberein. Sind die ersten n Komponenten von v gleich z € By C R”, so

erhalten wir
T
v=(2VI=P) = fe)"
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Somit erhalten wir fiir den Ausdruck auf der rechten Seite der behaupteten Gleich-
heit

voni= [ VIFDIRd: -

2
_ 2
1|z
Vu (Q) YVu (Q)
V1+|Dul? V1+|Du|?

da
f(z) =v1-]2

—z
fi=——s
RVAREE
und
22 1
=22 1=z
Wir méchten nun die Transformationsformel fiir Integrale benutzen. Definiere dazu

Vu(z)

1+ |Dff =1+

)= ——t =2,
20 = AT Dup
Es folgt
P 0 u’ B uh B ulupu®

P00 T 00l \Tx Du I+ DuP Tt Dl
_ % cujp (6% (14 |Dul?) — uiu®)

VI+ Dup

1+ |Du?

det Dy = % det D%u - det ((5“ (14 |Dul?) — uluk)
- % det D%u- (1 + [Duf?)" "
n+2

2 detD*u=K >0,

( )
(1+1Duf?)”
( )

1+ |Dul?

1 1
= = /1+ [Dul.
VI=lp(@)]? \/1 _ _1Dup_
1+|Du|?

Mit z = ¢(z) und 4 = ¢’ erhalten wir nach Integraltransformationsformel

/ det Dy - h(p(z)) dx = / h(z) dz.

Q ()

Wenden wir dies auf h(z) = ——L— an, so erhalten wir

V1—|2]?

1
— |z
Q »(Q)
wie behauptet. [l

Fiir das néchste Korollar benotigen wir noch die Surjektivitat von v bei geschlos-
senen C''-Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 9.3. Sei M™ C R™"*! eine geschlossene C'-Untermannigfaltigkeit. Dann
1st

vi: M" — S"
surjektiv.
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Fiir eine kompakte immersierte C''-Hyperfliche gilt dieses Resultat im Allgemei-
nen nicht mehr. Die Figur ,,00“ ist ein Gegenbeispiel dafiir.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschriankung annehmen, dass M zusammenhéngend
ist. Sonst betrachten wir eine Zusammenhangskomponente von M. Es ist bekannt,
dass R™*1\ M aus genau zwei Zusammenhangskomponenten besteht. Ist M ho-
moomorph zur Sphére, so benutzt man dafiir den Abbildungsgrad, siehe z. B. [10],
sonst Differentialtopologie [8,9]. Da M beschriankt ist, ist genau eine dieser bei-
den Zusammenhangskomponenten von R"*! \ M unbeschriinkt. Seien Z; und Z,
diese beiden Zusammenhangskomponenten, Z, sei unbeschrankt. Dann gilt auch
071 =072y = M.

(Ein Blick auf die gehérnte Sphiire von W. Alexander, die homdomorph zu S? ist,
mag verdeutlichen, dass solch ein Resultat nichttrivial ist. Im Komplement dieser
Sphire gibt es nicht kontrahierbare S'-en.)

Wir mochten nun eine Normale auswéhlen, die iiberall in einem noch zu defi-
nierenden Sinne in die unbeschrinkte Komponente weist: Hitte Z; einen C?-Rand,
konnten wir den negativen Gradienten der signierten Distanzfunktion wéhlen. Nun
wihlen wir in jedem Punkt 2 € M die Normale v(x), die z + tv(z) € Zy fiir
kleine ¢ > 0 erfiillt. An einer lokalen Graphendarstellung iiber einem zusammen-
héngenden Gebiet sieht man, dass die zusammenhéngenden Mengen ober- und un-
terhalb des Graphen jeweils Teilmengen von Z; oder Zs sein miissen. Weiterhin
liegt Z; oberhalb von M und Zs unterhalb von M oder umgekehrt, da sonst nicht
071 = 0Z3 = M gelten kann. Somit sieht man, dass das Vorzeichen der Norma-
len wohldefiniert (es gibt also immer eine solche Vorzeichenwahl) und die Normale
stetig ist.

Anschaulich gesprochen fixiert man nun ein p € S™ und verschiebt eine Hyper-
ebene mit Normale p von Unendlich her kommend in Richtung —p, bis sie in einem
Punkt M beriihrt. Dort hat M dann die Normale p.

Formal setzt man dies wie folgt um: Sei p € S™ fest. Betrachte die stetige Funk-
tion ® mit

M >z~ (z,p) € R.

Dann existiert g € M, so dass ® in x¢y maximal ist. Aufgrund der Maximalitdt
folgt (x,p) < (xg,p) bzw. (x — xo,p) < 0 fiir alle x € M.

Sei v: (—¢,e) — M eine C*-Kurve mit v(0) = z¢. Aufgrund der Maximalitit
von @ in zg gilt ®(y(t)) < ®(xp) fiir alle t € (—¢,¢) mit Gleichheit fiir ¢ = 0. Es
folgt

0= Sa(10)| =600
t=0
Somit steht jeder Tangentialvektor an M in x( senkrecht auf p. Also gilt v(zg) = +p.
Fiir jedes A > 0 gilt
(zo + Ap,p) > (20, p).

Somit liegt keiner der Punkte g+ Ap, A > 0, auf M und daher weist p in Richtung
der unbeschriinkten Komponente von R"*1\ M. Daher folgt v(z¢) = +p. Dap € S"
beliebig war, ist v surjektiv. O

Die néchste Folgerung gilt auch ohne die strikte Konvexitdtsannahme, falls die
Mannigfaltigkeit topologisch eine Sphére ist. Dies folgt aus dem Satz von Gauf-
Bonnet.

Korollar 9.4. Sei M"™ C R"*! eine zusammenhingende strikt konveze geschlosse-
ne n-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit. Dann gilt

/K =[8" = (n+ Dwny1.
M
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Beweis. Wir fiihren den Beweis dieses Satzes unter der zusitzlichen Annahme, dass
M der Rand einer konvexen Menge K C R™t! ist. Diese Annahme ist nicht nétig,
wir werden dies jedoch erst in Abschnitt 12 zeigen.

Nach Lemma 9.3 ist v: M — S™ surjektiv. Die lokale Injektivitdt der Normalen
v folgt mit Hilfe der Normalform fiir Hyperflichen aus der strikten Konvexitét.
Da M der Rand einer konvexen Menge K ist, liefert eine einfache geometrische
Uberlegung die Injektivitéit von v: M — S™. Lokal in Graphendarstellung ist Du
ein Diffeomorphismus. (In einem noch genauer zu definierenden Sinne ist damit
sogar v: M — S™ ein Diffeomorphismus.) Wir bemerken zunéchst, dass sich Lemma
9.1 auch auf messbare Teilmengen von 2 bzw. M, da sind es genau die Bilder
messbarer Teilmengen von 2, anwenden 1aft. (Alternativ kann man M bis auf eine
n-dimensionale Nullmenge, die noch formal zu definieren wéren, zerlegen und sich
iiberlegen, dass diese Nullmengen auf beiden Seiten der behaupteten Gleichheit
keinen Beitrag liefern.) Zu jedem Punkt p € M gibt es eine Umgebung U mit
p € U, so dass Lemma 9.1 auf M N U anwendbar ist. Aufgrund der Kompaktheit
von M iiberdecken endlich viele davon bereits M:

N
M:Uw

Wir setzen nun M, :=U; \ U U;, 1 <4 < N, und erhalten eine endliche disjunkte
]_

Uberdeckung von M durch messbare Mengen, M = U M;. Wenden wir nun Lemma

i=1

() - i,

da die Mengen M; paarweise disjunkt sind und v ein Diffeomorphismus ist.
Die zweite Gleichheit in der Behauptung ist aus Analysis II bekannt. O

9.1 auf jede dieser Mengen an, so erhalten wir

/KW Z/K@ ZW )| =

le

Haufig ist die genaue Schranke beim néchsten Resultat gar nicht wichtig.

Korollar 9.5. Seiu € C?(R") strikt konvex und M := graphu. Dann gilt

1
[ s

Beweis. Da R™ eine konvexe Menge ist, ist v: R” — S™ ein Diffeomorphismus auf
eine Teilmenge der offenen unteren Hemisphére. O

Korollar 9.6. Seiu: R™ = R eine C2-Funktion. Dann gibt es keine positive untere
Schranke € > 0 fiir die Hauptkriimmungen von M = graphu, d. h. es gibt keine > 0
mit X\i((z,u(x))) > e >0 fir alle v € R™ und alle 1 <i < n.

Beweis. Angenommen, es gibe doch solch eine Funktion u. u oder —u (bei Wahl
der oberen Normalen) ist eine strikt konvexe Funktion. Sei ohne Einschrinkung u
strikt konvex. Dann gilt K[u] > €™ > 0. Es folgt

\S"\>/Kdu>/g dx.

R n
Widerspruch. O

Korollar 9.7. Sei u € C?(R™) strikt konvex. Dann ist K € L'(R™) oder K €
L'(graphu).

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis von Korollar 9.6. O
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10. MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS

Man kann den mittleren Kriimmungsfluss fiir Mannigfaltigkeiten unterschiedli-
cher Kodimension in anderen Mannigfaltigkeiten untersuchen, wir beschranken uns
hier jedoch auf den Fall von Hyperflichen im Euklidischen.

Statt vom mittleren Kriimmungsfluss sollte man - in unserem Fall - genauer vom
Fluss von Hyperflachen entlang ihrer mittleren Kriimmung reden.

10.1. Die Flussgleichung. Ublicherweise betrachtet man beim mittleren Kriim-
mungsfluss Abbildungen X : M x [0,T) — R"*! wobei M eine abstrakte Mannig-
faltigkeit ist. Da wir solche aber noch nicht kennen, umgehen wir dieses Problem
mit Hilfe einer lokalen Definition.

Wir setzen hier den Startzeitpunkt stets auf ¢ = 0. Die Definitionen und Resultat
lassen sich aber direkt auf andere Startzeitpunkte {ibertragen.

Definition 10.1. Sei Q C R” offen. Sei T' > 0. Dann erfiillt die Abbildung X : Q x
[0,T) — R™*! den mittleren Kriimmungsfluss (lokal), falls X (-,¢) fiir alle t € [0,7)
eine immersierte C?-Hyperfliche ist, X nach ¢ differenzierbar ist und fiir alle (x,t) €
Q1 x [0,T) die Gleichung

X =—Hv
erfiillt ist.

Spéter ersetzt man in der folgenden Definition die Untermannigfaltigkeit durch
eine abstrakte Mannigfaltigkeit. In beiden Féllen benutzt man eine Karte, um mit
X o (¢~ ! xid) eine auf R™ x [0, 00) definierte Abbildung zu erhalten.

Definition 10.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Sei 7" > 0. Dann erfiillt
X: M x [0,T) — R"! den mittleren Kriimmungsfluss, falls es fiir jeden Punkt
p € M eine Karte (U, ¢) mit p € U gibt, so dass Xo(p~1xid): p(U)x[0,T) — R"**!
den mittleren Kriimmungsfluss lokal erfiillt.

Wir sagen auch, dass dann die Familie (M;);eo,r) mit My = X (M, ) den mitt-
leren Kriimmungsfluss erfiillt.

Die Definition des mittleren Kriimmungsflusses ist im folgenden Sinne von der
Wahl der Karte unabhingig.

Lemma 10.3. Sei X o(p~! xid) eine lokale Losung des mittleren Kriimmungsflus-
ses. Sei (V,9) eine weitere Karte. Seien (U, ) und (V,v) C%-vertriglich, d. h. sei
pop L (UNV) = o(UNV) ein C%-Diffeomorphismus. Dann erfillt X o (¢~ x
id): p(VNU) x[0,T) — R"! ebenfalls lokal den mittleren Kriimmungsfluss.

Beweis. Ubung. O

Beispiel 10.4 (Sphiiren). Sei M = S® C R"*1. Sei R > 0. Dann ist X: M x
[O R—2> — R mit X(p,t) := p- VR2 — 2nt eine Losung des mittleren Kriim-

7 2n
mungsflusses.
Auf diese Lésung kommt man, indem man den Ansatz X (p,t) := p- f(t) macht.
Hieraus erhélt man \;(t) = ﬁ, H=5 X= pf(t) und v(p,t) = p. Also sollte
. ! n
pft)=X=—-Hv=——=p
" 70
gelten. Dies ist fiir f (t) = — f?t) der Fall und die Losung dieser gewohnlichen Dif-

ferentialgleichung mit Anfangswert f(0) = R ist durch f(¢) = v R? — 2nt gegeben.
Wir lassen es als Ubung, die Definition des mittleren Kriimmungsflusses auch
formal zu {iberpriifen.

Bemerkung 10.5.



50 10. MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS

(i) Minimalflichen sind stationére (= zeitunabhingige) Losungen des mittleren
Kriimmungsflusses. Zylinder der Form S*¥ x R™ ¥ schrumpfen #hnlich wie
Sphiren. Sie konvergieren in endlicher Zeit gegen {Ogx+1} x R"~*. Die grim
reaper Losung ist als Graph von u(z,t) = —logcosx +t, (z,t) € (fg, g) x R,
gegeben. Weitere explizite Beispiele sind die Haarnadel- oder Biiroklammer-
16sung (haar pin, paper clip). Details: Ubung.

(ii) Fiir weitere Losungen muss man - soweit ich weif - zumindest eine gewohnli-
che Differentialgleichung losen (siehe beispielsweise meine Vorlesung iiber Ge-
wohnliche Differentialgleichungen mit geometrischen Anwendungen). Sind die
Losungen nicht symmetrisch, muss man eine quasilineare partielle Differenti-
algleichung lésen (siehe beispielsweise meine Vorlesung tiber den Graphischen
mittleren Kiimmungsfluss).

(iii) Beim mittleren Kriimmungsfluss untersucht man héaufig die Existenz von Lo-
sungen und ihr Verhalten. Klassische Resultate von etwa 1985-1995 sind: Kon-
vexe Hyperflichen konvergieren gegen runde Punkte, d. h. gegen einen Punkt
und nach geeignetem Reskalieren gegen eine runde Sphére (G. Huisken, [6]).
Eingebettete S'-en bleiben eingebettet, werden in endlicher Zeit konvex und
konvergieren dann auch gegen einen runden Punkt (M. Gage, R. Hamilton; M.
Grayson [4,5]). Graphische Hyperflichen existieren fiir alle Zeit und konver-
gieren gegen homothetisch expandierende Losungen, wenn sie anfangs asym-
ptotisch zu einem Kegel sind (K. Ecker, G. Huisken, [3]).

(iv) Ein groRes Ziel ist es, mit Hilfe des mittleren Kriimmungsflusses alle (kompak-
ten) Hyperflichen in geeigneter Weise zu klassifizieren. Der mittlere Kriim-
mungsfluss wird auch hier in der Arbeitsgruppe untersucht.

10.2. Mittlerer Kriimmungsfluss als geometrische Evolutionsgleichung.
Der mittlere Kriimmungsfluss ist eine geometrische Evolutionsgleichung, d.h. das
Bild M; := X (9, ¢) hdngt nicht von der konkreten Parametrisierung ab und ist unter
Euklidischen Bewegungen des umgebenden Raumes invariant. Da es hiufig nur auf
das Bild M; ankommt, kann man auch Losungen von <%X ,V) = —H untersuchen.
Diese sind nicht eindeutig bestimmt, da man sie mit Hilfe von Diffeomorphismen
wie im folgenden Theorem angegeben abéndern kann.

Theorem 10.6. Sei X: Q x [0,T) — R"*! eine Lisung des mittleren Kriim-
mungsflusses %X = —Hv oder eine Lisung, deren Normalengeschwindigkeit ge-
rade die mittlere Krimmung ist: <%X,u> = —H. Sei R € O(n+ 1) eine ortho-
gonale Abbildung und ¥: Q x [0,T) = Q glatt, so dass (-, 1): O —Q fir alle
t € [0,T) ein Diffeomorphismus ist. Dann ist die Normalengeschwindigkeit von
X(x,t) := RX(¢(x,t),t), in Koordinaten X (z,t) = RgXﬁ(w(x,t),t), gerade die

mittlere Krimmung:
d .
—X,v)=—-H.

Weiterhin gilt H(x,t) = H(y(x,t),t).

Den Diffeomorphismus ¢ kann man verwenden, um die Hyperflichen anders
zu parametrisieren. Daher kann man nicht mehr erwarten, dass die Tangentialge-
schwindigkeit verschwindet, wenn wir ¢ verwenden. Die Bilder von X und X o %
stimmen aber iiberein. Daher passiert in beiden Fillen geometrisch das Gleiche.

Da samtliche Rechnungen im Beweis lokal sind, gilt dies auch, wenn die Mengen
Q und Q von der Zeit abhéngen.

Beweis. Grofien zu X bezeichnen wir mit o, H, g;j, .. ..
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Es gilt
%Xﬂ = Rg%XB + RX R,
Xf =Ry,
X3y = REX(0l + REX Q0.
Waéhlen wir 7% = gyﬁ, also 7 = Ry, so ist dies eine Normale an die Fléche X , da

(Rv, Rv) = (v,v) = 1 und <Ru, (Rgxfwf) > = (1, XUk =0 fiiralle 1 <i<n
gelten. Wir erhalten “
d d N
<th, u> = axaRgéﬂngué + ¢ X RES5, RV
= — Hu% 51" + ﬁin‘(Smgy‘s
= —H+0.

H(z,t) = H(¢(z,t),t) haben wir bereits in Theorem 5.10 gesehen. Um beide Teile
des Beweises beieinander zu haben, wiederholen wir dies hier nochmals. Es gilt

Gij = XP0ap X = YFX] R0 RIX{YE = YFX] 0,5 XDk = oF gt

hy = — <X] 1/> = YL X[ RG60n RV — 0L X RS RIV

= — Ul X[ 0ps0” + k(=X 8000” ) W = 04+ et
1) ist ein Diffeomorphismus. Also ist (1/);) I<ij<n eine invertierbare Matrix und die
Eigenwerte von h;; beziiglich g;; und von h;; beziiglich g;; stimmen iiberein: Sei
némlich £ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, d. h. gelte

Agij€ = hi;€&
und ¢ # 0. Dann folgt fiir £ := WLeF mit (-, 1) := (Y(-,1)) "
Mg = Mbigig O] W™ = Migii€™ = Ui = Gihi] Vi, 67 = hué'

Andersherum argumentiert man analog. Somit folgt H(x,t) = H(y(,t),t) und
damit die Behauptung. O

Ubung 10.7. Finde Losungen von <%X7 V> = —H und %X = —Hv fiir den Fall,
dass My ein Zylinder ist, dass also My = (R - Sk) x R™F fiir ein R > 0 gilt und
iiberpriife die Definition des mittleren Kriimmungsflusses explizit.

10.3. Graphische Kriimmungsfliisse.

Bemerkung 10.8.

(i) Die Resultate dieses Abschnittes gelten mit Modifikationen bei den Definiti-
onsmengen auch fiir Graphen, die nicht {iber ganz R" definiert sind.

(ii) Sei in diesem Abschnitt F' eine beliebige Normalengeschwindigkeit, also z. B.
F =H, F =K oder F = |A|?. Es sind aber auch Funktionen méglich, die
beispielsweise zusétzlich von X (z,t) oder v abhéngen.

(iii) Naiv konnte man denken, dass wir durch Betrachten der (n + 1)-sten Kom-

d _ . . . A F .
ponente von X Fv die Evolutionsgleichung Wi erhielten.

Dabei haben wir jedoch nicht beriicksichtigt, dass sich dabei auch der Punkt
x zeitlich dndern kann. Vergleiche dies auch mit einer Ebene, die sich mit
konstanter Normalengeschwindigkeit bewegt.
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(iv) Bei der Umkehrung kann man nicht erwarten, die Evolutionsgleichung %X =
—Fv zu erhalten, da Diffeomorphismen wie in Theorem 10.6 den Tangential-
anteil von %X dndern konnen.

Lemma 10.9. Sei (M,;)o<i<7 eine Lisung von %X =—Fv. Seiu: R"x[0,T) - R
eine Funktion mit
M, = graphu(-,t)
fir alle t € [0,T). Dann erfillt u die partielle Differentialgleichung
i =+/14|Dul?F,
im Falle von F = H also

Vu
i=/1+ |Duf?-div [ —m |,
Dyl <\/1+|Du|2>
in R™ x [0,T).

Umgekehrt sei u eine Losung von & = /1 + |Du|?- F. Dann gilt <%H, v)y=—F
fiir X(z,t) = (z,u(z,t))", jedoch im allgemeinen nicht & H = —Fu.
Im Falle FF = H, K oder |A|?> handelt es sich um eine (echte) partielle Differen-

tialgleichung, beispielsweise fiir F' = 1 entartet diese jedoch zu einer gewShnlichen
Differentialgleichung.

Beweis. Sei X auf R™ x [0,T) definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in R™
mit {. Wir bezeichnen weiterhin die orthogonale Projektion von X (,¢) auf die
Hyperebene R™ = R™ x {0} mit x(£,t). Dann gilt

X (&) = (& 1), u(x(, 1), )"
Aus der Evolutionsgleichung folgt

d . i AT y— L D
%X:(x,uix +u) :—FV:F( m)
Dabei benutzen wir @ = % und u; = g;‘i. Durch Komponentenvergleich erhalten
wir
i —Fu
Ve
F - F F|Du|?

~7

e i’ = +
JIra?r T TrIDuP | /1t DuP

Bis hier gelten die Rechnungen auch fiir andere Normalengeschwindigkeiten als
H. Die Formel fiir H im graphischen Fall haben wir bereits oben in Beispiel 5.23
hergeleitet. Somit folgt die Behauptung.

Zur Umkehrung der Aussage: Definiere X (x,t) = (z,u(z,t))” fiir eine Funktion

umit @ = /1 + |Dul? - F. Dann gilt
T
%X - (0,\/1+|Du|2~F) ,

(Vu,—-1)T

1+ [Duf?’

d
<th,V>— — I

Ist Du # 0, so kann %X = —Fv nicht gelten. O

=1+ Duf?-F.

Eine bessere Umkehrung erhalten wir, indem wir noch gewohnliche Differential-
gleichungen 16sen.
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Lemma 10.10. Seiu: R" x[0,T) — R eine glatte Losung von @ = /1 + |Du|?-F.
Seien Du und F gleichmdfig beschrinkt. Dann gibt es eine Familie (¥y)¢ecjo,r) von
Diffeomorphismen 1y = (-, t) mit : R™ x [0,T) — R™ und ¢y = id, so dass
X(z,t) == (Y(z,t), u(y(z,t),t)T die Evolutionsgleichung £ X = —Fv Idst. Ist u
glatt, so auch .

Beweis. Da die beiden dufseren Terme gleich sind, sollte

d . ,0),t), -D7T
dx= (it ud)L-F (Vu(@(z,t),t), -1 _ o
dt V1+[Du(y(,t),1)]?
gelten. Nach Beschranktheits- und Regularitdtsannahme besitzt das Anfangswert-
problem des Systems gewthnlicher Differentialgleichungen

wl(% t) = - R

V1+[Du(¥(z,t), )]

eine glatte lokal gleichméRig beschrankte Losung v: R™ x [0,T) — R™. Nach Kon-
struktion gilt die erwiinschte Gleichheit in den ersten Komponenten und aus

y F|Du)? F
u+u )t =+/1+|Dul? - F — =
v [Dul V1+[Du2  /1+|Duf?
folgt auch die Gleichheit in der letzten Komponente.

Aus Analysis III ist bekannt, dass alle Abbildungen 3, glatt und Diffeomorphis-
men sind. 0

Bemerkung 10.11. Je nach Funktion F' bendtigt man weniger Regularitit. So
geniigt bei Fliissen wie dem mittleren Kriimmungsfluss oder dem Gaufkriimmungs-
fluss u € C3111 5 C%2 und gleichmiikige Schranken in dieser Norm. Die Differen-
zierbarkeit von 1 folgt dann aus dem Satz iiber die differenzierbare Abhéngigkeit
von Losungen bei gewOhnlichen Differentialgleichungen auf v und den Parameter
x angewandt. Insbesondere ist es dafiir notig, dass die Ableitung der rechten Seite
nach Differentiation nach ¢ noch Lipschitzstetig in x ist.

Uber den graphischen mittleren Kriimmungsfluss ist spiter eine eigene Vorlesung
geplant.

10.4. Der mittlere Kriimmungsfluss als negativer Gradientenfluss. Wir
leiten zun&chst eine Eigenschaft des Gradientenflusses her, die wir auch beim mitt-
leren Kriimmungsfluss zeigen werden.

Bemerkung 10.12. Sei f: R” — R eine C'-Funktion. Sei I ein offenes Intervall.
Dann 16st eine C'-Funktion 2: I — R™ den negativen Gradientenfluss zur Funktion
f beziiglich der Euklidischen Metrik des R™, falls

i(t) = =V f(x(t))
fiir alle ¢ € I gilt.
Sei tg € I und sei y(t): I — R" eine weitere C'-Funktion mit y(to) = z(to)
und [§(to)| < |2(to)| = |Vf(x(to))|. Dann gilt 4 f(2(t)) < < f(y(t)) an der Stelle
t = tg, d. h. der negative Gradientenfluss ist infinitesimal die schnellste Méglichkeit

bei gegebener Geschwindigkeit f zu verkleinern. (Global braucht dies nicht richtig
zu sein.)

Beweis. Es gilt

dt
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= (Vf(z(t0)), &(to)) — (VF(x(to)), y(t0))
< — |V f (o)) + [V £(2(to)] - [§(to)] < 0.
Wir bemerken, dass Gleichheit genau fiir (o) = y(to) gilt. O

Nimmt man als Norm die L2-Norm der Normalengeschwindigkeit, so erhalten
wir ein entsprechendes Resultat fiir den mittleren Kriimmungsfluss. Wir arbeiten
mit Funktionen, die sich nur auf kompakten Teilmengen unterscheiden, damit wir
bei partieller Integration keine Randterme bekommen. Ein entsprechendes Resultat
gilt aber auch fir kompakte Losungen des mittleren Kriimmungsflusses.

Lemma 10.13. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Seiu: Qx[0,T) — R eine glatte
graphische Lésung des mittleren Krimmungsflusses, es gelte also

Vu
w=/T+|Dul?-div| —m——— | nQx][0,T).
[Dul V( 1+|Du2> 0.7)

Sei w: Q x [0,T) — R ebenfalls glatt mit w(-,to) = u(-,to) fir ein to > 0 und
gelte u(x,t) = w(x,t) fir alle t und alle x € Q\ K fiir eine kompakte Teilmenge
K € Q. Sei F so gewdhlt, dass w = /1+ |Dw|? - F gilt. Nehme schliefllich an,
dass die L?-Norm der Normalengeschwindigkeit F beziiglich des Oberflichenmajfes
die L?-Norm von H zur Zeit t =t in K nicht tibersteigt, dass also zur Zeit t = t,

/FZduw < /HQd,uu
K

K

gilt, wobei du, = /14 |Du|?dx ist und du,, entsprechend definiert ist, so dass
insbesondere di, = dp, = dp zur Zeit t =ty gilt. Dann folgt

d
%/\/1+\Du\2da: < —/\/1+|Dw|2dx
K K

t=to t=to

Beweis. In der nachfolgenden Rechnung werten wir stets an der Stelle ¢ = ¢y aus.
Wir erhalten mit partieller Integration und Holderscher Ungleichung

(Dw, Dw Vw
1+ |Dw|?2 = / /
dt/ Dl = | A pep Vit Du?

/F H\/1+|Dw|2dx
—

7
/F2dp . /HQdu
K

—/HQd,u:%/\/l—l—|Du|2,
K K

1/2

Y

%

wobel wir fir den letzten Schritt die ersten Schritte fiir w im Falle /' = H wieder-
holen. O

10.5. Einige Evolutionsgleichungen.

Lemma 10.14. Sei Q2 C R" offen und sei X: ) — R™*! eine Losung der Fvoluti-
onsgleichung X = —Fv. Dann gilt fir die Metrik
d

dtg” = _2Fhlj
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%28
ot

Beweis. Wir differenzieren g;; = (X;, X;) und erhalten

d d d
g ={ =X, X. X, —X.
a9 <dt v ”>+< dt ]>

= ((=Fv)i, X;) +(Xi, (= Fv);)

= — <FiV+Fl/Z‘,Xj> — <Xi,FjI/—|—Fl/j>

= — (Fhi Xy, X;) — (X, FRY X},)

= — Fhigy; — ngkh§

= — 2Fh;;. O

Lemma 10.15. Sei 2 C R™ offen und sex X: {2 — R™*! eine Lésung der Evoluti-
onsgleichung X = —Fv. Dann gilt fiir das Volumenelement du = \/det g;; do

d
L
at a

Beweis. Wir benutzen die Evolutionsgleichung fiir die Metrik und die Differentia-
tionsregel fiir die Determinante und erhalten

d d
%d,u = %\/det gi; dx

1 d
=————detg;jg" —gu dx

2 det gij dt
= — Fy/det gijgklhkl dx
= — FHdu. O

Ohne einen formalen Beweis geben wir das Resultat an, wie sich das eingeschlos-
sene Volumen unter einer Flussgleichung dndert. Fiir eine formale Herleitung wire
zunéchst das eingeschlossenen Volumen zu definieren, dann ldsst sich die einge-
schlossene Menge beispielsweise wie folgt beschreiben: Sei €y die eingeschlossene
Menge zum Zeitpunkt ¢ = 0. Sei ¢(-,t) eine Familie von Diffeomorphismen auf
ihr Bild in R"*!, so dass 1/1(13 t) fiir simtliche Randpunkte gerade mit —Fv {iber-
einstimmt. Nun kann man die Volumeninderung von (2, ¢) bestimmen. Details:
Ubung.

Bemerkung 10.16. Sei M; eine Familie geschlossener zusammenhéngender Hy-
perflichen, die die Evolutionsgleichung X = —Hv erfiillt. Sei {2; die beschrénkte
Komponente von R"™1\ M;. Dann gilt

d

— Q= | —Fdu.

dt‘ t| / dp
M

Heuristik zur Formel. Infinitesimal wird ein kleines Flachenstiick A mit Geschwin-
digkeit F' nach innen verschoben. Dabei féllt in Physikernotation ein Zylinder mit
Volumen |A| - F - At weg. Aufintegriert tiber M erhalten wir genau die behautete
Formel. O

10.6. Die isoperimetrische Ungleichung. Es gilt die folgende allgemeine Form
der isoperimetrischen Ungleichung. Sie besagt, dass eine gewisse Oberfliche |09
notig ist, um ein gegebenes Volumen |Q| einzuschliefen.

Theorem 10.17 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei Q@ C R™. Dann gilt

n—1

= < 109

nwl/™|Q
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Dabei steht || fiir das Lebesguesche dufiere Maf von © und |09 fiir das (n—1)-
dimensionale Hausdorffmafs von 0f).

Wir untersuchen die isoperimetrische Ungleichung nur im folgenden glatten Fall.
Mit wg = %’T ergibt sich

Theorem 10.18. Sei (M;)o<i<r mit My C R? eine glatte Familie von glatten ge-
schlossenen strikt konvexen Flichen, die sich unter dem mittleren Krimmungsfluss
X = —Hv bewegen. Sei Q, C R® offen und beschrinkt mit 9Q, = M, fir alle
t€10,T). Gelte || — 0 firt /T. Dann gilt

3VAT - Q| < | M2
fir alle0 <t <T.

Beweis. Im eigentlichen Beweis benotigen wir zwei Ungleichungen. Die Holdersche
Ungleichung liefert

1/2
/Hdug /1d,u . /szu

M My M

1/2

Weiterhin gilt fiir jede strikt konvexe zusammenhéngende Fliche nach Korollar 9.4

/HQdu: /(A1 f)\g)zdu+/4Kdu24/Kdu:4~ |0B}| =4 3ws =4 - 4.
M, M, M, M,
(Ist M; nicht strikt konvex, so gilt ebenfalls die Abschitzung [ H? > 16m. Dies

zeigt man, indem man iiber eine messbare Teilmenge N von M; integriert, so dass
v: N — S? bijektiv ist und K|y > 0 gilt. Details: Ubung.) Wir definieren

3/2
1 1

B(t) = ——=|M[>? — || = ——= /ld — |

(t) 3\/4H‘t| |€% | SVin J I €2

Es gilt
1/2
i@(t)—L /ld /fHQd f/fHd
dt C 2VArn H a K
M, M, M,

Ist [H < 0, so erhalten wir %CI)(t) < 0. Sonst ist [H > 0 und wir erhalten

aufgrund der vorbereiteten Ungleichungen mit Hilfe von [ H? =/ [ H?- /[ H?

1/2
d 1
—B(t) < — H — H? Hdu<0.
o (t) < / du NG / du +/ dpu <0
M My M
>1
Wegen Q] — 0 fur t /T gilt tli/rr% ®(t) > 0. Aus £®(t) <0 folgt D(t) > ®(s) fiir

alle t <s. Wir lassen nun s /T und erhalten ®(¢) > 0 fiir alle ¢t € [0,7T). Dies ist
dquivalent zur behaupteten isoperimetrischen Ungleichung. (]

10.7. Translatierende und homothetische Lésungen. Im Kapitel {iber Mini-
malflichen haben wir bereits gesehen, dass Minimalflachen kritische Punkte des
Oberflachenfunktionals sind. Solche Zusammenhinge gibt es auch fiir translatie-
rende Losungen oder homothetische Losungen.

In diesem Kapitel wollen wir annehmen, dass alle auftretenden Hyperflichen
glatt sind und die Integrale jeweils endlich ausfallen.
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Wir zeigen zunéchst nochmals eine Richtung des Resultats fiir Minimalflichen
mit unseren jetzigen Methoden. Die andere Richtung folgt so nicht direkt, da wir
hier nur normale Verédnderungen betrachten.

Theorem 10.19. Sei X: Q — R"! eine Hyperfiiche M, die ein kritischer Punkt
des Funktionals [ 1dpu ist. Dann ist X eine Minimalfliche, d. h. es gilt H = 0.
M

Beweis. Sei F': Q x (—¢,¢) — R eine glatte Funktion, deren stetige Fortsetzung auf
Qx[—e¢, ] einen kompakten Triiger in Qx[—¢, €] habe und sei Y: Qx(—¢,¢) — R !
mit Y(-,#) = X und Y = —Fwv. Diese gewohnliche Differentialgleichung kann man
lokal 16sen und Y ist in beiden Variablen glatt. Da die Eigenschaft, Immersion zu
sein, unter kleinen glatten Stérungen erhalten bleibt, ist Y eine glatte Familie von
glatten Immersionen, falls wir nur annehmen, dass € > 0 klein genug ist.

Sei My =Y (Q,t). Dann gilt

d

— [ ldu= | —FH dpu.

o " / 0
M, M,

Da X ein kritischer Punkt ist, verschwinden diese Ausdriicke. Fiir beliebige Funk-

tionen F' ist dies nur im Falle H = 0 mdglich. O
Theorem 10.20. Sei X: Q — R"! eine Hyperfliiche M, die ein kritischer Punkt

des Funktionals
/ A gy

M
mitn € S™ und A € R ist. Dann ist X eine unter dem mittleren Kriimmungsfluss
mit Geschwindigkeit \ in Richtung n translatierende Losung (zu einer festen Zeit
betrachtet).

Bemerkung 10.21.

(i) Wenn wir X als translatierende Losung zu einer festen Zeit bezeichnen be-
deutet dies folgendes: Zunéchst machen wir aus X eine translatierende Lo-
sung, betrachten also X + tAn. Dann betrachten wir die mittlere Krimmung
davon. Sie stimmt mit der von X iiberein. Nun sollte die Evolution unter
dem mittleren Kriimmungsfluss und die Translation iibereinstimmen, also
%(X +tA\n) = —Hwv gelten. Dies ist i. a. wegen tangentialer Diffeomorphismen
nicht moglich. Daher spricht man auch dann von einer translatierenden Lo6-
sung, wenn nur die Normalenkomponenten iibereinstimmen. Wir fordern also
(An,v) = (L(X +tAn),v) = —H(v,v) = —H.

(ii) Wir haben hier gerade implizit eine Richtung als einen Vektor der Lénge eins
definiert.

Beweis von Theorem 10.20. Wir gehen wie bei Minimalflichen vor und erhalten
d
u / AV dy = /eMY’”> (M—Fv,n) — HF) dp.
M, M,
Somit muss 0 = (v, n) + H gelten. O

Theorem 10.22. Sei X: Q — R*T! eine Hyperfliche M, die ein kritischer Punkt

des Funktionals
/ Ax?
e 2 du

M
mit A € R ist. Dann ist M fiir A < 0 eine unter dem mittleren Krimmungsfluss
homothetisch schrumpfende und fiir A > 0 eine homothetisch expandierende Lésung
(zu einer festen Zeit).
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Ublicherweise beschrénkt man sich auf die Fille A = F1.

Beweis. Gehe analog zu den Uberlegungen zu Theorem 10.20 vor. Details: Ubung.

10.8.

O

Niveauflachenfluss.

Es gibt zwei verschiedene Varianten, den mittleren Kriimmungsfluss mit Hilfe von
Niveauflachen darzustellen. Wir beschreiben in beiden Féallen nur den reguldren
Fall. Beide Resultate gelten auch fiir Teilmengen des R™*!. Die Resultate gelten
ebenso fiir andere Normalengeschwindigkeiten F', erfordern dann jedoch die genaue
Angabe der Normalen, da in diesem Fall moglicherweise —Fv, anders als —Hv,
nicht mehr unter v — —v invariant ist.

Die erste Niveauflichenvariante ist die folgende:

Lemma 10.23. Sei w: R"! x [0,T) — R eine Funktion mit Vw # 0. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt

. ww?
w = <60¢B - W) waﬁ.

(ii) Die Niveauflichen M; := {x € R""1: w(x,t) = h} erfillen den mittleren

Kriimmungsfluss bis auf tangentiale Diffeomorphismen, also (X,v) = —H,
fir beliebige Niveaus h € R.

Beweis. Ubung. (]

Bemerkung 10.24.

(i)

(i)
(iii)

Hinweis: Ist w eine Niveauflachenlosung des mittleren Kriimmungsflusses, d. h.
w erfiillt die Differentialgleichung aus Lemma 10.23, und ist X eine klas-
sische Losung des mittleren Kriimmungsflusses, so rechnet man nach, dass
%U(X(p7 t),t) = 0 fir beliebige p gilt. Benutze dazu v® = 7% sowie

H=div(v) = — 21 s (%)
o=
w 16st hier fiir alle Niveauflachen gleichzeitig den mittleren Kriimmungsfluss.

Sei w(z,t) :=t + 5-|z|%. Dann ist w eine Niveaufléichenlésung des mittleren
Kriimmungsflusses, denn es gilt:

W =1,

1

Wao = —Ta,
n
1

Wap :76(15’

a,,B a.f
ap  WoW _(rap @ 1 1 _
<5 B IDw|2) o = (5 " ) ples = (DD =1

Die zugehorigen Hyperflachen M, sind schrumpfende Sphéren.

Sei w eine Niveauflichenlosung des mittleren Kriimmungsflusses und f: R —
R eine beliebige C?-Funktion. Dann ist v := f o w in der Menge Dv # 0 eine
Niveauflichenlésung des mittleren Kriimmungsflusses. Details: Ubung.

Die Niveauflachengleichung fiir den mittleren Kriimmungsfluss ist degeneriert
parabolisch, ein Eigenwert verschwindet.

Viskositétslosungen erlauben es, Niveauflichenlésungen auch unabhéngig von
Dw # 0 zu definieren und zu untersuchen. Alternativ betrachtet man ellipti-
sche Regularisierungen der rechten Seite.
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Wir kommen nun zur zweiten Variante, den mittleren Kriimmungsfluss mit Hilfe
von Niveauflichen darzustellen. Sie funktioniert nur im Falle H > 0 und arbeitet
dafiir mit zeitunabhéngigen Funktionen.

Lemma 10.25. Sei u: R — R eine Funktion mit Du # 0. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt
di Vu 1
v — ]| =-———.
|Vul |Vul

(ii) Die Niveauflichen My := {x € R""L: u(x) =t} erfiillen den mittleren Kriim-
mungsfluss bis auf tangentiale Diffeomorphismen.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 10.26. ,
(i) Wir koénnen die Differentialgleichung wegen div (%) = @—Z‘ — %
auch als
Au — D?*u(Vu, Vu) _
VP
schreiben.
(ii) Hinweis: Ist u eine Niveauflachenlosung des mittleren Kriitmmungsflusses, d. h.
u erfiillt die Differentialgleichung aus Lemma 10.25, und ist X eine klas-
sische Losung des mittleren Kriimmungsflusses, so rechnet man nach, dass

%U(X(p7 t)) = 1 fiir beliebige p gilt.

(iii) u(z) := —5=|z|? ist eine Niveaufliichenldsung des mittleren Kriimmungsflus-
ses, denn es gilt:
1
Uo = — —Ta;,
n

. Vu . x (n+1)—1 n 1
div <) = div (—) =——— = —— = ——
[Vl || ] [z [Vul

Diese Losung beschreibt Sphéren, die fiir ¢ * 0 zu einem Punkt konvergieren.
(iv) Die Differentialgleichung hier ist degeneriert elliptisch und wird ebenenfalls

mit Hilfe von Viskositatslosungen oder elliptischer Regularisierung untersucht.
(v) Ubung: Welche Evolutionsgleichung gehort zur Differentialgleichung

Vu
div| — | = |Vul?
() =1
Bestimme eine (rotationssymmetrische) Losung dieser Differentialgleichung.

Bemerkung 10.27. Beide Versionen von Niveauflichenlosungen (“level-set solu-
tions”) sind fiir die Untersuchung von Losungen wichtig, die Singularititen entwi-
ckeln. Beispiel: Eine “neck-pinch”-Singularitat.

11. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Wir wiederholen zunéchst ein Resultat aus Analysis III.

Theorem 11.1. Sei M C R"*! eine geschlossene C?-Untermannigfaltigkeit. Sei
ViR x [0, T] — R**L ein C*-Vektorfeld, k > 1, das in M tangential zu M ist,
d.h. firx e M gilt V(z,t) € T,M. Sei xg € M. Dann besitzt das Anfangswertpro-

blem

a(t) =Via(t),t), te][0,T],

a(0) = xg
eine C*1-Losung a: [0,T] — M. « ist die einzige C*([0,T], R"*1)-Lisung dieses
Anfangswertproblems.
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Beweis. Sei d (lokal) die signierte Distanzfunktion zu M. Da M von der Klasse C?
ist, ist (in einer Tubenumgebung U von M) d € C? nach Lemma 8.2. Wir setzen
V= %. Es gilt v € C'. Wir definieren in U x [0, 7] das C'-Vektorfeld

V=V —(V,v)v

Nach dem Satz von Picard-Lindeldf besitzt das Anfangswertproblem

at) = V(a(t),t), telo,T],
a(0) = zo

eine C2-Lésung a: [0,¢) — R™*! fiir ein ¢ > 0.
Wir mochten nun zeigen, dass die Losung auf M bleibt. Es folgt fiir a(t) € U

L dtalt)) = (Vd(a(t), a(0) = (Vd(a(t), V(a(t),1)) = 0.

Also gilt d(a(t)) = 0, solange a(t) € U gilt. Damit ist «(t) € M fir «(t) € U.
Insbesondere folgt hieraus, dass die Menge aller ¢ € [0,¢), fir die a(t) € M gilt,
(relativ) offen ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von M ist sie aber auch relativ
abgeschlossen. Schlieflich ist «(0) = 29 € M. Da [0,e) zusammenhéngend ist, gilt
somit «(t) € M fiir alle t € [0, ¢).

Da V beschrénkt ist, lasst sich o mit Hilfe der dquivalenten Integralformulierung
auf [0, e] und wie oben mit Startzeit ¢t = e statt ¢ = 0 iiber ¢ = ¢ hinaus fortsetzen.
Durch Betrachten des maximalen Existanzintervalles sehen wir, dass « auf ganz
[0, T existiert und «(t) € M fiir alle ¢ € [0, 7] erfiillt.

Auf M x [0,T] gilt V = V. Somit 16st a(t) auch das Anfangswertproblem

{au) = V(a(t),t), tel0,T],
a(0) = xg.

Wegen V € C! ist a die einzige C!'-Losung dieses Anfangswertproblems. Die Re-
gularitdt von « folgt aus der von V. O

Bemerkung 11.2.
(i) Die obige Uberlegung lisst sich auch auf héhere Kodimensionen iibertragen,
wenn man eine vektorwertige Funktion ® betrachtet.
(ii) Alternativ kann man M mit Hilfe eines Diffeomorphismusses geradebiegen.
(iii) Ist V nur auf M definiert, so kann man zunéchst V' in eine Umgebung fort-
setzen. Da die Losung auf M Dbleibt, ist sie unabhéngig von der Wahl der
Fortsetzung.
(iv) Ist V auf M x R definiert, so iiberlegt man sich leicht, dass auch « auf ganz
R existiert.
(v) Verallgemeinere das Resultat auf nichtkompakte Untermannigfaltigkeiten M,
so dass M N Bp, fiir jedes R > 1 kompakt ist.
(vi) Formuliere und beweise ein Resultat iiber den maximalen Fluss &dhnlich wie
im Euklidischen.

Beweis. Ubung. (]

Die folgenden Uberlegungen entsprechen dem, was wir schon im Kapitel 7 fiir
die Ableitung gemacht haben.

Definition 11.3. Sei M™ C R"*™ eine C*-Untermannigfaltigkeit und f: M —
I@k eine Funktion. Dann heift f von der Klasse C¥, falls es eine C*-Fortsetzung
f: R & RE gibt,
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Bemerkung 11.4. Sei M™ C R™*™ eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k& > 2
und f: M — R* eine Funktion. Sei U € R™™™ offen. Sei ¢: M NU — R™ eine
Ck-Karte von M. Dann gilt f € C* genau dann, wenn f o ¢~! € CF ist.

Beweis. Ubung. (]

Definition 11.5. Sei M™ C R"*™ eine C'-Untermannigfaltigkeit und f: M —
R eine Funktion. Dann definieren wir den Gradienten von f in z, VM f(z), als
orthogonale Projektion von Vgni1 f(z) auf T,M C R™™ fiir eine beliebige C*-
Fortsetzung f von f.

Bemerkung 11.6.
(i) VM f ist wohldefiniert, d. h. insbesondere von der Wahl der Fortsetzung von
f unabhéngig.
(ii) Sei Ny, ..., N, eine Orthonormalasis von (T, M)=, so ist

VY i) = V@) = Y (V@) Ni) N

i=1
Insbesondere gilt also in Kodimension eins

VY (@) = V(@) = (V@) v(@) (),
(iii) Ist {T;}1<i<n eine Basis von T, M, so gilt

VY () = 3 (T T) T
i=1

Beweis. Ubung. O

Definition 11.7. Sei M™ C R*"*™ eine C'-Untermannigfaltigkeit und f: M — R
von der Klasse C*.
(i) Dann heift g € M kritischer Punkt von f, falls VM f(zq) = 0 gilt.
(ii) Ein kritischer Punkt xg € M heifst isoliert, falls es ein € > 0 gibt, so dass kein
x € B:(x9) N M ein kritischer Punkt ist.
(iii) = Ist jeder kritische Punkt isoliert, so sagen wir, dass f nur isolierte kritische
Punkte besitzt.

Das folgende Lemma beschreibt eine Situationen, in der kritische Punkte isoliert
sind.

Lemma 11.8. Sei M™ C R™*! eine lokal strikt konvexe C?-Untermannigfaltigkeit.
Sei f: R — R durch f(x) = 2™t gegeben. Dann besitzt f auf M nur isolierte
kritische Punkte.

Beweis. Sei xg € M ein kritischer Punkt von f auf M. Dann gilt
0=V f(wo) = V f(w0) — (Vf(w0), v(x0))v(x0)
=en+1 — (€ng1,¥(x0))v (7o)

Also ist

L=lent1]| = [{ent1, v(20))v(20) = [{ent1, ¥(20))|

und somit gilt v(xzg) = zept41. Wir nehmen ohne Einschrinkung zp = 0 und
v(xg) = —ep41 an. Dann gilt in einer Umgebung U des Ursprungs M = graphu
fiir eine Funktion v : R® — R mit Du(0) = 0 und D?u(0) = 0. Es folgt Du(zx) # 0
fiir € U mit x # 0. Fiir solche Punkte x gilt daher v(x) # +e,41. Aufgrund der
obigen Uberlegungen ist z also kein kritischer Punkt von f. Also ist z( ein isolierter
kritischer Punkt von f auf M. (]
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Das folgende Resultat gilt natiirlich in analoger Weise fiir ¢t — —oo. Wir folgen
[13].

Theorem 11.9. Sei M™ C R"™™ cine geschlossene C?-Untermannigfaltigkeit.
Sei f: M — R von der Klasse C*' und f besitze nur isolierten kritische Punkte.
Sei a = a,: R — M eine Lisung von &(t) = —VM f(a(t)) fir alle t € R mit
a(0) =z € M.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Es existiert xo € M mit xg = tliglo a(t).

(ii) Es gilt VM f(zg) = 0.

(111) t — f(a(t)) ist monoton fallend.

(iv) Ist xo ein striktes lokales Minimum von f|pr, so ist

{:c € M: lim a,(t) = 930}
t—o0
relativ offen in M.

Beweis.

(1) Aufgrund der Kompaktheit von M existiert die Losung « fiir alle t € R
mit «(t) € M fir alle t € R. Nochmals aufgrund der Kompaktheit gibt
es ein g € M und eine Folge (tx)reny C R mit ¢ — oo fiir & — oo und
kli)n;o a(ty) = xo.

2) Wir behaupten, dass VM f(x) = 0 gilt: Da &(t) € T, M gilt, folgt
()

£a(0) - fa() = [ 5 Fla)d:
0

- / (VF(a(t)), a(0) dt
0

[ (@ @), -9 s ) at

0
—/{va(a(t))f dt.
0

Da M kompakt ist, ist f beschrinkt. Wire VM f(xq) # 0, so géibe es eine
Umgebung U von zo (in M) mit |[VM f(zg)| > & > 0. Sei 6 > 0 mit
Bas(xo) "M C U. Da U (und sogar M) kompakt ist, gilt }VMf(m)f <M
fiir alle z € U. Fiir groke k € N gilt a(ty) € Bs(xo). Wegen |&(t)| < M fiir
a(t) € U folgt
() — a(ti)| < M- |t — t

fiir a([ty,t]) € U. Die Inklusion gilt zunéchst fiir ¢ &~ ¢; aus Stetigkeits-
griinden, dann aber aufgrund der obigen Abschétzung auch mindestens bis
[t —tx]| = %. Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir ohne Einschrin-
kung tr11 > t;ﬁ-?%, a(ty) € Bs(xp) fir alle k € N und ¢ > % annehmen.
Damit sind die Intervalle (tk — %, ty + %) C Ry disjunkt und wir erhalten

—o00 < f(a(ty)) — f(a(0))

ty

_ / VM fa()] dt

0
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tk+%

VM fla(t)|” dt

S

IN
[
(]
<~
IIM
I
8

Widerspruch. Somit gilt VM f(z0) = 0.

Es gilt tlim a(t) = xo: Falls nicht, so existiert, da eine Teilfolge trotzdem
—00

gegen xo konvergiert, fiir jedes hinreichend kleine € > 0 eine Folge t; — oo

mit

€
la(tar) — zo| < 3 und  |o(takt1) — ol > €.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es somit eine neue Folge (73 )ren C R mit
top < T < togpg1 und |a(ty) — xo| = €. Da dB.(x9) N M kompakt ist,
konvergiert eine Teilfolge davon; ohne Einschrinkung gelte also a(1;) —
x. € OB (x) fiir k — co. Wie oben erhalten wir VM f(z.) = 0.

Wiederholen wir nun dieses Argument, so erhalten wir eine Folge g5 \, 0
und Punkte z., € 0B, (z¢) mit VM f(z.,) = 0. Somit ist 2 kein isolierter
kritischer Punkt. Widerspruch.
Da g ein striktes lokales Minimum ist, gibt es € > 0, so dass f in By (2g)N
M nur den kritischen Punkt z besitzt und f(x) > f(xo) fiir alle z €
B (z9) N M gilt. Durch Verkleinern von € > 0 kénnen wir ohne Einschrén-
kung annehmen, dass dB.(xzg) N M # () gilt. Wir setzen

hi= xeaBg(lio)nMﬂx)'

Das Infimum wird aufgrund der Kompaktheit angenommen und es gilt h >
f(xg). Wir definieren weiter

M" := {x € M N B.(x0): f(x) <h}.

Sei x1 € M" beliebig. Betrachte das Anfangswertproblem

{a@) = VM f(a(t), t>0,
a(0) = 1.

Da « einen negativen Gradientenfluss erfiillt, gilt f(«(t)) < h fir alle t > 0.
Wir behaupten, dass «(t) € M" fiir alle t > 0 gilt. Sonst giibe es ein
minimales tp > 0 mit a(tg) € 0B:(z9) N M, da o wegen f(a(t)) < h nie
den Teil des Randes mit f = h erreichen kann. Nach Definition von h wire
dann f(a(tg)) > h. Widerspruch.

Aufgrund der obigen Beweisteile existiert tlggo a(t) =t Too. Da a in M"
bleibt und z, ein kritischer Punkt von f|/ ist, folgt a(t) — z fiir t — oo.
Die Menge M" ist also eine offene Umgebung von z und alle Lsungen von
a(t) = =VM f(a(t)), die a(ty) € M™" fiir ein tg € R erfiillen, konvergieren
fiir t — oo gegen x.

Sei y € M ein weiterer Punkt mit tlggo ay(t) = xo, wobel wir mit «,
eine Losung mit a(0) = a,(0) = y bezeichnet haben. Dann gibt es ein
T > 0 mit o, (T) € M". Da Losungen stetig vom Anfangswert abhéingen
und M" (relativ) offen ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € B;(y) auch
a,(T) € M" gilt. Daraus folgt tli}rn o, (t) = zo. Wir erhalten die behauptete
Offenheit. = O
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12. GLOBALE KONVEXITAT

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass lokal strikt konvexe C?-Unter-
mannigfaltigkeiten auch global konvex sind. Beachte, dass solch ein Resultat fiir
immersierte Mannigfaltigkeiten schon im Fall n = 1 i. a. falsch ist.

Zur Erinnerung:

Definition 12.1. x Sei K C R"*! eine Menge. Dann heifit K (global) konvex,
falls es fiir jeden Punkt xzy € K eine affin lineare Funktion f mit f(zp) = 0 und
K C {z € R"!: f(x) <0} gibt.

Wir folgen nochmals [13].

Theorem 12.2. Sei M™ C R"t! eine zusammenhingende lokal strikt konvexe
C?-Untermannigfaltigkeit. Dann ist M™ (global) konvex.

Beweis im Fall n > 2. Sei M nicht global konvex. Dann gibt es einen Punkt xy €
M, so dass fiir jede affin lineare Funktion f: R™*! — R mit f(x¢) = 0 auch ein
Punkt x € M mit f(z) < 0 existiert (wir wenden die Definition auf —f an). Wihle
nun eine affin lineare Funktion f mit f(x¢) = 0 und {y € R"*!: f(y) = 0} = Ty, M,
so dass f in x¢ ein lokales Minumum besitzt (benutze dazu die lokale Normalform).
Ohne Einschrinkung diirfen wir nach einer Rotation annehmen, dass f(y) = y"*!
gilt. Nach Annahme gibt es x € M mit f(x) < 0. Da M kompakt ist, besitzt f|n
ein Minimum in einem Punkt 27 mit f(z1) < f(z) < f(zo) = 0. Seien z1,...,zxN
alle lokalen Minima von f. Dann gilt N > 2. Nach Lemma 11.8 sind alle diese
kritischen Punkte isolierte kritische Punkte von f. Daher sind es auch nur endlich
viele. Seien U; die nach Theorem 11.9 in M relativ offenen Mengen, die aus den
Punkten x € M bestehen, so dass die Losungen

a(t) = =V f(a(t)), t=0,
a0) =z
fiir t — oo gegen x; konvergieren. Sei Z die nach Lemma 11.8 endliche Menge

der lokalen Maxima von f|a;. Da Losungen « genau dann gegen einen Punkt in Z
konvergieren, wenn sie in Z starten, gilt

N
M=zulJU
i=1
und alle diese N + 1 Mengen sind paarweise disjunkt. Wegen n > 2 ist M \ Z
zusammenhéngend, sogar wegzusammenhéngend (betrachte eine lokale Graphen-

N
darstellung um die isolierten Punkte in Z). Somit haben wir M \ Z mit {J U; als
i=1

disjunkte Vereinigung von offenen nichtleeren Mengen dargestellt. (Die Me_ngen U;
sind sogar wegzusammenhéingend.) Wegen N > 2 erhalten wir einen Widerspruch
dazu, dass M \ Z zusammenhéingend ist. O

13. GEODATISCHE

13.1. Geoditische auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition 13.1. Sei M C R"*! eine C2-Untermannigfaltigkeit. Sei a : (a,b) —
R eine C?-Kurve mit a(t) € M fiir alle ¢ € (a,b). Dann heilt o Geodiitische,
falls N

Oé(t) S (Ta(t)M)
fiir alle t € (a,b) gilt.

Bemerkung 13.2.
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In der Definition haben wir die Dimension von M nicht vorgegeben. Auch M =
R"™*! ist moglich. Wir schreiben auch « : (a,b) — M. Manchmal betrachten
wir auch Geodétische auf halb offenen oder abgeschlossenen Intervallen.
Physikalische Interpretation: Beschreibt «(t) die Lage eines Massenpunktes
auf M zur Zeit t, so ist mé = F die auf den Massenpunkt wirkende Kraft.
Die Bedingung ¢(t) € (TO[(t)M)L besagt also, dass keine tangentialen Krifte
auf den Massenpunkt wirken. In normaler Richtung wirken die Zwangskrifte,
die den Massenpunkt auf M halten.

Im Falle M = R"*! lautet die Bewegungsgleichung & = 0 und beschreibt
die Bewegung eines Massenpunktes, auf den keine Krifte wirken.
Geometrische Folgerung: Definiere a(t) := x¢ +t(x1 — x¢) fiir x9 # 2, € R* !
und ¢ € [0,1]. Dann ist « eine Geodétische mit Lénge L(«a) = |x1 — xo|. Sei
y : [0,1] — R™*! eine weitere C''-Kurve mit y(0) = z und y(1) = x1. Dann
gilt aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

1 1 ]
L(y)z/\y(t)mtz/wdt
0 0

|21 — o]

— (y(1)7x1 - 1‘0> — <y(0),{1,‘1 - :L‘o)
|21 — o]

2

_lmm el = L.

w1 — o

Somit ist y die Kiirzeste C'-Kurve, die o und z; verbindet. Wir werden

spater sehen, dass Geodétische, eingeschriankt auf kleine Intervalle, ebenfalls

die Lange zwischen ihren Endpunkten minimieren. Wir sagen daher, dass
Geodétische lokal Kiirzeste sind.

Proposition 13.3. Eine Geoddtische ist proportional zur Bogenlinge parametri-

siert.

Beweis. Es gilt £|a(t)|? = 2(a(t), a(t)) = 0. 0

Beispiele 13.4.

(i)

(iv)

Seien u,v € R™! und a(t) = u + vt € M fiir alle ¢t € (a,b). Dann ist « ein
Geradensegment und eine Geodatische.

Seien u,v € R™*! orthonormale Vektoren. Dann ist der GroRkreis « : (a,b) —
S™ mit a(t) = cost - u +sint - v eine Geodétische.

Sei M = S! x R C R? ein Zylinder. Dann ist fiir beliebiges h € R die Spiral-
kurve o : R — M, t — (cost,sint, ht) eine Geodétische, da

@(t) = (—cost,—sint,0) € (Toé(t)M)L

gilt. Wickeln wir den Zylinder auf die Ebene R? ab, so wird aus der Spi-
ralkurve « eine Gerade, also ebenfalls eine Geodétische. Es gilt allgemein,
dass Isometrien ®: M — M Geoditische auf Geodétische abbilden. Dabei ist
es irrelevant, wie M im Raum liegt. Wir sagen daher, dass die Eigenschaft,
Geodaétische zu sein, nur von der inneren Geometrie von M, also der Metrik,
abhéngt. Solche Dinge werden wir auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten un-
tersuchen. Weitere Beispiele, die nur von der inneren Geometrie abhéingen,
sind die Lénge einer Kurve oder der Abstand zwischen zwei Punkten.

Auf dem Ellipsoid

$2 y2 22
M:{(xaywz)ER?): (12+b2+62:1}
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ist jede proportional zur Bogenldnge parametrisierte Kurve, die in einer der
Koordinatenebenen {x = 0}, {y = 0} oder {z = 0} verlauft, eine Geodétische.
Sei E eine der Koordinatenebenen. Aus Symmetriegriinden gilt v(a(t)) € E
fiir alle t. Die Vektoren &(t) und v(a(t)) bilden somit eine Orthonormal-
basis von E. Aus «(t) € E fiir alle ¢ folgt auch &(t) € E. Schlieflich gilt
(Gi(t), &u(t)) = L|é(t)|]> = 0. Daher ist é(t) proportional zu v(z(t)).
(v) Bestimme auf dem durch die Gleichung

Bz +y?) = 22

im R3 definierten Kegel Geodétische, die keine Geradenstiicke sind. Benutze
dabei eine lokale Isometrie zu R? fiir eine Vermutung iiber das Aussehen dieser
Geodatischen. (Details: Ubung.)

Theorem 13.5. Sei M C R"*!' eine Untermannigfaltigkeit. Seien p € M und
V e T,M. Dann gibt es genau eine mazimale Geoddtische o mit o(0) = p und
a(0)=V.

Ohne explizite Regularitdtsangabe gehen wir stets davon aus, dass alle Daten
regulér sind.

Beweis. Wir leiten zunéchst eine gew6hnliche Differentialgleichung fiir « her. Ist «
eine Geodatische auf einer Hyperflache, so gilt

a(t) = (a(t), v(at))) va(t)).
Aus (&(t),v(a(t))) = 0 erhalten wir

d .
0= —{a(t), v(a(®))

Oben eingesetzt erhalten wir also

(13.1) a(t) = —(a(t), Dv(a(t))(a(t))) - v ((a(t)).
Sei nun (lokal) M = f~1({0}) eine Niveaufliichendarstellung. Wir setzen v vermoge
V= ‘g—f‘ in eine Umgebung von M fort. Nach dem Satz von Picard-Lindeldf besitzt
die obige Differentialgleichung fiir @ eine eindeutig bestimmte maximale Lésung «
fiir die Anfangswerte «(0) = p und &(0) = V. Daher folgt die Behauptung, falls
a(t) € M fiir alle ¢t gilt.

Es gilt

(Vf(a(t)), a(t))
(f(a(t), v(a(t)) - (v(a(t)), a(t))
IV f ()] (v(a(t)), (b))
Wir definieren ¢(t) := (v(a(t)), &(t)) und erhalten
9(t) = (Dv((t))(a(t))) + (v(a(t)), é(t)) =0
aufgrund der Differentialgleichung fiir . Somit folgt g(t) = ¢(0) = 0 fiir alle ¢

und daraus 2 f(a(t)) = 0 sowie f(a(t)) = f(a(0)) = 0. Daher gilt a(t) € M fiir
alle ¢. g

d
S a)

Beispiele 13.6. In den folgenden Beispielen verzichten wir auf die Angabe der
Parametrisierungen und geben dhnlich wie bei Hyperflaichen nur das Bild an.
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(i) Auf S™ sind alle Geodétischen Teile von Groftkreisen, da fiir beliebige p €
S™,V e T,S™ ein Grofikreis, also ein Geodétische, mit diesen Anfangsdaten
existiert.

(i) Mit einer analogen Begriindung erhalten wir, dass auf dem Zylinder S! x R
sémtliche Geoditischen durch Spiralkurven, durch zu Kreisen S* x {z} oder
durch zu Geraden {p} x R degenerierten Spiralkurven gegeben sind.

Definition 13.7. Eine Untermannigfaltigkeit heiffit geodétisch vollstdndig, wenn
jede maximale Geodatische auf ganz R definiert ist.

Beispiele 13.8.
(i) S™, S"~! x R, und R"*! sind geoditisch vollstéindig. Wir kennen alle Geodé-
tischen und wissen, dass sie auf ganz R definiert sind.
(ii) S™\{p} fiir ein beliebiges p € S™ ist nicht geoditisch vollstindig, da jede
maximale Geodétische durch —p ein Grofkreis ist, der auch durch p lauft.
(iii) R™T1\{0} ist nicht geoditisch vollstéindig.
) B1(0) ist nicht geoditisch vollstdndig.
v) {(z,y,2) € R®: 2% + y? = 22,2 # 0} ist nicht geoditisch vollstiindig, da
a(t) = (¢,0,t), t > 0, eine maximale Geodétische ist.

Theorem 13.9. Sei M C R"*! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei
M als metrischer Raum mit der von der euklidischen Metrik induzierten Metrik
vollstindig. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

Beweis. Sei ao: I — M eine maximale Geodétische. Wir diirfen nach Umparame-
trisierung vermoge a(At), A > 0, ohne Einschrinkung annehmen, dass « nach der
Bogenldnge parametrisiert ist: |&(t)| = 1.

Angenommen es gilt supl =: T < o0.

Aus |a(t)] =1 folgt

a(t) — als)] < /|oz<f>|df — s

Daher existiert
=1 t) eR 1
P . 511 a( ) '

Da M als metrischer Raum vollstdndig ist, folgt auch p € M. Mit der Differential-
gleichung (13.1) und |&(¢)| = 1 erhalten wir fiir groke s <t < T

6(t) — d(s)| = / d(r)dr| < / 6(r)| dr = / (&), Du(alr)) ()| dr

¢
< / |Dv(a(r))dr < sup |Dv|-|t— s,
S BE(]))HM

falls a(7) € B:(p) fiir alle 7 > s gilt. Wir nehmen nun an, dass € > 0 so klein

gewdhlt ist, dass sup |Dv| < oo gilt. Wir erhalten daraus, dass auch
B:(p)NM

V = lim a(t) € R™ !
t /T
existiert. Im Grenziibergang iiberlebt auch die Orthogonalitdtsbedingung
(Vou(p)) = lim (a(t), v(a(t))) =0

Somit gilt V € T, M.
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Sei 3: [0,6) — M eine Losung der Differentialgleichung (13.1) mit Anfangswer-
ten 5(0) = p und 5(0) = V. Die Differentialgleichung (13.1) ist wegen
t

mw—mg:/ﬁ@MT

aquivalent zur Integralgleichung

Zunéchst ist
a(t), t<T,
5 () i= 4 010
Bt—-T), T<t<T+94

eine C''-Kurve auf M. Damit 16sen nicht nur o und 3, sondern auch ~ die Integral-
gleichung, insbesondere nahe t = T'. Daher ist auch v € C? und  16st (13.1). Daher
war T < oo nicht maximal. Widerspruch. Somit ist M geodétisch vollstandig. [

Korollar 13.10. Sei M € R™*! eine geschlossene n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

13.2. Kovariante Ableitung, Parallelverschiebung. Wir nehmen wieder an,
dass alle betrachteten Objekte glatt sind.
Definition 13.11. Sei M eine regulére Hyperfliache. Sei o : I — M eine Kurve.
(i) Dann heift X : I — R™"! ein (tangentiales) Vektorfeld lings «, falls
X(t) S Ta(t)M
fiir alle t € I gilt.
(ii) Die kovariante Ableitung von X ldngs « ist das (tangentiale) Vektorfeld
D X dX
—X(t) = —(t) — t)), —(t t
250 = 20 - (v(a(0), S0 Y r(a o)

also die Projektion von X auf TowyM.

Beispiel 13.12. « ist genau dann eine Geodétische, wenn 2 é(t) = 0 gilt.

Lemma 13.13. Fir die kovariante Ableitung von (tangentialen) Vektorfeldern
X, Y und fiir eine Funktion f: I — R gelten

(i) 2(X+Y)=2X + Ly,

(i) Z(fX)=GfX+fHX,

(iii) 2(X,Y)=(2X V) + (X, 2Y).

Beweis. Benutze die entsprechenden Eigenschaften der Ableitung aus der Analysis-
Vorlesung und die Definition der kovarianten Ableitung. Beispielsweise gilt:

d . . D D
—(X,Y)=(X.,Y XY)=(—X,Y X,—Y
~(0,Y) = (X,Y) + (X,7) <ﬁ7 >+<,ﬁ »

da X(t),Y(t) € To)yM gilt. Dies liefert (iii). O

Definition 13.14. Ein Vektorfeld X lings o heifit parallel lings «, falls %X =0
gilt.

Beispiel 13.15. Sei a eine Geodétische. Dann ist ¢ ldngs a parallel.

Proposition 13.16. Sei a: I — M eine Kurve und seien X,Y ldngs o parallele
Vektorfelder. Dann gelten
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(i) X +Y und aX, a € R, sind ebenfalls lings « parallele Vektorfelder.

(i) Insbesonder bilden die lings o parallelen Vektorfelder also einen Vektorraum.
(iii) | X (t)| ist konstant.

(iv) (X(t),Y(t)) ist konstant. Insbesondere ist also auch der Winkel v(t) zwischen

zwei nichtverschwindenden Vektorfeldern mit cosv(t) = % konstant.

t

Beweis.
(i) Klar.
(ii) Klar.

(iii) Dies folgt aus (iv).

(iv) Es gilt (X (£),Y (1)) = (2X (1), Y (1)) +(X(t), 2Y(t)) = 0. O

Theorem 13.17. Sei M eine Hyperfliche und oo : I — M eine Kurve. Sei 0 € T
und a(0) = p. Sei Xo € T,M. Dann gibt es genau ein lings o paralleles Vektorfeld

Beweis. Nach Definition der kovarianten Ableitung und mit (X (¢),v(a(t))) = 0
erhalten wir

X(t) = %X(t) + (X (), v(a(t))r(a(t))
= Dy + 4 ). viam)vial) - <X(t), jty(a(t>>> V(o(t))
D d

=50 = (X(0), Grla) ) vla(0),

Daher muss jedes lings « parallele Vektorfeld X die gewohnliche Differentialglei-
chung

X(0) = - (X(0), vlal) ) viat)

erfiillen. Dies ist eine lineare gewOhnliche Differentialgleichung. Daher gibt es eine
globale Lésung X () € C* (I,R™*1). Aus dieser Differentialgleichung folgt auch,
dass Y'(t) tangential bleibt, da

X a0) = (X0, v(a(0) + (X0, Fria(t) ) =0
gilt. O

Korollar 13.18. Sei M C R"*! eine Hyperfliche und o : I — M eine Kurve.
Dann bilden die lings « parallelen Vektorfelder X einen n-dimensionalen Vektor-
raum.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die parallelen Vektorfelder lings « einen
Vektorraum bilden. Sei tg € I. Dann ist X eindeutig durch X (¢y) bestimmt. Somit
ist der Vektorraum n-dimensional. O

Beispiel 13.19. Sei o : R — S? der Aquator auf der Sphére mit «(t) = cost-e; +
sint - eq, wobei ey, eq, e3 die Standardbasis des R® bezeichnet.
Dann gilt

Ta(t)S2 = <d(t)a 63>'
Jedes ldngs « parallele Vektorfeld X hat die Form
X({t)=rc1-a(t)+co-e3

mit ¢1,c0 € R.
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Beweis. Wegen &(t) L es L at) L &(t) ist klar, dass &(¢) und e3 den Tangential-
raum Ta(t)Sz aufspannen. & ist parallel, da « eine Geodéatische ist. Da ez € Ta(t)SZ
ist, konstante Linge hat und stets senkrecht auf &(t) steht, ist e3 ein paralleles
Vektorfeld lings «. Da die parallelen Vektorfelder lings « einen 2-dimensionalen
Vektorraum bilden, hat X die angegebene Form. O

Definition 13.20. Sei « eine Kurve in einer Hyperfliche M C R"*!. Seien p =
a(0) und ¢ = «a(1). Sei Xg € T,M und X das parallele Vektorfeld lings o mit
X (0) = Xo. Dann definieren wir die Parallelverschiebung

Py: T,M — T,M
durch

Theorem 13.21. Die Parallelverschiebung ist ein isometrischer Vektorraumiso-
morphismus.

Beweis. Da parallele Vektorfelder lings a einen Vektorraum bilden, folgt die Linea-
ritdt. Aus | X (0)] = |X(1)] erhalten wir, dass P, die Norm erhélt und insbesondere
injektiv ist. Wegen dim T, M = dimT,M < oo ist P, damit auch surjektiv. Somit
ist P, ein Vektorraumisomorphismus. U

Bemerkung 13.22.
(i) Die Parallelverschiebung entlang eines stiickweise glatten Weges ay + ... + a1
definieren wir durch P,, o...0 P,,.
(ii) Die Parallelverschiebung P, héngt nicht nur von «(0) und (1), sondern auch
vom Weg dazwischen ab, selbst bei Geoditischen. (Details: Ubung.)
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