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In der Differentialgeometrie geht es um Mannigfaltigkeiten und deren Kriimmung.
Wir orientieren uns an [7,13], benutzen aber auch [15].

1. ISOMETRIEN DES R"™
1.1. Klassifikation der Isometrien des R".

Definition 1.1.1. Eine Abbildung f: (X1,d1) — (X2,d2) zwischen zwei metri-
schen Réumen (X;,d;) heift Isometrie, falls

d2(f (@), f(y)) = di(z,y)
fir alle z,y € X; gilt und f surjektiv ist.

Lemma 1.1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge der Isome-
trien f: (X,d) = (X,d) beziglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis. Isometrien sind injektiv, also auch bijektiv und daher invertierbar mit bi-
jektiver Inversen. Seien f, g Isometrien. Dann folgt aus d(f(x), f(y)) = d(z,y) auch
d(z,y) = d(f~1(x), f~(y)). Daher ist f~! ebenfalls eine Isometrie. Es gilt

d(fog(z), fog(y) =d(g(x),9(y)) = d(z,y),

jeweils fiir alle x,y € X. Die Bijektivitat von f und g iibertrégt sich auf die Kom-
position f o g. Die Identitédt x — x ist das neutrale Element. O
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Theorem 1.1.3. Die Isometrien f: R™ — R™ des R™ mit euklidischer Metrik sind
genau die Abbildungen der Form

f(x)=Az+0b
mit A € O(n) und b € R".

Beweis. ,<=* Gelte f(x) = Az + b. Dann rechnet man direkt nach, dass es sich
um eine Isometrie handelt.

»—=": Sel f eine beliebige Isometrie. Durch Addition eines konstanten Vektors
in R™ diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass f(0) = 0 gilt. Wir erhalten

[f(2)] = d(f(x),0) = d(f(x), f(0)) = d(z,0) = |z|

fiir alle z € R™. Da f eine Isometrie ist, gilt | f(z)— f(y)| = |z —y|. Aufgrund der Po-
larisationsformel (oder durch direktes Ausmultiplizieren der quadrierten Normen)
erhalten wir

2(f(2), f(y)) =1f (@) +1f)]* = 1f(2) = fF)I?
=z + [y? = o — yI* = 2(z,y).
Somit erhélt f auch das Skalarprodukt. Sei (e;)i1<i<n die Standardbasis des R™.
Wir erhalten (f(e;), f(e;)) = (ei,e;) = d;;. Dies besagt, dass auch (f(e;))1<i<n
eine Orthonormalbasis ist. Daher gilt fiir € R™
f(z) = Z<f(x)a fle)) fle:) = Z@,ei)f(@i) = inf(ei)'
i=1 i=1 i=1
Somit ist f eine lineare Abbildung. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine
lineare Abbildung, die eine Orthonormalbasis auf eine andere Orthonormalbasis
abbildet, durch eine orthogonale Matrix dargestellt wird. O

Definition 1.1.4.
(i) Die Isometrien f(z) = Sz +b, S € O(n), b € R”, z € R™ heifen (Euklidi-
sche) oder starre Bewegungen.
(ii) Die Isometrie f(x) = Sz + b heifst orientierungserhaltend oder eigentliche
Bewegung, falls det S = 1 fiir die orthogonale Matrix S gilt und sonst
orientierungsumkehrend.

Definition 1.1.5. Seien x,y € R™ \ {0}. Dann heifit

(z,y)
|| - [yl

<(z,y) = arccos € [0,

der Winkel zwischen z und y.

2. HYPERFLACHEN

2.1. Definitionen. Hyperflichen lassen sich auf verschiedene Arten beschreiben.
Wir geben einige solche Definitionen und beschreiben, wie diese Konzepte zusam-
menhéngen. Hiufig werden wir uns dabei auf Hyperflachen beschréanken.

Definition 2.1.1 (Untermannigfaltigkeit). Seien n,k € N und r € N\ {0}.

(i) Eine Teilmenge M C R"** heifit C"-Untermannigfaltigkeit, falls es fiir
jedes x € M eine Umgebung U C R"* von x und einen C"-Diffeomorphis-
mus ¢: U — ¢(U) C R** mit

(M NU)=eU)N([R" x {0}) c R" x R*
gibt. Das Paar (U, ¢) heifit Karte, U heift Kartenumgebung, ¢ heifit
Kartenabbildung.
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(ii) Eine Teilmenge M € R™** heift C°-Untermannigfaltigkeit, falls dieselbe
Bedingung fiir einen Hom6éomorphismus ¢ erfiillt ist.

(iii) Die Untermannigfaltigkeit M hat die Dimension n und die Kodimension k.
Daher schreiben wir auch M™, um die Dimension von M zu betonen.

(iv) Eine Untermannigfaltigkeit M heifst geschlossen, falls M kompakt ist.

Bemerkung 2.1.2.

(i) In den nachfolgenden Definitionen von Niveauflache, Graph, Immersion und
Einbettung, heiftt n die Dimension und £ die Kodimension des entsprechen-
den Objektes.

(i) Hyperflichen haben die Dimension n und die Kodimension 1; Kurven
haben die Dimension 1 und Flidchen haben die Dimension 2.

(iii) Sonst definiert man geschlossene Untermannigfaltigkeiten als kompakte Un-
termannigfaltigkeiten ohne Rand. Hier haben wir jedoch eine Definition
gewéhlt, die Rdnder von vornherein ausschliefst.

(iv) Abstrakte Mannigfaltigkeiten werden wir nicht mehr in dieser Vorlesung
behandeln.

Definition 2.1.3 (Niveaufliiche). Seien n,k € N und sei r € N\ {0}. Sei U c R"+*
offn. Sei f € C” (U,R*). Dann heift f~'({0}) eine (reguldre) (Null-)Niveaufla-
che der Klasse C" der Funktion f, falls rang Df(x) = k fiir alle z € f~1({0})
gilt.

Definition 2.1.4 (Graph). Seien n,k,r € N. Sei 2 C R” eine offene Menge und
seiu € C" (QR’“). Dann heift

— T . n k
graphu = {(u(x)) .xEQ} CR" xR

ein graph der Klasse C".

Definition 2.1.5 (Immersion, Einbettung). Seien n,k € N und sei r € N\ {0}. Sei
weiterhin 2 C R™ offen.
(i) Eine Abbildung X € C” (2, R"**) heift Immersion, falls DX (z): R" —
R"™*F fiir alle 2 € Q injektiv ist.
(ii) Eine Abbildung X € C” (Q, R”*k) heifst Einbettung, falls X eine Immer-
sion und die Abbildung

Aoz X(z) e X(Q)

ein Hom6omorphismus ist, wobei wir X (Q2) C R™ mit der Unterraumtopo-
logie betrachten.

(iii) Sei M™ C R™* eine Untermannigfaltigkeit und sei X: Q — R"** eine
Einbettung mit im X C M™. Sei p € im X. Dann heifst X lokale Parame-
trisierung von M"™ um den Punkt p.

Bemerkung 2.1.6. Die Bedingung, dass DX (z) injektiv ist, ist dquivalent zur
Bedingung, dass rang DX (z) = n gilt.

Der Fall einer Kodimension (k = 1) ist besonders wichtig.

Definition 2.1.7 (Hyperfliche). Sie n € N und sei r € N\ {0}. Sei Q@ C R" eine
offene Menge.

(i) Eine Immersion X € C” (Q,R"™!) heift (parametrisierte, immersierte oder
reguldre) Hyperfliache.

(ii) Eine immersierte Hyperflache X, die gleichzeitig eine Einbettung ist, heifst
eingebettete Hyperfliche.
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Wir sprechen auch beim Bild X () von einer immersierten oder eingebet-
teten Hyperfldche.

Beispiele 2.1.8. In den nachfolgenden Beispielen iiberlassen wir es dem Leser, die
in den entsprechenden Definitionen geforderten Eigenschaften nachzurechnen.

(i)

(i)

(iii)

Sphére als Graph: Die untere Hemisphire vom Radius R > 0 mit Mit-
telpunkt im Ursprung ist der Graph der Funktion

R™ D Br(0) >z — u(z) = —/R? — 2|2 € R.

Sphiire als Untermannigfaltigkeit: Die Sphiire 9B;(0) = S* Cc R™**!
ist eine C°°-Untermannigfaltigkeit von R"*!: Sei zy € S”. Dann gilt

n+1

lzo]? = Z (16)2 =1,

i=1

wobei wir zg = (8, 23,...,25"") schreiben, d.h. (0) 1<j<nyy sind die
Koordinaten von xy € R**! beziiglich der Standard Basis ey, ..., e,41 des

R™*1. Somit gibt es ip, 1 < iy < n + 1, mit xé # 0. Wir nehmen nun ohne
Einschriinkung z{ > 0 an. Definiere

n+1
U:=<{zeR"!: 2" > 0 und Z (xi)z <1

i#ig

und die Diffeomorphismen : U — ¢(U) C R**! durch

Sphire als Niveaufldche: Definiere
[ R SR,
z e |z)? - 1.

Uberpfiife, dass man mit f zeigen kann, dass S C R™*! eine regulire
Niveauflache ist. Zeige weiterhin, dass wir dazu auch

g: R"\ {0} - R,
ez =1
hétten benutzen konnen.

Sphire als Einbettung: Wir stellen die Sphare 9B;(0)\ {(0,...,0,—1)},
d.h. die Sphire ohne Siidpol —e, 11 als Einbettung dar. Dazu definieren

Mo 19.04.2021
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wir
X:R* -»R",
2z
1+ |z|?
X — 2
1 |a]
1+ |z|?

Diese Abbildung ist eine Variante der Umkehrabbildung der stereographi-
schen Projektion.
Um zu zeigen, dass X eine Immersion ist, differenzieren wir

027 1+ 2l \=22:) (14 |2f2)* \(1 -~ |2I?) 22

2e; drx;
L2 (14 Jzf2)?
—4x;
(1+ |z[2)?

Es ist nicht sofort klar, dass DX () fiir alle z € R™ den Rang n hat. Fiir
den Beweis empfehlen wir einen der folgenden Ansétze. Spéter werden wir
sehen, dass diese Ansétze die Metrik und die Normale benutzen.

e Wir definieren g;;(z) := (DX)T(2)DX(z), 1 <i,j < n, und erhalten

i) = (G 5o 0
40y 1622 16|z 16z;2;
AR AP A )t (@[22
4y
1+ e

Nun sehen wir, dass die Matrix (g;j)1<i,j<n den Rang n hat. Somit
hat auch DX (z) den Rang n.

e Wir definieren Q = Q(z) := 1+ |z|> und M = M(z) := 1 — |z|? und
betrachten dann die Matrix

X(x
(@ - 2o %)
2Q — 4114 —4x129 e —4x1xy, 211
) —4xox 2Q) — 4dxoxo A —4x91,, 22
o2} : : : :
—4x,x1 —4x,x0 e 2Q — 4z, xy, 2%,
—2x1Q — 201 M —2x9Q — 225 M -+ —2x,Q —2x,M M

Nun wenden wir Zeilen- und Spaltenoperationen an, die nichts daran
andern, ob die Matrix singulér oder regular ist: Wir addieren das —2x4-
fache der letzten Spalte zur ersten Spalte, das —2zo-fache der letzten
Spalte zu zweiten Spalte, ..., und das —2x,-fache der letzten Spalte
zur n-ten Spalte, lassen die unwichtigen Faktoren @ und 2 weg und
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erhalten
0 0 e Q 2z,
—01Q —22Q - —z,Q M
Schlieklich addieren wir das xi-fache der ersten Zeile und das xo-fache
der zweiten Zeile ... und das x,-fache der n-ten Zeile zur letzten Zeile

und erhalten eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrage ) und
n
M + 23" 22 = Q sind. Dies ist eine reguliire Matrix. Daher schlieRen

i=1
wir wiederum, dass

(Fr(@) - Fm(@)
den Rang n hat.

Graphen und Einbettungen: Sei Q C R” offen und sei u:  — R* eine
gegebene C"-Funktion mit » > 1. Dann konnen wir graphu als X () mit

X: Qo R X (7) = ( v > darstellen.
u(z)

Zylinder als Niveauflache: Seien r,s € N mit r,s > 1. Dann ist die
(Null-)Niveauflache von

[ R"xR* - R,
(2,y) > 22— 1
ein Zylinder
Helix: Betrachte u: R — R? mit u(t) = <

Helix.
cost

Eine Spirale: Die Kurve R 5 ¢t — (1 +¢€) (sint

sint

cos t>' Dann ist graphu eine

) € R? ist eine Einbet-

tung.
Keine Einbettung: Die Kurve 7: (—oo, 27) — R? mit

7(t)_{(l,t) . t <0,

(cost,sint t>0

ist eine injektive Immersion, jedoch keine Einbettung.
Rotationsfliichen: Sei o: (a,b) — {z € R%: 2? =0 und z' > 0} eine re-
guliire Kurve in der ,rechten” Halbebene der 2! — 23-Ebene. Schreibe
r(t)
at)=1 0
h(t)

Durch Rotation um die 23-Achse erhalten wir eine immersierte Hyperflache
X: (a,b) xR —» R?
mit
cosp —singp 0 r(t) r(t) cos ¢

X(t,p)=|sing cosp O 0 | =[r(t)sing
0 0 1/ \h(?) h(t)
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2.2. Beziehungen. Lokal betrachtet sind Untermannigfaltigkeiten, Niveaufldchen,
Graphen, Immersionen und Einbettungen sehr dhnlich.

(G)
- 5 .
o= [Grph | [Niveautliche
(©) (B)
(E) (A)

D
eingebettet <(1—) ’ Untermannigfaltigkeit ‘
ocC

Proposition 2.2.1.

(A) Ein Graph ist auch eine Untermannigfaltigkeit.

(B) Ein Graph der Klasse C", r > 1, ist eine requldre Niveaufliche.

(C) Ein Graph der Klasse C", r > 1, ist das Bild einer Finbettung.

(D) Sei M™ C R™* eine C"-Untermannigfaltigkeit, v > 1. Dann gibt es zu
jedem x € M, eine Umgebung U C R"** von z, eine offene Menge Q C R™
und eine Einbettung X : Q — R"F mit X(Q)NU = M NU. Somit gibt es
eine lokale Parametrisierung von M um x.

(E) Eine Einbettung ist eine Immersion.

(F) Sei Q C R™ eine offene Menge und sei X : Q — R"™* eine O -Immersion,
r > 1, und sei xg € Q. Dann gibt es eine offene Umgebung Qg C 2 von xg,
eine offene Menge U C R", eine Funktion u € C"(U) und eine orthogonale
Transformation R € O(n + k) mit R(X(Q)) = graphu.

(G) Sei U C R™"* offen, f € C" (U,R¥), r > 1, und sei f~1({0}) eine regulire
Niveaufliche der Dimension n. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € f~1({0})
eine Umgebung Uy C U wvon xq, eine offene Menge  C R"™, eine Funk-
tion u € C™(Q) und eine orthogonale Transformation R € O(n + k) mit
R(f~*({0}) NUpy) = graphu.

Mo 26.04.2021

Bewets.
(A) Seien n,k,r € N, sei Q C R"™ eine offene Menge, sei u € C" (Q, Rk) und sei

— — € . n k
M—graphU—{(u(x)> .mEQ}CR x R”.

Dann wihlen wir zu jedem = € M die offene Umgebung € x R* und den
Diffeomorphismus oder Homéomorphismus

0: QA x RF - Q x R¥,

()7 ()

Man sieht nun leicht, dass (x,y) € M dquivalent zu ¢(x,y) € Q x {0} ist.
(B) Sei M = graphu wie oben. Dann erfiillt die Funktion

f:QxRF 5 RE,

(z’) >y —u(x)

f~1({0}) = M. Die Ableitung beziiglich des zweiten Argumentes ist durch
Dyf(x,y) = 1 fiir alle (z,y) € Q x R* gegeben. Somit sehen wir, dass
rang D f(z,y) > k gilt. Andererseits ist klar, dass rang Df < k gilt, da f
eine Abbildung mit Bild in R¥ ist.
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(C) Sei wiederum M = graph u. Dann ist die Funktion
X: Q>R xR”,

e (u@))

eine Einbettung mit X (Q) = M.

(D) Sei M eine Untermannigfaltigkeit und sei ¢: U — @(U) C R"™* ein
Diffeomorphismus wie in der Definition einer Untermannigfaltigkeit. Set-
ze Q:={z € R": (z,0) € ¢(U)}. Dann ist die Abbildung

X: QR
@z, 0)

eine Einbettung mit X(Q)NU =M NU.

(E) Dies ist nach Definition klar.

(F) Da X eine Immersion ist, ist im DX (x¢) ein n-dimensionaler Unterraum
von R™ x R¥. Somit gibt es eine orthogonale Transformation R € O(n + k)
mit

R (DX (z0) (R™)) = D(Ro X)(x0) (R") = R" x {0} C R" x R,

wobei wir spitze Klammern verwenden, um die Linearitit in diesem Argu-
ment anzudeuten. Seien 7, : R x R¥ — R” (z,y) +— x, und mo: R" x R* —
R*. (z,y) + vy, die Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente.
Dann ist ® ;=m0 Ro X : 1 — R"™ eine C"-Funktion, » > 1, deren Differen-
tial D®(xg): R™ — R” ein linearer Isomorphismus ist. Somit folgt aus dem
Satz von der inversen Funktion, dass es eine offene Umgebung g C 2 von
xo derart gibt, dass ®|q,: Qo — D(Qp) ein Diffeomorphismus ist. Definiere
U :=®(Qp) C R” und
u:=moRoXo (<I>|QO)_1: U — R*.
Wir miissen also noch R(X(€g)) = graphu zeigen. Betrachte einen belie-
bigen Punkt = € Qy. Nun folgt direkt aus den Definitionen von & und w,
dass R(X(z)) = (®(z), u(®(x))) gilt. Da die Abbildung ®|q,: Qo — P(Qp)
ein Diffeomorphismus ist, liefert dies den Beweis, dass eine Immersion — bis
auf eine orthogonale Transformation — lokal graphisch ist.
(G) Der Kern von D f(zg) ist eine n-dimensionaler Unterraum von R"**. Somit
gibt es eine orthogonale Transformation T' € O(n + k) mit
ker((Df)(zo) o T) =ker D(f o T) (T~ '(z0)) = R" x {0} C R" x R¥.

Sei R = T7! und (y1,21) = R(z9) € R™ x R¥. Dann ist die Ableitung
beziiglich das Argumentes aus R*, Do(f o T)(y1, 1), invertierbar und aus
dem Satz von der impliziten Funktion folgt, dass es eine offene Umgebung
Q, x Q, C R" x R¥ von (y1,21) und eine C"-Funktion u: Q, — Q, C RF
mit u(y1) = 21 und
((f o) ({0})) N (Qy x Q) = graphu = {(y, u(y)): y € Oy}

git. Insbesondere erhalten wir (f o T')(y,u(y)) = O fir alle y € €. Diese
Gleichheit benotigen wir zwar fiir den Beweis nicht, wir werden sie aber in
Bemerkung 2.2.2 benutzen. Wir definieren Uy := T'(Q, x ;) und erhalten

graphu = ((f o T)71({0})) N (Qy, x Q.)
=T"'o f7H{0})) NRT(Q, x Q)
=R (f~*({0}) N o)
wie oben behauptet. O
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Bemerkung 2.2.2. Die Behauptungen aus Proposition 2.2.1 kénnen wir noch
verschérfen.

(F) Es gilt Du(®(z0)) = 0.
(G) In y; verschwindet die Ableitung von u.

e Nehmen wir zusétzlich £ = 1 an, d. h. dass die Kodimension eins ist. Dann
kénnen wir durch eine zusétzliche orthogonale Transformation in der De-
finitionsmenge von u in (F) und (G) erreichen, dass die Hessische D?u in
dem x( entsprechenden Punkt diagonal ist.

e Ebensolche Beziehungen zwischen Graphen, Niveauflichen, Untermannig-
faltigkeiten, Einbettungen und Immersionen gibt es, wenn die betrachteten
Objekte zusétzlich von der Zeit abhéngen.

Beweis.

(F) Differenzieren wir die Definition von u, so erhalten wir

Du(®(z0))(y) =m2 0 Ro DX (97 (®(20))) (D2~ (2(20))(y))
=my 0 Ro DX(xg) <D<I>_1(<I>(x0))<y>>

fiir y € R™. Wir haben R so gewéhlt, dass Du verschwindet.
(G) Firalley € Q gilt (foT)(y, u(y)) = 0. Dies differenzieren wir und erhalten

0 =D(foT)(y1, u(y1))(z, Du(y1)(z))
= D1(f o T)(yr, u(yr))(z) + D2(f o T)(yr, u(y1)){(Du(y1)(z))

fir alle z € R™ Wir haben T so gewéhlt, dass Di(f o T) im Punkt
(y1,u(y1)) = (y1,21) verschwindet und Ds(f o T') invertierbar ist. Somit
erhalten wir Du(y;) = 0.

e Sei © C R™ offen und sei u: Q@ — R eine C?-Funktion. Sei yo € . Wir
mochten eine Rotation R € O(n) finden, so dass D*(uo R) (R~ (yo)) dia-
gonal ist. Die Bilinearform D?u(yo) = (ui;j(yo))1<i,j<n ist symmetrisch.
Somit gibt es R = (Rj‘)lgi,jgn € O(n), so dass <Uij(yO)RzR{)1<k.l<n dia-

gonal ist, wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention benutzt haben.

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir

(uo R)(y) =ui(R(y)) Ry,
und

(wo R)u(y) =uij(R(y))RLR].

Dies liefert unsere Behauptung.
e Diesen Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

2.3. Tangentialraum. Unsere unterschiedlichen Herangehensweisen bei der Be-
schreibung von Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen erfordern verschiedene De-
finitionen fiir Tangentialvektoren.

Definition 2.3.1 (Tangentialvektor).

(i) Sei M™ C R"** eine C"-Untermannigfaltigkeit und sei (U, o) eine zugehd-
rige Karte. Dann heifit ein Vektor 7' € R"** ein Tangentialvektor oder
tangential an M im Punkt z¢ € M, falls Do(xo)(T) € R™ x {0} gilt. Wir
schreiben T' € T, M und nennen 7, M den Tangentialraum in xy an M.

(ii) Eine Funktion T': M™ — R"** mit T'(z) € T, M fiir alle x € M heifit ein
tangentiales Vektorfeld.
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(iii) Sei M := f~1({0}) C U C R*"** eine n-dimensionale Niveaufliche. Dann
heikt 7' € R"™* im Punkt xqg € M tangential zu M, falls D f(zo)(T) = 0
gilt. Eine Abbildung T: M — R"™** heift tangentiales Vektorfeld an M,
falls T'(z) in jedem Punkt z € M tangential zu M ist.

(iv) Sei  C R™ offen und sei X: Q — R™"** eine Immersion. Dann heift 7" €
R™* tangential zu X im Punkt 2o € Q, falls T € im DX (z¢) gilt. Eine
Abbildung T':  — R"** heifit tangentiales Vektorfeld an X, falls 7'(z) in
jedem Punkt z € Q) tangential zu X ist.

Bemerkung 2.3.2. Seien ¢, f und X dieselbe Untermannigfaltigkeit, Niveaufliche
oder Hyperflache in dem Sinn, dass zg € im X, f(z9) = 0 und 73 o p(xg) = 0 fiir
xo € U fiir eine offene Menge U C R™* dquivalent sind. Wir méchten nun unsere
verschiedenen Definitionen eines Tangentialvektors vergleichen.

(i) Niveaufliche und Immersion: Es folgt f o X = 0 und somit im DX C
ker Df. Dadimim DX = n = dimker D f gilt, stimmen unsere Definitionen
eines Tangentialvektors iiberein.

(ii) Untermannigfaltigkeit und Immersion: Wir differenzieren myopo X =
0 und erhalten

ma 0 Dp(X (2)) (DX (2)(-)) = 0.

Hieraus schliefen wir, dass im DX (x) C ker w2 0 Do(X (z)) gilt. Wiederum
sind beide Mengen n-dimensionale Unterrdume. Somit stimmen sie iiberein.

(iii) Wir mochten aber darauf hinweisen, dass tangentiale Vektorfelder fiir Un-
termannigfaltigkeiten und Niveauflichen auf M C R™**, jedoch fiir Immer-
sionen auf 2 C R™ definiert sind.

(iv) Die Vektoren %(530) bilden eine Basis von T, M.

2.4. Differenzierbarkeit und Tangentialraum (abstrakter). In diesem Kapi-
tel behandeln wir zwei Konzepte fiir Untermannigfaltigkeiten, die wir spéter ganz
analog fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten verwenden werden.

Da Untermannigfaltigkeiten nicht linear zu sein brauchen, ist es nicht klar, wie
man Funktionen zwischen Mannigfaltigkeiten differenzieren kann.

Definition 2.4.1 (Differenzierbare Funktionen). Seien M™ C R™** und N" C
R"*! zwei C"-Untermannigfaltigkeiten mit n,m,k,1 € N und r € N\ {0}.

(i) Vorbereitung: Seien 7+%: R™+F — R™ und 7+ : R**! — R™ die Pro-
jektionen auf die jeweils ersten m bzw. n Komponenten. Fiir Karten (U, ¢)
und (V,4) von M bzw. N wollen wir in dieser Definition Abbildungen
O: MNU — 7k (p(MNU)) C R™und ¥: NNV — 7 (hp(NNV)) C R®
benutzen, die durch

O(z) = mp P op(@) und W(y) =t oy (y)

fir x € MNU und y € NNV definiert sind. Es gelten also ¢(x) = (®(x),0)
und ¥ (y) = (¥(y),0) fir allex € MNU und alley e NNV.

(ii) Eine Funktion f: M — N heiflt von der Klasse C", falls es fiir jedes z € M
eine Karte (U, ¢) von M mit x € U und eine Karte (V,4) von N mit f(UN
M) C V gibt, so dass fiir die zugehorigen oben definierten Abbildungen ®
und ¥ die Verkettung

Vofod L:®UNM)—R"

von der Klasse C" ist. In dieser Situation, schreiben wir f € C"(M, N) oder
fecr.

(iii) Eine Abbildung f: M — N heift Diffeomorphismus, falls f von der
Klasse C'! ist und eine Inverse von der Klasse C' besitzt.
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(iv) Eine Abbildung f: M — N heifit ein C"-Diffeomorphism, falls f von der
Klasse C” ist und f ein Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 2.4.2.

(i) Im Falle, dass M C R™ offen ist und N = R” gilt, kénnen wir die In-
klusionsabbildungen ¢: M — R™ und ¢ = id: R® — R" verwenden und
erhalten wieder die klassische Definition von Differenzierbarkeit.

(ii) Jede Funktion f € C"(M,N) mit r > 1 ist als Funktion zwischen den to-
pologischen Rdumen M und N mit der induzierten Topologie stetig: Die
Funktionen ¢ und 1 ~! sind differenzierbar. Hieraus folgt, dass die zugeho-
rigen Funktionen ® und ¥ stetig sind. Somit ist auch

f=01loWofod lod
stetig.

(iii) Unsere Definition 2.4.1 hitten wir auch im Falle r = 0 verwenden konnen.
Diese Definition ist jedoch dquivalent zur Stetigkeit von f zwischen M und
N als topologischen Rdumen. Dies folgt wie in (ii).

(iv) Ist f stetig, so gibt es solche Karten: Sei x € M. Dann fixieren wir eine
Karte (V,4) fir N mit f(z) € V. Da V offen ist, finden wir ¢ > 0 mit
B.(f(x)) C V. Nun betrachten wir eine Karte (U, ¢) fiir M mit x € U. Da
f stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit Bs(z) C U und

f(Bs(x)n M) C B(f(z)) C V.

Somit sind (Bs(z), <p|35(m)) und (V,4) Karten mit der Eigenschaft, dass
f(Bs(x) N M) C V, wie in Definition 2.4.1 gefordert, gilt.
(v) Seien (U, p), (U @), (v, 1/1 ) und (V w) Karten von M, M, N und N, mit
f(U) CV und (U) C V. Dann folgt
(y) =

dofo (Poy™)o(Yofop™)o(pod™)(y)
fiir alle y € @(U no ) Kompositionen of Diffeomorphismen
pop i p(UNT) = p(UND)
und

Yoy lip(VNV) = 4(VNV),
sind wiederum Diffeomorphismen. Somit hingt die Definition der Differen-
zierbarkeit nicht von der speziellen Kartenwahl ab.

Die folgende Definition liefert fiir immersierte Flachen X wieder im DX (kleine
Ubung).

Definition 2.4.3 (Tangentialraum). Sei M C R"*! eine n-dimensionale C''-Un-
termannigfaltigkeit des R™*1. Dann heift V € R"*! Tangentialvektor in p € M,
falls es eine C*-Kurve : (—¢,&) — M mit v(0) = p und 7/(0) = V gibt. Die Menge
aller Tangentialvektoren in p bezeichnen wir mit T, M. Man schreibt auch (p, V)
fiir den Tangentialvektor.

Bemerkung 2.4.4. Definition 2.4.3 liefert dasselbe Ergebnis wie Definition 2.3.1.

Beweis.

(i) Sei zunéchst V ein Tangentialvektor inn p € M geméf Definition 2.4.3.
Dann gibt es eine C'-Kurve v: (—¢,¢) — M C R* mit v(0) = p und
~¥'(0) = V. Sei (U, ) eine Karte mit p € U. Wegen v(t) € M fiir alle
t € (—¢,¢€) erhalten wir

p(1(t)) € R" x {0}
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fiir t € (—¢,¢) und somit nach Kettenregel

De(v(0))(7'(0)) € R™ x {0}

wie behauptet.
Ist umgekehrt T € T,,, M ein Tangentialvektor wie in Definition 2.3.1. Dann
gilt in der dortigen Notation Dy(xo)(T) € R™ x {0}. Wir definieren nun
die Kurve v: (—¢,¢) — R"** durch

() =~ ((20) +t - Do(z0)(T)).
Wir wihlen nun € > 0 klein genug, so dass p(zo) +1t- Do(xo(T) € (U) fiir
alle t € (—e,¢) gilt. Dann ist v wohldefiniert. Wegen ¢(xq), Dp(x0){T) €
R™ x {0} ist w(xo) +t- Do(x0)(T) € p(U)N(R™ x {0}) = ¢(UNM). Somit
gilt y(t) € M fiir alle t € (—e,¢). Es ist klar, dass y(t) = ¢ gilt. Schlieflich
ist

t=0

= Dy~ (p(20))(Dp(0)(T))
=D (¢ " o) (zo)(T)

= D(id |v)(w0)(T)

=T.
Daher gibt es eine Kurve v mit Bild in M, die belegt, dass T ein Tangen-
tialvektor in o an M ist. O

3. GEOMETRIE UND KUMMUNG VON HYPERFLACHEN

3.1. Normale und Metrik.

Definition 3.1.1 (Normale). Sei X: Q — R"*! eine immersierte Hyperfliche.
Eine (Einheits-)Normale an X ist eine stetige Abbildung v: Q — R"*! mit

(i)
(i)

|v(z)] =1 und
<1/(x), gTX(x» =0

fir allex € Qund alle 1 <7 <n.

Bemerkung 3.1.2.

(i)

(i)
(i)

Ist v eine Normale an X, so ist auch —v eine Normale an X. Ist 2 zusam-
menhéngend, so ist v eindeutig bestimmt, wenn wir v(xg) fiir ein zy € €2
vorgeben.

Wegen |v(z)| =1 fiir alle z € Q, schreiben wir auch v: Q — S™.

Die Normale des Graphen einer Funktion u: Q@ — R, wobei (2 C R eine
offene Teilmenge ist, ist als Normale der Immersion X (z) = (u(zz) ) definiert.
Wir vereinbaren hier die Konvention, dass wir stets die nach unten weisende
Normale verwenden, d. h. die Normale v mit (v(z), e,41) < O fiir alle z € Q.
Fiir eine Niveauhyperfliche oder Untermannigfaltigkeit M der Kodimension
eins ist eine Normale eine stetige Funktion v: M — R"*!, so dass, wenn
M lokal gleich X () fiir eine Immersion X: Q — Rt ist, 2 — v(X(z))
eine Normale fiir diese Immersion ist.

Fiir eine Niveaufldche existiert stets eine Normale, siehe Bemerkung
3.1.3. Ein Mobiusband ist ein Beispiel fiir eine Untermannigfaltigkeit der
Kodimension eins, die keine Normale besitzt.

Eine glatte geschlossene zusammenhidngende Untermannigfaltigkeit M C
R™*1 besitzt eine Normale [10] und R™*! \ M besteht aus genau zwei Zu-
sammenhangskomponenten [8]. Genau eine dieser Zusammenhangskompo-
nenten ist unbeschrénkt. In dieser Situation werden wir der Konvention

Mo 10.05.2021
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folgen, dass wir stets die nach auften weisende Normale verwenden, d. h. die
Normale, so dass fiir ein hinreichend kleines € > 0, X (z) 4 ev(x) fir alle
x € M zur unbeschrinkten Komponente von R"*1\ M gehort.
(vi) Der Vektor v(x) heifst (Einheits-)Normale an X im Punkt z. Wir werden
auch sagen, dass v(z) eine (Einheits-)Normale an X im Punkt X (x) ist.
(vii) Ein Vektor T € R™*! ist genau dann an X : Q — R"*1 in 25 €  tangential,
wenn (T, v(zg)) = 0 gilt. Den Beweis lassen wir als Ubung.

Bemerkung 3.1.3.

(i) Seiwu: Q — R von der Klasse C'. Dann ist die nach unten weisende Normale
von graphu durch

o) = e ()

gegeben.
(ii) Sei f~1({0}) eine n-dimensionale Niveaufliche in R"*1. Dann ist
Vi)
vir) ==+
= E )

eine Normale an f~1({0}).
(iii) Sei f=1({0}) eine n-dimensionale Niveaufliiche in R"*!. Dann gilt fiir jede
Kurve v: (—¢,¢) — f~1({0})

(Vf(y(@®),7' () =0
fiir alle ¢t € (—¢,¢).

Beweis.

(i) Fiir X(z) = (ugcx)) gilt

0X o €;
ZAN VA

wobei eq,...,e, die Standardbasis des R™ ist. Den Beweis iiberlassen wir
dem Leser.

(ii) Sei X: Q — R"T! eine lokale Parametrisierung von f~1({0}). Dann gilt
f(X(z)) =0 fur alle z € Q. Mit der Kettenregel erhalten wir daraus

0X 0X
0= DI () (G (0)) = (THX @) T3 0)).
Klar ist, dass v die Lange 1 hat.
(iii) Ubung. O

Bei einer Immersion ist jedem Punkt ein Skalarprodukt zugeordnet. Historisch
bedingt wird das Metrik genannt.

Definition 3.1.4 (Metrik). Sei @ C R"™ eine offene Menge. Sei X: Q — R*+F
eine Immersion. Dann ist die (induzierte) Metrik von X eine stetige Abbildung
g: Q@ — R™™ mit Komponenten g = (g;5)1<i,j<n, die durch

gi5) = ( Gz @) 5y @)

definiert ist.

Lemma 3.1.5. Die Metrik einer immersierten Hyperfliche X : Q — R st
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(i) symmetrisch, d. h. es gilt
gij(x) = g5i(x)

fiir alle 1 <14,7 <n und alle x € Q, und
(ii) positiv definit, d. h. es gilt

Zgw )& >0

1,7=1

fiir alle £ € R™ mit £ # 0 und alle x € Q.

Beweis.

(i) Die Symmetrie folgt direkt aus der Symmetrie des Skalarproduktes auf
R+

(ii) Sei & € R™ mit £ # 0 und x € Q. Nach Definition von ¢ erhalten wir

> gla) 553:< X ey §i§<>e>.
=1

,j=1

Da X eine Immersion ist, hat DX (z) Rang n und wir erhalten

BX i

Da das Skalarprodukt auf R**! positiv definit ist, erhalten wir unsere Be-
hauptung. O

Da g;; positiv definit ist, kénnen wir eine Inverse definieren.

Definition 3.1.6. Sei (¢;;)1<i,j<n €ine nicht-degenerierte Bilinearform. Dann heifit
die Bilinearform (¢"/)1<; j<, Inverse von (g;j)1<i j<n, falls

> g9’ = oF
j=1
fir all 1 < i,k < n gilt.

Notation 3.1.7.

(i) Wir benutzen Indices fiir partielle Ableitungen, also beispielsweise

g—u und X; = %

(ii) Kleine lateinische Indices laufen von 1 bis n und beziehen sich auf Grofen
auf der n-dimensionalen Hyperflache.

(iii) Kleine griechische Indices laufen von 1 bis n + 1 und beziehen sich auf
Grofen im umgebenden Euklidischen Raum.

(iv) Wir benutzen die Einsteinsche Summenkonvention. Dies bedeutet, dass wir
in einem Term, in dem ein Buchstabe einmal als oberer und einmal als
unterer Index ohne explizites Summenzeichen auftaucht, im Falle von la-
teinischen Indices von 1 bis n und im Falle griechischer Indices von 1 bis
n + 1 summieren.

(v) Wir benutzen Koordinaten z = (2%)1<;<, und y = (y*)1<a<n+1 mit oberen
Indices fiir Teilmengen von R™ beziehungsweise R"*!, so wie wir dies weiter
oben bereits gemacht haben.

Bemerkung 3.1.8.
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(i) Das Skalarprodukt auf R"*! nennen wir auch Euklidische Metrik und be-
zeichnen es mit
(Oap)i<a,p<n1-
Fiir seine Inverse schreiben wir (§%%)1<4 g<nt1-
Auf R™ bezeichnen wir diese Skalarprodukt mit (J;5)1<i j<n und seine
Inverse mit (5”—)1&’%”.
(i) * Sei 2 C R™*! offen. Ist ¢: @ — R™*! eine Immersion, so erhalten wir
analog zur Definition 3.1.4 eine Metrik § = (§og)1<ag<n+1, die durch

Gop(x) = (Ya(z), Y3 (z))
gegeben ist. Sie heifst Euklidische Metric in der -Parametrisierung oder
in den zu % assoziierten Koordinaten. Hier werden wir jedoch in dieser
Situation nur starre Bewegungen v, also Hintereinanderausfithrungen von
orthogonalen Abbildungen und Translationen, benutzen. Daher erhalten
wir stets gog = ap-

(iii) Sei u: @ — R eine Funktion. Dann setzen wir u’ := §% uj. Wir erhalten
Du = (u;)1<i<n und Vu = (ui)lgign. Den Gradienten Vu werden wir als
Spalte notieren,

ul

2
Vu=|" ,

ur

wihrend die Ableitung Du einer Zeile entspricht:
Du = (u1 U ... un)

Grofien mit oberen Indices heifsen kontravariant, wihrend Gréfen mit un-
teren Indices kovariant heifen. Die Metrik ist zweifach kovariant. Daher
sagen wir auch, dass die Metrik ein (0, 2)-Tensor ist.

(iv) Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass die Linksinverse einer reguléren
quadratischen Matrix mit ihrer Rechtsinversen iibereinstimmt. Daraus folgt

n .o .
> 979 = 0.
j=1

(v) In der Literatur werden kovariante Ableitungen mit X,;; oder, falls klar
ist, dass es sich um eine kovariante Ableitung handelt, mit X;; bezeichnet.
Dann benutzt man X ;; statt X;; um zu betonen, dass es sich um eine
partielle Ableitung handelt.

Beispiel 3.1.9. Unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention wird die
Definition der induzierten Metrik zu
n+1
gij =Y XfOupX) = XPbapX).
a,f=1
Wir werden sehen, dass wir mit Hilfe der Metrik die Lange einer Kurve auf einer
Immersion messen kéonnen. Erinnerung;:

Definition 3.1.10 (Linge). Sei I = [a,b] ein Interval und sei a: I — R"*¥ eine
stiickweise C1-Kurve. Dann ist die Linge von a, L(«), durch

b
L(a) ::/|o/(t)|dt

definiert, wobei das Integral als Summe von Integralen iiber die Intervalle der Par-
tition von I, so dass « dort differenzierbar ist, definiert ist.
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Lemma 3.1.11. Sei I = [a,b] ein Interval, sei Q@ C R™ eine offene Menge, sei
v: I — Q eine stiickweise C'-Kurve und sei X : Q — R" ™% eine Immersion.

(i) Dann gilt

b
(3.11) L(X 09) = [ as () 607 (0 () (0.

(i) Die Metrik ist die eindeutig bestimmte symmetrische stetige Abbildung
g: @ — R,
so dass (3.1.1) fiir jede Kurve v gilt.

Beweis.
(i) Eine direkte Rechnung liefert

(X o) [(t) = ’Xi('y(t)) (v (t))
= (+) (X2 (1(£)0ap X (4(1) ()
= (+) Mg (+7) ().

Hieraus folgt (3.1.1).

(ii) Benutzen wir kurze Kurven v und die Stetigkeit der Metrik g;;, so erhal-
ten wir fiir jede symmetrische stetige Abbildung g: Q — R™*"_ die (3.1.1)
erfiillt, wenn wir g;; durch g;; ersetzen, dass die Werte der entsprechen-
den Quadratwurzeln iibereinstimmen. Eine symmetrische Bilinearform iiber
R ist jedoch eindeutig durch die assoziierte quadratische Form bestimmt.
Hieraus folgt die behauptete Eindeutigkeit. 0

!

(t)

3.2. Zweite Fundamentalform. Mit der zweiten Fundamentalform messen wir,
wie gekriimmt eine Hyperflache ist.

Definition 3.2.1 (Zweite Fundamentalform). Sei X: Q — R"*! eine immersierte
C2-Hyperfliche mit Normale v. Dann ist die zweite Fundamentalform A: Q —
R™*™ mit A = (hij)lgi,jgn durch
hij(x) = = (Xi;(2), v (@)
definiert.
Bemerkung 3.2.2.
(i) Die zweite Fundamentalform mit A und ihre Komponenten mit h;; zu be-

zeichnen, ist eine historisch gewachsene Konvention.
(ii) Die zweite Fundamentalform ist symmetrisch:

hij = hﬂ

(iii) Spéter werden wir die Indices der zweiten Fundamentalform mit Hilfe der
Metrik heben und senken. Dann gelten beispielsweise

Wl = hig® und  hij; = h¥gy;,

wobei wir bei hz- aufgrund der Symmetrieeigenschaften nicht auf die Rei-
henfolge achten miissen.

Definition 3.2.3 (Hauptkriimmungen).
(i) Eine reelle Zahl A € R ist ein Eigenwert der symmetrischen Bilinearform

(hij)i<ij<n
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beziiglich einer anderen symmetrischen Bilinearform (g;;)1<; j<n, falls es
einen Eigenvektor £ = (fi)1<i<n € R™ mit £ # 0 gibt, so dass

hij& = X gi;¢’
fiir alle 1 < i <n gilt.

(ii) Sei X: Q — R"*! eine immersierte C*-Hyperfliche mit Metrik (g;;)1<i,j<n
und zweiter Fundamentalform (h;;)1<ij<n zu einer fest gew&hlten Nor-
malen v:  — R”*!. Dann sind die Hauptkriimmungen )i, ..., )\, die
Eigenwerte von (h;;); ; beztglich (g;;): ;, wobei wir die Eigenwerte entspre-
chend ihrer Vielfachheit gegebenenfalls mehrfach auffiihren.

Bemerkung 3.2.4. %

(i) Sobald wir zukiinftig von den Hauptkriimmungen einer Immersion sprechen
werden, so wollen wir stillschweigend annehmen, dass wir eine feste Normale
gewdhlt haben und damit das Vorzeichen der zweiten Fundamentalform
festgelegt ist.

(ii) Die Hauptkriimmungen in einem festen Punkt héngen nur vom Verhal-
ten der Hyperflache in einer kleinen Umgebung dieses Punktes ab. Daher
kénnen und werden wir die Hauptkriimmungen von Hyperflichen wie in
Proposition 2.2.1 mit Hilfe lokaler Parametrisierungen berechnen.

(iii) Die Hauptkriimmungen sind nur bis auf Permutationen eindeutig bestimmt,
da sie als Eigenwerte definiert sind.

Das folgende Lemma beschreibt, was wir meinen, wenn wir sagen, dass die Haupt-
kriimmungen geometrisch sind.

Lemma 3.2.5. Sei X: Q — R eine immersierte C%-Hyperfliche mit Metrik
(gij)1<i,j<n und zweiter Fundamentalform (hij)i<i j<n beziglich der Normalen v.

Sei Q@ C R™ offen und sei ¢ = (1/1k)1<k<n : Q — Q ein Diffeomorphismus. Sei

R= (Rg) € O(n+1) eine orthogonale Matriz und sei a € R"*1. Define
1<a,f<n+1
X: QO — R durch R
X(z) = RX (¢(x)) + a.
Dann stimmen die Hauptkrimmungen von X beziiglich der Normalen ¥ = Rv o
inzeQund X in Y(x) und ihre Vielfachheiten dberein.

Beweis. Eine direkte Rechnung ergibt
X () = REXY (0(2)) (@),
X§(x) = REXG ($(2)0f ()¢ (x) + REXY ($(2)yf; ().
Da R orthogonal ist, folgt RfdayRY = dg-. Somit erhalten wir, dass o = Rvo¢
eine Normale an X ist; es gelten namlich
(Row(e)), Kilw) ) = v (b() RS, REXE ()04 ()
v (1(2))ac X (4 ()47 (2)
(v, Xi) (W (@) (x) = 0

und

(Rv,Rv) =(v,v) = 1.

Fiir die Metrik (g;;);; und die zweite Fundamentalform (iz”) ~von X erhalten
%

wir

gis(@) = (Xi(@), X () )



DIFFERENTIALGEOMETRIE I 19

=07 (2) X{ (v(x)) R, %R”Xf (¥ (2))5()
i ((

=y (@) gra (v ()9 ()

his(a) = = (K@), o(x))
= — v (W (2)) R8s, BIXE, (0(2)) 7 ()05 ()
(@) ROy R X (3 ( ))d}fj( )
= — v ()00 X5 (0 (2))1 ()85 (2) — v° (1 (2)) 0 XE ()05 ()
= — (v, Xit) (Y)W ()5 (x) — (v, Xi) (@) 55 (x)
= i ($ ()0 ()9 () + 0.

Da 9 ein Diffeomorphism ist, ist (z/;f(x))lq K<n fiir beliebige = € Q) invertierbar
und unsere Behauptung folgt aus dem nachfolgenden Lemma 3.2.7. (]

I
S

Um spater direkt darauf verweisen zu kénnen, notieren wir ein Resultat aus dem
Beweis von Lemma 3.2.5 nochmals separat.

Lemma 3.2.6. Sei X: Q — R*t! eine immersierte C2-Hyperfliche C? mit Metrik
(gij)1<i,j<n und zweiter Fundamentalform (hij)i<i j<n beziiglich der Normalen v.
Sei Q¥ C R™ offen, sei ip: Q0 — Q ein Diffeomorphismus, R € O(n + 1) und sei
a € R"1. Define X := Q — R"™ durch X(z) := Ro X o (z) + a. Dann erfillen

die Metrik (9i;),<; j<,, und die zweite Fundamentalform hij e, VOm X
== 1<4,5<n

Gij () = 0F (2) g (Y () ()
und

hij () =VF (@) h (2)0 (2)
fiir beliebige x € O und 1 <i,5<n.

Lemma 3.2.7. Seien (a;5)1<i j<n und (bij)i<ij<n symmetrische Bilinearformen.
Sei (d?) invertierbar. Dann stimmen die Eigenwerte von (a;;);; beztglich

J/1<i,j<n
(bij)i,; und diejenigen von
a = (d: “dj)
(akl)1gk,zgn ( ke Qij @ L<ki<n
beztiglich (l;kl) = (d};bijd{) und ihre Vielfachheiten tberein.
1<k,i<n 1<k,i<n

Beweis.
(i) Sei (D 1)1<”<n € R™ " die Inverse von (d’)1<w< Somit gelten dj, D} =
65 und d¥ D] = &7 fiir alle 1 < 4,7 < n. Sei A € R ein Eigenwert von (a;;); ;
bezughch (bij)i,; und & € R™\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor
a;j& = Abi;&.
Wir erhalten
naijd DLE™ = Mdjbijdi DLE".
Somit ist (DLET), € R™\ {0} ein Eigenvektor von (aki)y,, beziiglich (Bkl)k l

)

Di 25.05.2021
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(ii) Gilt umgekehrt
ari¢ = Abwi¢’,
so multiplizieren wir das mit D und benutzen die Definitionen von @;; und
bi; und DFdi = 6! um hieraus fiir &/ = & ¢! auf
arj& = DEdjay;d] ¢t = DEag ¢! = ADFbu¢! = ADFd}byd] ¢t = Ab, ;¢
zu schliefen. Hieraus folgt die Behauptung. O

Lemma 3.2.8. Sei X: Q — R eine immersierte C%-Hyperfliche. Dann gibt es,
mait Vielfachheiten gezdhlt, in jedem Punkt genau n Hauptkrimmungen.

Beweis. Die Metrik (g;j)1<i j<n ist positiv definit und symmetrisch. Somit gibt

es eine invertierbare Matrix (d? mit d};gijd{ = 0 fur alle 1 < k,1 < n.

J)lgi,jgn

Geméf Lemma 3.2.7 geniigt es zu zeigen, dass (d};hij dg) o beztiglich (0;)r,; genau

s

n Eigenwerte besitzt. Wenn wir die definierende Gleichung mit 6"* multiplizieren,
so sehen wir, dass sie zu

S dyhijd] € = ARl = AT

aquivalent ist. Nun ist aber (6rkd};hijd{ ) eine symmetrische Matrix. Daher
1<r,i<n

folgt unsere Behauptung nun aus dem Resultat aus der Linearen Algebra, dass sich
solche Matrizen vermoge orthogonaler Matrizen diagonalisieren lassen. (|

Lemma 3.2.9. Figenvektoren von (h;j); ; beziglich (gij): ; zu verschiedenen Eigen-
werten sind paarweise beziiglich des Skalarproduktes (gi;)i,; orthogonal zueinander.

Beweis. Angenommen, A, u € R sind verschieden und es gilt
hig€ = Agii&  and  hi¢? = pgi¢.

Aufgrund der Symmetrie der Metrik und der zweiten Fundamentalform, erhalten
wir daraus

€' gii¢7 = §hii¢7 = A'gi ¢
Dies liefert die Behauptung. O

Bemerkung 3.2.10. Orthogonalitét beziiglich (g;;); ; hdngt wie folgt mit Ortho-
gonalitdt beziiglich der Euklidischen Metrik zusammen: Aufgrund der Definition
der induzierten Metrik sind die Vektoren £, ¢ € R™ genau dann beziiglich (g;;); ;
orthogonal zueinander, wenn DX (¢) und DX (¢) € R*""1 € R"*! beziiglich der
Euklidischen Metrik orthogonal zueinander sind.

Wie in der Linearen Algebra folgt hieraus

Korollar 3.2.11. Sei X: Q — R"*! eine C?-Hyperfliche und sei xo € 2. Dann
gibt es genau n beziiglich (gij)i; paarweise orthogonale Eigenvektoren von (hij); ;
beziiglich (gi;)i,;-

Wenn wir die Eigenvektoren normalisieren und linear auf die Standardbasis ab-

bilden, so erhalten wir

Lemma 3.2.12. Sei X: Q — R*""! eine C2-Hyperfiiche. Sei xy € Q. Dann gibt
es R € GL(n), so dass im Punkt R~ (zo) die Metrik (g;):; von X o R zu g;; = &;;
wird und die zweite Fundamentalform diagonal ist.

Alternativ zeigt man dies mit einem min-max-Ansatz. Siehe dazu das Kapitel
iiber Extremaleigenschaften der Eigenwerte aus [12] bzw. Kapitel B.
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Lemma 3.2.13. Sei Q C R" offen und seiu € C?(2). Dann sind die Komponenten
der Metrik und der zweiten Fundamentalform der Immersion X: Q — R*1 mit
x

X(z) = (u($)> durch
9i3(x) = bij + ui()u; (z),

gij<x) — 5 _ Uz(x)uj(x)

1+ |Vu(x)|?
und
hij(x) = @
V14 |[Vu(x)|?
gegeben.

Beweis. ITm Beweis lassen wir der Ubersichtlichkeit halber das Argument z weg.
Unter Benutzung der nach unten weisenden Normalen aus Bemerkung 3.1.3 lie-
fert eine direkte Rechnung

und

e ) (5))

uij
VI+ Va2

FEine weitere direkte Rechnung ergibt

) . wuk
9ii9"" = (8ij + uiuy) (6jk >

1+ [V
= 6F +uut — uiu* - uiut| Vul? = ok
1+ |Vul2 14 |Vul?
wie behauptet. O

Bemerkung 3.2.14. Sei I C R ein offenes Interval mit 0 € I und sei u € C?(I).
Ein Ellipsoid kénnen wir in der Form

{z € R?: (x — z0, A(z — 20)) = 1}

darstellen, wobei A eine symmetrische positiv definite Matrix ist. Dies erfordert fiinf
reelle Parameter. Daher kénnen wir nicht erwarten, dass es ein eindeutig bestimmtes
Ellipsoid gibt, so dass eine das Ellipsoid lokal als Graphen darstellende Funktion v
die Bedingungen u(0) = v(0), Du(0) = Dv(0) und D?u(0) = D?v(0) erfiillt.

Genauso koénnen wir nicht erwarten, dass sich eine C2-Hyperfliche mit nichtne-
gativen Hauptkrimmungen lokal optimal durch ein eindeutig bestimmtes Ellipsoid
optimal approximieren lasst.

Benutzen wir jedoch Kreise fiir die Approximation, so hdngen deren Radien
und die Hauptkriimmungen zusammen. Nach Korollar 3.2.11 finden wir paarweise
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orthogonale Eigenvektoren &1,...,&, € R” mit & = (ﬁf)l <<y der zweiten Funda-
mentalform (h;;); ; beziiglich der induzierten Metrik (g;;); ;, die zu den Eigenwerten

kgl
Al,..., A, gehoren, wobei \; = Z’I:llgkgl gilt. Im nachfolgenden Lemma 3.2.15, wer-

den wir sehen, dass das Bild von X in den durch v und DX(&;), i = 1,...,n,
aufgespannten 2-dimensionalen Ebenen lokal optimal durch Kreise vom Radius /\i
oder, im Falle \; = 0, durch Geraden approximiert wird.

Lemma 3.2.15. Sei X: Q — R*"! eine immersierte C?-Hyperfldche. Sei \ eine
Hauptkrimmung im Punkt xo € Q und sei £ ein Eigenvektor der zweiten Fun-
damentalform beziiglich der Metrik zum Eigenwert X. Dann wird das Bild von X
in der durch v(zg) und DX (x0){(§) aufgespannten Ebene lokal um X (x¢) optimal
durch einen Kreis vom Radius % in dem Sinne approximiert, dass in einer loka-
len graphischen Darstellung diejenigen Funktionen, die das Bild von X und den
Kreis darstellen, im betrachteten Punkt bis zur zweiten Ableitung tbereinstimmen.
Je nach Vorzeichen von A liegt der Mittelpunkt des Kreises in Richtung —v oder
+v. Im Falle A = 0 gilt diese Aussage fiir eine Geraden statt fiir einen Kreis.

Beweis. Gemift Lemma 3.2.5 und Lemma 3.2.6, kénnen wir auf die Immersion X ei-
ne Bewegung anwenden und daher ohne Einschrankung X (zg) = 0, v(zo) = —ep41
und DX (z0)(€) = e; annehmen. Dann gibt es geméf Proposition 2.2.1 eine Umge-
bung U C R™ des Ursprungs, so dass sich X is lokal um X (z() herum als Graph eine
C?-Funktion u: U — R mit u(0) = 0, Du(0) = 0 und diagonaler Hessischer darstel-
len 1&ft. Nach Lemma 3.2.13 erhalten wir weiterhin g;;(0) = d;; und u11(0) = A.
Dann ist 2 + u(z!,0,...,0) die Funktion, deren Graph lokal mit dem Bild von
X in der von v(zg) und DX (x0){¢) aufgespannten Ebene {ibereinstimmt. Im Falle
A = 0 ist die Behauptung klar. Wir nehmen nun an, dass A > 0 gilt und {iberlassen
den analogen Fall A < 0 dem Leser als Ubung.

Wir definieren r := + und C: (—r,7) — R durch C(x) := 7 — 1/r2 — |z|2. Dann

A
ist graph C ein Halbkreis vom Radius r und es gelten C(0) = 0, C,(z) = \/ﬁ,

C.(0) =0 und
1 1
ﬁ:;:)\:'llql(o)

wie behauptet. O

Csz(0) =

3.3. Kriimmungsfunktionen. Symmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen
sind wohldefiniert. Sie heifen Kriimmungsfunktionen. Wir definieren

Definition 3.3.1. Sei X: Q — R"t! eine immersierte C2-Hyperfliche. Dann defi-
nieren wir die mittlere Kriimmung H: 2 — R durch

H(z) =M (z)+ ...+ A(x)
und die Gaufikriimmung K: Q@ — R durch
K(z) = X(z) ... - A (2).

Die (quadrierte) Norm der zweiten Fundamentalform definieren wir durch

|A|? = z”: A2,
i=1

Schliefslich definieren wir die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriim-
mung fiir 1 < k < n durch

Sk((Ni)1<i<n) = Z YRR VI
1<ir <. <ix<n

Bemerkung 3.3.2.
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(i) Es gelten H = 57 und K = S,,.
(ii) W&hlt man —v statt v als Normale, so &ndert sich das Vorzeichen von h;;
und H, das von |A|?, Sy, Sy, ...bleibt unverindert.

Lemma 3.3.3. Sei X: Q — R*"*! cine immersierte C?-Hyperfliche. Dann gelten
fiir die mittlere Kriimmung H und die Gaufkrimmung K

det((hij)i’j) _ det hz‘j

det((gij)i;) ~ detgi;

H=g"h; und K=

Bewets.
(i) Ohne Einschrankung diirfen wir 0 € Q annehmen und die Behauptung nur
im Punkt x = 0 beweisen.
(ii) Sei R € GL(n). Dann definieren wir X := X o R und bezeichnen die
Metrik, die zweite Fundamentalform, die Hauptkriimmungen, die mittlere

Kriimmung und die Gaufkriimmung von X mit (Gij)1<; j<n (ﬁlj) SR
SIS 1<i,j<n
(5\1> , H bzw. K.
1<i<n
(i) Nach Lemma 3.2.12 gibt es R € GL(n), so dass §;;(0) = d;; gilt und
(hij (0))19”5” diagonal ist.
(iv) Daher erhalten wir im Ursprung

=N\, = K.

(v) In Lemma 3.2.5 haben wir bereits gezeigt, dass die Hauptkriimmungen von
X und X im Ursprung iibereinstimmen. Daher erhalten wir

H(0)=H(0) und K(0)= K(0).
(vi) Weiterhin gelten nach Lemma 3.2.6
§ij(x) = RY gy (Rx)R,  und hij(z) = RYhy(Rx)R..
Nun ist es eine Ubung in Linearer Algebra, zu zeigen, dass

det ilij o det hij
det g;; ~ det 9ij

gijibij = gijhij und

gelten.
(vii) Somit erhalten wir aus den vorherigen Resultaten im Ursprung
H=H=§"hi; = g7hy;
und, ganz analog dazu,

K :IA{ o detﬁij o dethij

~detg;;  detg;;
Dies zeigt die Behauptung. U
Bemerkung 3.3.4. Es gilt
|A]2 = hijg"" hig"

und die weiteren elementarsymmetrischen Funktionen lassen sich als Summen von
Unterdeterminanten darstellen.

Beweis. Ubung. O
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Lemma 3.3.5. Sei X: Q — R eine immersierte C?-Hyperfliche. Sei QcRre
offen und sei 1p: @ — Q ein Diffeomorphismus. Sei R € O(n + 1) eine orthogonale
Matriz und sei a € R" 1. Definiere X: Q — R durch

X(z) = RX(¢(x)) + a.

Dann erhalten wir fir die mittlere Kriimmung und fiir die Gaufkriimmung H, H,
K und K von X beziehungsweise X

Hoty=H und Koy =K.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 3.2.5 oder, alternativ, aus Lemma 3.2.6 in
Kombination mit Lemma 3.3.3. ]

Lemma 3.3.6. Sei u: Q — R von der Klasse C? und sei X: Q — R mit

%= (uin)

die zugehorige Immersion. Dann gelten fir die mittlere Krimmung und fir die
Gaupkrimmung von X

e div| Y%
V1+|Vul|?
und
det(u;;
K — ( .7)717+2 .
(14 |Vul?) 2

Weiterhin gilt
det(gi;) = 1+ |Vul?.

Beweis. Unter Verwendung von Lemma 3.2.13 und Lemma 3.3.3 erhalten wir

H = g”hlj

_ (5@‘ _ u'? ) Ui
1+ |Vul? ) /14 [Vul?
Au uijuiuj

VITIVU? (1 +|Vuf2)??

_ div <V>
WiE e
und
_ det(hy )
- det(gy))
det(u;;) 1
(1+ |Va|2)"? 1+[Vul?’

Dabei haben wir bereits unsere letzte Behauptung verwendet. Sie folgt aus der
Beobachtung, dass g;;&7 = 1-6;;&7 fiir alle Vektoren ¢ orthogonal zu Vu, d.h.
Vektoren ¢ mit ;&% = 0, gilt und dass weiterhin

gijuj = 5ijuj + uiujuj = (1 + |VU|2) 5”’&]
gilt. (]
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Lemma 3.3.7 (Skalierungsverhalten). Sei X: Q — R"*! eine immersierte C*-
oder C%-Hyperfliche, je nachdem, wie dies fiir die entsprechenden Gréfien nétig
ist. Sez @ > 0. Definiere X = w-X. Dann skaheren die geometmschen Grofien v,
9ijs 97, hij, Ai, H und K von X und U, g5, g% hzw )\Z, H und K von X wie folgt:

v(z) =v(z),
9ij(x) = p? - gij (),

N 1

Ai(x) = ;/\Z(x),
1

H(z) = ;H(ﬂf)

und

wobei wir die Hauptkrimmungen nach ihrer Gréfle ordnen.

Bewets.

(i) Aus X; = pX; schliefen wir, dass © und §;; sich wie behauptet verhal-
ten. Das Skalierungsverhalten der Inversen der Metrik folgt aus dem der
Metrik. Analog folgt aus X'Z-j = 1.X;; das Skalierungsverhalten der zweiten
Fundamentalform.

(ii) Fir das Skalierungsverhalten der Hauptkriimmungen benutzen wir die de-
finierende Gleichung h;;(z)&7 = A(z)gi;(2)&? fiir ein € € R™ \ {0} und
erhalten

. . A=) . ;
hij& = p-hij(2)& = p- ANz) - gij(2)¢ = L )gij($>§j~
Daraus folgt das Skalierungsverhalten der Hauptkriimmungen.
(iii) Schlieklich folgt das Skalierungsverhalten der mittleren Kriimmung und der
Gaufskrimmung aus dem der zweiten Fundamentalform und der Inversen
der Metrik oder, alternativ, aus dem der Hauptkrimmungen. O

Als Vorbereitung fiir spiter zeigen wir
Lemma 3.3.8. Die Ableitungen der Abbildung
r: R"\ {0} = R,
x|zl

sind wie folgt:

x; 1 T;T;
ri(z) = Tl rij(z) = Tl (%‘ - x|2]) :

Beweis. Differenziere
r(z) =|z| = ( i5; zj)l/z O

Beispiele 3.3.9.
(i) Ebene: Sei X: R" — R"*! mit x + Az, wobei A € R("1D*" eine Matrix
mit rang A = n ist, eine Einbettung einer Hyperebene. Dann gilt X;; = 0.
Daher erhalten wir h;; =0, \; =0 fiiralle 1 <i<n, H =0und K =0.

Mo 14.06.2021
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(ii) Sphéren: Sei R > 0 und sei u: Br(0) — R mit u(z) = —/R? — |z|2.
Dann ist graph u die untere Hemissphére mit Radius R um den Ursprung.
Mit direkter Rechnung erhalten wir

ui(z) = m’
—0ij T
Uz‘j(“’”)f@ @)
gij () =0ij + (x)=|u(x)|uij(x),
() = i (z) o ugi() _ wi;(x)

B B 1/
\/1 + [Vul? \/1 + % [u(z)] R*

u(x)|u;;(x
_bobute) _ 1,
und schlieffen, dass die Sphére vom Radius R die Hauptkriimmungen Ai =
%, 1 <i < n, besitzt. Es folgen H = R und K = R”'

Alternativ wére es hier moglich gewesen, die Rechnungen fir R =
durchzufiithren und dann das Skalierungsverhalten, sieche Lemma 3.3.7, zu
verwenden.

(iii) Zylinder: Sei Bf(0) die k- dimensionale offene Kugel in R*, 1 < k < n,
und sei u: BF(0) x R** — R mit u(z,y) = —/1 — |2|2. Dann beschreibt
graphu den unteren Teil eines thnders er benutzen nun die Indices
2* und 3/ um die zugehdrigen partiellen Ableitungen zu bezeichnen und

erhalten
. _ —T;
Ugi (mv y) - u((I)’ y) s
ui/’ (fE, y) = 0,
_ i T4

Ugigi (1‘7 y) - u(x) US (x) ,

gij(z,y) = ((6@3 + z(zfy>>1§i7j§k (0) )

(0) (64)1 <pi<nt

hij(x,y) = ! P ((6” + uf@i/))ﬁi,jﬁk (0)>
juta )1+ A 0 0)
= ((6” + ”;C(;c’]y))gi,jgk (0)> .

(0) (0)

Wir erhalten A\; = 1,1 <7 <k, und A\; =0, k+1 < j < n, als Hauptkriim-
mungen. Geméf Lemma 3.3.7, erhalten wir daraus die Hauptkriimmungen
= mit Vielfachheit k£ und 0 mit Vielfachheit n— k fiir einen solchen Zylinder
vom Radius R. Daraus folgen H = ﬁ und K = 0.

(iv) Kegel: Wir betrachten rotationssymmetrische Kegel, die als graphw fiir
eine Funktion w: R™\ {0} — R mit u(z) = a|z| und a € R beschrieben
werden. Wir erhalten dafiir




DIFFERENTIALGEOMETRIE I 27

o Tik
gij(r) =dij +a |;|2j )

a ;T
hij(z) = — = (5 — 224
/@) mﬁ+ﬁ( |w>

und sehen, dass die Hauptkriimmungen durch A\; = 0, zur radialen Richtung
parallel zu z, und Ao = ... =\, = ﬁ, zu Richtungen orthogonal zu
x, gegeben sind. Insbesondere sehen wir, dass die Hauptkriimmungen eines
Kegels umgekehrt proportional zur Distanz zum Ursprung sind.

(v) Rotationssymmetrische Graphen: Sei

5@ = () = (o)

z€Q, Q= Bg(0)\ B,(0),0<p< R < oo, mit p € C?. Setze r := |z|. Es
gilt fiir r > 0

uM)dU%,
[Vul? = (&' (r ))
Gij = 0ij +uju; = i + (90/(7"))2%%,

W—1+&myﬁﬁw%—ﬁ9+wmﬁﬁ'

Eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren von g;; und h;; beziiglich d;; ist
auflerhalb des Ursprungs durch \%I oder z und eine Basis von (x)* gegeben.
Fiir die Eigenwerte beziiglich der Euklidischen Metrik gilt

x (z)*
g9i | 1+ (¢'(r)? 1
It ¢"(r) ¢'(r) 1
! L+('(r)? | 7 1+('(r))?

Als Hauptkriimmungen erhalten wir somit einmal
©"(r)
(1+(#(r)2)**
und (n — 1)-mal den Wert
i)
ry/1+(¢'(r))?

Wir beenden den Abschnitt mit einer Definition, die die Hauptkriimmungen

benutzt.

Definition 3.3.10 (Konvexitét). Eine Hyperflache heifit (lokal) konvex, falls h;; =
0 gilt und strikt (lokal) konvex, falls h;; > 0 gilt.

Bemerkung 3.3.11.

(i) Lokale Konvexitit bzw. strikte lokale Konvexitit sind dquivalent zu A; > 0
bzw. A\; > 0 fir alle 1 <7 <n.
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(ii) Die Kurve X: R — R? mit = ~ (z,2%) ist lokal konvex, aber nicht strikt
lokal konvex, da die Kriimmung im Ursprung verschwindet.

Dies scheint nicht zur Tatsache zu passen, dass die Menge K := {(x,y) C

R?: y > 2%} in dem Sinne strikt konvex ist, dass fiir alle p,¢ € K und alle

A € (0,1) der Punkt Ap + (1 — A)¢ im Inneren von K liegt, die obige
Definition ist jedoch in der Differentialgeometrie geeigneter.

3.4. Min-Max Charakterisierung der Hauptkriimmungen. Grundlagen aus
der Linearen Algebra zu diesem Kapitel finden sich in Kapitel B.

Lemma 3.4.1 (Min-Max Charakterisierung der Hauptkriimmungen). Sei X eine
n-dimensionale C?-Hyperfliche mit Metrik g = (gi;) und 2weiter Fundamentalform
A = (hij). Dann gilt fir die angeordneten Hauptkrimmungen A; mit Ay < ... <\,

N = mi hi€'¢0 A€ €)
i = min max 757 = in  max .
o, 076eV gy€leT v 07eeV g(&,€)
_ : hij€'€7 _ hi€'€
Insbesondere folgt A\ = O;rguer]%%n 91 ETE und A\, = og%&gén i ETET
Beweis. Ubung. O

Korollar 3.4.2. Sei X: Q — R eine n-dimensionale C%-Hyperfliche mit nach
ihrer Gréfle sortierten Hauptkrimmungen A (z) < ... < Ay(x) in x € Q. Dann ist
Q> xzw— N\(z) fir jedes 1 < i < n stetig.

Beweis. Ubung. O

3.5. Die Weingartenabbildung. Das folgende Lemma ist eigentlich ein Resultat
der Linearen Algebra.

Lemma 3.5.1. Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und B(-,-) mit Matrizdarstellung (b;;)
eine Bilinearform auf R™. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
S: R™ — R™ mit

B(v,w) = g(v,Sw) fir alle v,w € R™.
Ist B symmetrisch, so ist S beziglich g(-,-) selbstadjungiert, d. h. es gilt

g(Sv,w) = g(v, Sw) fir alle v,w € R™.

Beweis. Sei (g%7) die inverse Matrix zu (g;;), d.h. gelte g“g;;, = 6}, fiir alle 1 <
i,k < n. Wir definieren S = (S;)1<i,j<7n durch Slj = g7kby fiir j,l=1,...,n.

Wir rechnen die behauptete Gleichheit fiir Elemente der Standardbasis nach. Es
gilt Se; = S/e; und daher folgt

g(ei, Ser) = gijSlj = 19" by = 0Fbiy = byy.

Die Eindeutigkeit von S ist einfach einzusehen. Ist B symmetrisch, so folgt direkt,
dass S selbstadjungiert ist. O

Definition 3.5.2. Sei X € C? (Q,R"'H) eine Hyperfliche mit Normale v ldngs
X. Sei g = (gi;) die Metrik und sei A = (h;;) die zweite Fundamentalform von X.
Dann heifst die eindeutig bestimmte Abbildung S(z): R™ — R™ mit

A(z){v,w) = g(x){v, Sw) fiir alle v,w € R"

Weingartenabbildung von X. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Matrixdar-
stellung

S(x)er = Si(z)e; mit  Si(z) = ¢ (z)hji(z).
Die Weingartenabbildung S(x) ist fiir alle x € Q beziiglich g(x) selbstadjungiert.
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Bemerkung 3.5.3. Im Allgemeinen ist {ey,...,e,} keine Orthogonalbasis beziig-
lich der Metrik g(z) und die Matrix von S beziiglich der Standardbasis ist nicht
symmetrisch.

Bemerkung 3.5.4 (Heben und Senken von Indices). Fiir die Weingartenabbildung
S ist die Matrixschreibweise S = (h§)1§i,j§n mit b = g**hy; iiblich. Man sagt, ein
Index sei mit Hilfe der Metrik gehoben. Umgekehrt gilt h;; = hfgkj = hliglkgkj =
hliéé» = h;;, wobei die Reihenfolge der Indices bei h;;, g;; und g* keine Rolle spielt,
da diese symmetrisch sind. Auch bei anderen Grofen (genauer: Tensoren) kann man
Indices mit Hilfe der Metrik und ihrer Inversen heben und senken.

Beispiele fiir das Heben und Senken von Indices mit dem spéter noch zu definie-
renden Riemannschen Kriimmungstensor R;;i; sind

k
Rijrig™™ = Ri;™1 oder Ri;™i1gmr = Rijpi-

Das Senken von Indices ist aus der linearen Algebra bekannt. Fiir einen Endo-
morphismus A und eine Bilinearform B definiert B(-, A-) eine Bilinearform. Wir be-
zeichnen auch die zugehérigen Matrizen mit denselben Buchstaben: A = (aé-)lgm-gn
und B = (b;;)1<i,j<n- Beachte dabei zunéchst, dass die Indices beim Endomorphis-
mus oben und unten stehen, da er aus einem Vektor z = (27)1<j<, (mit oben
stehendem Index j) wieder einen Vektor a%z/ (mit oben stehendem Index i) macht.
Bei der Bilinearform stehen die Indices dagegen unten, da sie aus einem Vektor eine
Form bijxj macht. Dabei ist eine Form ein Element aus dem Dualraum, also ein
Objekt mit unten stehendem Index, das, auf einen weiteren Vektor angewandt, eine
Zahl, d.h. eine Korperelement, liefert. In Koordinaten wird aus B(-, A-) also b;;aj,
bzw. aus B(y, Az) der Ausdruck yibijaf;xk. (Beachte, dass bei g;; und g keine
Mehrdeutigkeiten auftreten. gj- = 6; ist uniiblich.)

Theorem 3.5.5 (Weingartengleichung). Sei X € C? (0, R™*!) regulir mit zwei-
ter Fundamentalform A = (h;;) und Weingartenabbildung S = (h;) beziiglich der
Normalen v. Dann gilt

Dv=dX-S wund A(v,w)= (Dv{v),dX(w))

bzw. in Koordinaten
_ Ov
Yi= o
* Zur Wiederholung nochmals zur Einsteinschen Summenkonvention: Dabei ha-
ben wir die Komponenten der Vektoren v und X, beide im R”*!, mit griechischen
Indices und die Euklidische Metrik des R™*! mit d,43 bezeichnet. Die Einsteinsche
Summenkonvention erfordert hier also eine Summation iiber mehrfache griechische
Indices von 1 bis n + 1, wiahrend mehrfache lateinische Indices von 1 bis n sum-
miert werden. Es ist iiblich, lateinische Indices fiir Gréfen im Definitionsgebiet
und griechische Indices fiir Grofen im Zielraum zu verwenden. Ausgeschrieben mit
Summenzeichen bedeutet also die letzte Gleichheit
n+1
hi]‘ = Z VZQ(SQBXJ@.
a,f=1

In dieser Notation wird g = (DX)TDX zu
9ij = X0ap X}
und aus 0 = (dX(V),v) fir alle V € R™ wird
0= v X V1.

=hEX), oder v =hEXE und hij = (vi, X;) = v 0ap X,

Mo 21.06.2021
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Diese Formel gilt auch ohne V. Die Definition der zweiten Fundamentalform wird
zu
h,;j = 7X7O{j5agl/ﬁ
und die Transformationsformel fiir die Metrik zu X = X o ¢ wird zu
Gij = gris -
Beide Schreibweisen haben Vorteile; so erleichtern weniger Indices die Ubersicht,
wird es jedoch komplizierter, gibt es in Indexnotation weniger mogliche Missver-

stdndnisse und die Indexnotation ist bei Rechnungen meist einfacher zu handhaben.
Es ist ratsam, beide Notationen zu beherrschen.

Beweis. Aus (v,v) =1 folgt 0 = %(w v) = 2(v,v;). Es gilt
0
(v, Xi) = 55 (v X) =, X je) = by = Alej, ex)
=0
=g(Sej,ex) = (dX - Sej,dXey).

Aus der ersten Gleichung folgt (Dv(v),v) = 0, aus der zweiten (Dv(v), dX (w)) =
(dX - S{v),dX (w)) fiir alle v,w € R™. Die erste Behauptung folgt, da die erste
dieser beiden Gleichungen gerade das Skalarprodukt der behaupteten Gleichheit
mit v und die zweite das Skalarprodukt mit dX (w) liefert, die Gleichung also beim
Test mit einer Basis stimmt.

Zur zweiten Behauptung: Es gilt aufgrund der ersten Behauptung

A(v,w) = g(Sv,w) = (dX - Sv,dX{w)) = (Dv{v),dX (w)).
Daraus liest man auch direkt die Formeln in Koordinaten ab.

Wir leiten sie noch einmal unabhéngig davon in Koordinatenschreibweise her:
Es gilt 1 = v%6,51°. Differenzieren nach z! liefert 0 = 2v%6,5°. Jeder Vektor in
R"*1 4sst sich in der Form a* X} + bv darstellen. Also gibt es Funktionen a¥ und
b; mit v; = an r + bjv. Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und erhalten
0 = Vféagwg = an,‘jéagufB + biuo‘éaguﬁ = 0+ b;. Also gilt v; = ank. Wir
differenzieren 0 = v*643 X5, j = 1,...,n, setzen die Gleichung fiir v; ein und
erhalten

0= quéaﬁXjﬁ + VaéaﬁXEi = angéaﬂXjB —h;; = afgkj — hyj.

Wir multiplizieren dies mit ¢’' und erhalten aé = afé,lf = afgkjgjl = hijgjl = hi
Somit gilt v; = hLX; oder v®* = hLX}.
Weiterhin gilt
V0as X = hEX{00p X ] = hug™gr; = hadl = hyj. O
3.6. Charakterisierung von Ebenen und Sphéren.

Theorem 3.6.1. Sei Q C R" zusammenhingend. Sei X € C? (Q,R"“) requldr
mit Normale v und zweiter Fundamentalform A. Dann sind die folgenden Aussagen
adquivalent:
(i) X(Q) liegt in einer Hyperebene,
(i) A=0 und
(iii) v ist konstant.

Beweis.
o . (i)=(ii)*: Liegt X(Q) in einer affinen Hyperebene p + E, so bilden die

Vektoren Xy, ..., X, in jedem Punkt = € Q eine Basis von F und v ist ein
Normalenvektor von E. Da auch X ;; in E liegt, folgt h;; = —(X ;;,v) = 0.
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o ,(i)=>(iii)*: Aus A = (hy;) = 0 folgt S = (k}) = 0. Somit ist Dv =
DX - S = 0 aufgrund der Weingartengleichung. Da ) zusammenhéngend
ist, ist v konstant.

o . (ili)==(i)*: Ist v konstant, so folgt D(X,v) = (DX,v) + (X,Dv) = 0.
Somit ist (X,v) konstant. Da v konstant ist, besagt dies, dass X (x) in
einer Hyperebene liegt. U

Theorem 3.6.2. Sei Q C R" offen und zusammenhéngend. Sei X € C? (Q,R”‘H)
requldr und R > 0. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) X(Q) liegt in einer Spire vom Radius R und
(ii) A = i%g bzw. S = i%]l oder, in Koordinaten, hi; = i%gij bzw. h; =
1 e
+50;.
Weiterhin ist die Existenz eines p € R™"!, so dass in jedem Punkt x € Q) der Vektor
X (z) — p ein Vielfaches von v(x) ist, dquivalent zur Tatsache, dass X () in einer
Spdre von nicht spezifiziertem Radius um p liegt.

Beweis.

e (i)=>(ii)*: Sei m € R"*! beliebig. Definiere f(z) := |X(x) — m|?>. Dann
gilt
Ji=(X—m,X;) und f;; =(X—m,X )+ g
Sei nun m der Mittelpunkt der Sphére und X (£2) in der Sphére enthalten.
Dann ist f konstant. Wir schlieffen also, dass X —m L imdX gilt. Somit
ist X —m ein Vielfaches von v. (Dies zeigt die Richtung ,,<=* fiir die letzte

Behauptung.) Da die Sphére den Radius R hat, gilt | X —m| = R und wegen
|v| =1 folgt X — m = +Rv. Somit erhalten wir

0= fij = (£Rv, X ;) + gij = FRhij + gi;-
e ,(ii)==(i)*: Wir nehmen an, dass h’ = qi%éf gilt. Nun Setzen wir p :=
X 4+ Rv. Dann folgt nach Voraussetzung mit Hilfe der Weingartengleichung
1
pj=X;+Rvj=X;+ Rh Xy =X; £ R (¢R5§> X, =0.

Also ist p € R"*! konstant und aus X = p F Rv folgt, dass im X in einer
Sphére vom Radius R um p enthalten ist.

e <" Siehe oben.

o ,—>“ Gelte X () —p = r(x)v(x). Sei ohne Einschrinkung p = 0, gelte also
X (x) = r(z)v(z) fiir alle x € Q. Setze f := | X —rov|? fiir ro := r(q) fiir ein
festes ¢ € . Dann gilt f(q) = 0 und es gilt iiberall

fi = 2<Xz — ’I“ol/i,X — ’/‘0V> = 2<X1 — Tothk, (7‘(.13) — To)ll> = O

Somit ist f konstant und es gilt f(¢) = 0. Daraus erhalten wir f = 0 und
damit die Behauptung. (]

Theorem 3.6.2 gilt auch, wenn wir R dort nicht global als konstant voraussetzen.
Dies behandeln wir im Rest dieses Abschnittes.

Definition 3.6.3. Sei X: Q — R"*! eine immersierte Hyperfliche.
(i) Ein Punkt z € Q bzw. X (z) heilt Nabelpunkt (englisch: umbilic), falls dort

alle Hauptkriimmungen iibereinstimmen, also
A(', ) = )\ <', > oder hij = )\gij Vl S ’L,] S n
fiir ein festes A € R gilt.
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(ii) Eine Hyperfliche heift (total) umbilisch, falls sie in jedem Punkt umbilisch
ist, d. h., falls es eine Funktion A: 2 — R gibt, so dass
A(', ) =A <', > oder hij = )\gij V1 < ’L,] <n
gilt.
Der Beweis des folgenden Theorems wird recht kurz, wenn wir sogenannte kova-
riante Ableitungen benutzen. Diese werden wir spéter behandeln. Wir geben diesen

kurzen Beweis an, aber auch eine etwas technischere Variante, die zu unseren ak-
tuellen Vorkenntnissen passt.

Theorem 3.6.4. Sei @ C R" offen und zusammenhdingend. Sei X: Q — R+
eine total umbilische C3-Hyperfliche und sei n > 2. Dann ist das Bild von X in
einer Hyperebene oder in einer n-dimensionalen Sphdre enthalten.

Beweis. Wir folgen [1]. Gelte
hij(x) = Mx)gi; (x)

fiir x € Q. Wir unterdriicken ab jetzt das Argument = und zeigen zunéchst, dass A
lokal konstant ist. Es gilt nach Codazzi

Hy. =97 hijie = 9" hinsg = 9" (\gik )5

=g\ = >\;j5i = Ak

Andererseits gilt

H;k: = (gljhij);k = (g”)\gij);k = nA;k.
Somit ist A konstant und das Resultat folgt aus Theorem 3.6.2 im Falle A # 0 und
fiir A = 0 aus Theorem 3.6.1. O

Beweis ohne kovariante Ableitungen. Wie oben folgt Hy = nAg. Hier kdnnen wir
einfach ,,; £ durch die entsprechenden partiellen Ableitungen ersetzen.

Fiir die andere Variante, Hy zu berechnen, halten wir zunéchst fest, dass nach
Voraussetzung aus h;; = Ag;; fiir die Weingartenabbildung h] = \J] folgt. Wei-
terhin konnen wir (X;;, X)) allein durch Ableitungen der Metrik ausdriicken. Es
gelten

Xij, Xi) + (X5, Xij),
9iki = (Xji, Xi) + (X, Xki)s
—Gij e = —(Xir, Xj) — (Xi, Xji)

Gik,j =

o~ o~

und somit folgt durch Addition

2(Xij, Xk) = Gik,j + Gjk,i — Gijk-
Damit berechnen wir nun Hj. Es gilt
Hy = (g hiz),,
= g khij + g7 hijk
= —9""9" gabkhij + 97 hijk — 97 hirj + 97 har. 5
= =299 gavkgi; — 97 (X, )i + 97 (Xik, v); + 97 (Agin)
= —)\5}19bjgab,k
—9"(Xijr,v) — 97 (Xiz, vi) + 67 (Xing, v) + 97 (Xin, v5)
+A9Y gikj + 97 gin ;s
= —Xg"Gab — 97 (Xij, B X0) + 97 (X, B5X0) + Ag¥ gin g + 61N
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= =29 gabk — Ag7(Xij, 61.X1) + Mg (Xik, 65 X1) + AgY ginj + M
= - 2gGapr — N7 (Xij, Xi) + Mg (Xir, Xj) + Mg gin i + M
= —Ag"Gabk + NG gikj + M
1. . 1.
—§>\9 N Gik,j + Gik,i — Gij ) + §>\9 T(Gij i + Grji — Gik,j)
= A\

Somit haben wir auch hier nA\y = Hy = Ay gezeigt. Daher ist A auch hier konstant
und die Behauptung folgt wieder aus Theorem 3.6.2. O

4. MINIMALFLACHEN
4.1. Der Flacheninhalt und Vorbereitungen.

Bemerkung 4.1.1. Um den Flacheninhalt zu definieren, leiten wir zunichst einen
Ausdruck fiir den Flicheninhalt von Parallelogrammen her. Seien u,v € R3\ {0}
beliebig. Dann hat das von ihnen aufgespannte Parallelogramm den Flacheninhalt

U\ U
v—(v, )
Cful / Jul

=Hohe

Wu ) ol — )

= VIvR[ul? = 2(u,v)? + (u,v)?

= VI]oPul?* = (u, v)?.
Damit das Flachenelement nach Integration fiir affin lineare Funktionen auf recht-

eckigen Gebieten den fiir Parallelogramme bekannten Wert ergibt, setzen wir fiir
X e C'(Q,R?)

A =lul-

dA = d.Ag = A(Xl,XQ) dxldx2 = \/|X1‘2|X2|2 - <X1,X2>2 dx

— 11922 — gy da =\ [det (g, (@) da

* Man kann zeigen, dass der vermoge [ dA definierte Flicheninhalt fiir injekti-
Q
ve Immersionen X : Q — R3 mit dem zweidimensionalen Hausdorffmaf H?(im X)

iibereinstimmt. Entsprechendes gilt in n Dimensionen.

Definition 4.1.2. Sei X: Q — R"*! eine Immersion. Dann definieren wir den
Flacheninhalt von X als

A(X) = / \/det(gij) = Ag(Q).
Q
Fiir eine messbare Teilmenge E C ) definieren wir

A(E) = / Jdet(gi;).

Beispiel 4.1.3. Sei X mit X (z) = (z,u(z)), x € Q, ein Graph. Dann gilt det(g;;) =
det(8;; + wju;) = 1+ |Dul?. Somit erhalten wir

A(X) = /\/1 +Dup.
Q
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Definition 4.1.4 (Integration auf Hyperfliichen). Sei X: Q — R"*! eine C*-Hy-
perfliche und f: Q — R. Dann definieren wir

/fdA /f det(g;;) da,

falls das rechte Integral als Rlemann— oder Lebesgueintegral existiert.
dA, = \/det(g;;) de = dp
heifst das induzierte Fléchenelement.

Lemma 4.1.5. Die Integration auf Hyperflichen ist unabhdingig von der Parame-
trisierung. Insbesondere ist damit der Fliacheninhalt einer Hyperfliche unabhdingig
von der Parametrisierung definiert.

Beweis. Sei X = X o ¢ fiir einen C'-Diffeomorphismus ¢: Q) — Q. Dann folgt aus
dem Transformationssatz fiir Integrale mit z = ¢(y) und f: Q — R sowie

9ii(y) = g 0 W)k () e (y),

dass

/ fow(y)dAy(y)

/ £ o ply)y/det (37) (v) dy

- / Pl Jdet ((gu)(2) ek (o (@) ek (971 (@))) - vk

/f det (gij)(x dac—/fdA

Indem wir dle konstante Funktion mit dem Wert 1 integrieren, sehen wir, dass der

Flacheninhalt ebenfalls unabhéngig von der Parametrisierung ist. O
Definition 4.1.6. Sei X: Q — R"*! eine C?-Hyperfliche. Wir definieren den
mittleren Kriimmungsvektor H durch H := —Hwv.

Wir bemerken, dass H unabhéngig von der Wahl der Normalen v definiert ist,
da sich bei der Wahl von —v statt v auch das Vorzeichen von h;; &ndert. Bei einer
Sphére zeigt er nach innen.

Wir wiederholen ein Lemma aus der linearen Algebra, beweisen es hier aber
nur im zweidimensionalen Fall, den wir sehr explizit und daher einfach behandeln
kénnen. Im Anhang zu meinem Skript {iber voll nichtlineare partielle Differential-
gleichungen befindet sich ein Beweis in beliebigen Dimensionen.

Lemma 4.1.7.

(i) Es gilt
827» det(ar) = det(ar)a’’,
falls (a;;) invertierbar ist und (a'?) die Inverse ist, d.h. wenn a”a;; = 6},
gilt.
(i1) Sei (a;j(t)) differenzierbar von t abhingig mit inverser Matriz (a'(t)).
Dann gilt
d ij ik g
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Die Determinante ist ein Polynom in ihren Eintrégen und daher auch im Falle
nicht invertierbarer Matrizen differenzierbar.

Bewets.
(i) Wir zeigen die erste Behauptung nur fiir (2 x 2)-Matrizen. Es gilt

ain a2 _ agy  —aiz
a1 a2 det(a;;) \—a21 an

11 21
det(a, a a o a9 —ag1
et(ag;) - a2 22 =\ g .
12 a1

Differenziert man det(a;;) = ai1a22 — a12a21, so erhélt man gerade die
behaupteten Eintrége.

(ii) Die Inverse ldsst sich bis auf die Determinante als Faktor als Polynom in den
Eintragen der Matrix darstellen. Daraus folgt die Differenzierbarkeit der In-
versen und es bleibt, die behauptete Formel nachzuweisen. Gelte allgemein
AB = BA = 1. Dann erhilt man durch Differenzieren AB + AB = 0, also
AB = —AB oder B = —BAB. Wegen B = A~! folgt die Behauptung. [

Somit ist

4.2. Erste Variation des Flacheninhaltes.

Theorem 4.2.1 (Erste Variation des Flidcheninhaltes).
Sei X: Q x (—¢g9,e0) = R"™* von der Klasse C2.
(i) Sei X(-,0): Q — R" ! regulir,
(ii) A(X(-,0)) < oo und
(iii) gebe es eine kompakte Menge K C 2, so dass X(x,t) fir x € Q\ K von t
unabhdngig ist.

Dann gibt es ein e > 0, so dass X (-, t): Q — R fiir alle t € (—e,€) reguldr ist.
Mit & := X erhalten wir

ot
GAXC0) = [ (,2) a4,

firt e (—¢,¢).
® oder X heifit Variation von X(-,0).

Beweis. Da flir t =0

1£1f mf |[dX (z,t)(v)] >0

ist, gilt dies aus Stetigkeitsgriinden auch noch fiir kleine € > 0 und ¢ € (—¢,¢)
(Details: Ubung).
Nun gilt

d

—A(X(,t) = det(g; det(g; ij d

&A1) /ﬁveg] /zdm%)MWngx

/igij-2<X}i7Xj>\/det(gij)dx:/gij X,MXJ‘ dAg
Q

Q

Schreibe nun X (z,t) = ¢(z, t)v(z,t) + V¥ (x,t) X (2, ) fiir C'-Funktionen ¢ und
¥ mit rdumlich kompaktem Triger in Q. Wir erhalten

X =i+ ohP Xy + 0F Xy + 9P X

Mo 05.07.2021
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und hieraus mit partieller Integration

d iy .
TAX(. 1) = /g” (o Xi + VEXp + P X i, X ) dA,

Q

= / 97 oY grj + 97 0F gj + VT 97 (X ki, X;) dA,

OH + ¢! +9F¢" (X i, X;) d A,

_ <(I),ﬁ> + r(/}k'gij<X’ki,Xj> dAg —|—/ (881111/]1) R /det(gk:l)dx

Q

|
D O 0 ®

— (@, )+ 4" g7 (X 1, X;) dA,

det(
/ _detlgr) gM 2 (X i, X)) d
J det gkl)

- /<q> it) dA,

wie behauptet. O
Korollar 4.2.2. SeiY: Q — R"! eine Hyperfliche. Sei X eine Variation von 'Y,
d. h. wie in Theorem 4.2.1 mit X(-,0) =Y. Dann sind die Aussagen

(i) H(X(, 0)) =0 und

(ii) 4 A(X( ‘t o = 0 fiir alle solchen Variationen X
aquivalent.
Beweis. ,,—*: Klar nach Theorem 4.2.1.

,<=" Nehme an, das H # 0 gilt. Wihle lings X (-,0) ein C2-Vektorfeld V: Q —

R"*! mit kompaktem Trager und <ﬁ V> > 0, aber so, dass nicht iiberall Gleichheit

gilt. Setze X(z,t) := Y(z) + tV. Dann ist die erste Variation £.A(X(

Nli—y
negativ. Widerspruch. O

Wir wollen X ;; als Linearkombination des Normalenvektors  und der Tangen-
tialvektoren X; darstellen. Es gilt das folgende

Lemma 4.2.3. Sei X: Q — R™"! eine C%-Hyperfliche. Dann ist
Xij =T5 X, — hijv

mit Ffj = 29"(gu; + 9ji.i — giju). Setzt man
Xiij = X5 — T X,

so gilt die Gaufsche Formel

X5 = —hi;v.

)

Die Grofse X,;; wird uns noch als zweite kovariante Ableitung begegnen. Die
Ausdriicke Fk nennt man Christoffelsymbole.

Beweis. Die Gaufsche Formel folgt aus der ersten Behauptung direkt nach Defini-
tion.

Es ist klar, dass sich X ;; als eine solche Linearkombination darstellen lasst.
Der Faktor vor v stimmt aufgrund unserer Definition h;; := —(X ;;,v). Sei also
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X, ein beliebiger Tangentialvektor. Wir miissen daher noch nachweisen, dass das
Skalarprodukt der Gleichung mit X; auf beiden Seiten denselben Wert ergibt. Es
gilt nach Definition von Ffj

0 ;2<X7137Xl> <Xk7Xl>
=2(X 5, Xi) — 1 kr(gwu + Gjri = Gig,r) ki
:2<X1]7Xl> (gzlj + gjii — gij,l)
=2(X 35, Xa) — (X 55, Xo) = (X, Xg5) — (X 56, Xo) — (X, X o)
+ (X, Xj) + (X, X )
=0,
da partielle Ableitungen symmetrisch sind. O

Definition 4.2.4. Wir nennen eine Hyperfliche mit H = 0 oder, dquivalent dazu,
H =0, eine Minimalfléche.

Bemerkung 4.2.5. Aufgrund der Normalform fiir Hyperflichen gibt es fiir jeden
Punkt auf einer Minimalfliche ein x, so dass sich die Minimalflache iiber ihrer
Tangentialebene nach geeigneter Drehung lokal als graph u mit

1 1
ulz,y) = 3ro® = eyt +o (@ y)P)

darstellen lasst. Somit ist jeder Punkt einer Minimalfliche ein Sattelpunkt.

Bemerkung 4.2.6. Die Bezeichnung Minimalflache ist leicht irrefithrend, weil wir
gesehen haben, dass die erste Variation des Flacheninhalts einer Minimalflache ver-
schwindet. Dies besagt natiirlich nicht, dass eine Minimalfldche ein (lokales) Mini-
mum des Flacheninhalts ist.

Wir kénnen die Minimalflichengleichung H = 0 oder H = 0 mit Hilfe des fol-
genden Operators kurz darstellen.

Definition 4.2.7 (Laplace-Beltrami Operator). Sei (¢;;)i<i j<n eine Metrik auf
einer offenen Menge @ C R™ mit inverser Metrik (¢7), . i<n" (In einer solchen
Situation, in der wir gar nicht mehr auf die Immersion eingehen, von der die Metrik

herkommt, werden wir spéter auch von einer Riemannschen Metrik sprechen.) Dann
definieren wir den Laplace-Beltrami Operator A,: C?(2) — C°(£2) durch

1 0 )
T o (VA0 )

Lemma 4.2.8. Sei X € C? (Q,R”‘H) eine Hyperfliche mit Metrik g und Norma-
lenvektor v. Dann gilt

Agu =

AgX = ﬁ = gin;'Ljy
wobei wir AgX komponentenweise berechnen.

Beweis. Wir berechnen mit Lemma 4.2.3

A X = v/ det(
g /deit gkl 5‘:5’ ( gkl g a j )

B 1 1 det(gx:)
- V/det(grr) 5 V/det(grr)
— g% g (X g, X0) + (Xay X)) X + 97 X 45
MX i X097 X5 — 9% 9 (X ki, X0 X5 — g™ 9" (X, X i) X
+ 97 (—hyv + T Xy)

MUX iy X1) 9" X
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= — Hv — g™ g" (X 1i, X0) X; + 597 ¢ (9i1.5 + gj1.i — 9ij.0) X
=H — g% g (X 1, X)X

297" <<X,ij, Xo) + (X, X o) + (X jin Xo) + (X5, X i)

_|_

~(Xa, X;) = (Xi, X i) ) Xa

=H=_—-Hy= —gijhijV = gin:,ij‘ =
4.3. Beispiele.

Beispiele 4.3.1 (Helikoid, Katenoid und Scherkfliche). Das Helikoid, parametri-

siert durch
R? > (r,p) — (rcos @,rsinga,cp)T

)
das Katenoid, parametrisiert durch
R? 3 (r, ) ~ (coshr - cos o, coshr - sin g, )"
und die Scherkflache, als Graph von
(0,7)? > (x,y) — logsinz — logsiny
dargestellt, sind Minimalflachen.

Beweis. Wir werden mit unterschiedlichen Methoden nachrechnen, dass die ange-
bebenen Fldchen Minimalflachen sind.

(i) Helikoid: Wir erhalten
X, = (cos,sin p,0)7
X,rr = 07

X, =(—rsinp,rcos p, neT,

X pp = (—1cosp, —rsinp, O)T,

grr:L
grapzov
gsw:1+7‘2v
det g;; =1 + 72,
H=A,X
1 0 0
ey —— 1 QZJ%X
\/1—1-7“23%’( T A )
1 1 V1412
:72( 1+r2~1~Xr>+ 9 X,
Vit or Vit dp \ T+r
1 , cos

1
— sing | + —— X
V1+7r2y/1+7r2 0<p 14r270%%

cos 1 —7Cos
:m Sln(p +m —TSIH(p :0
0 0
Mo 12.07.2021 Somit ist das Helikoid eine Minimalflache.

(ii) Katenoid: Wir erinnern zunéchst an

1 .
coshz = 5(6’7 +e %),
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2

sinhz = %(egj —e ") = o coshz = ) sinh z
und
1+sinh?z =1+ i (e% -2+ e_%) = cosh® z.
Nun gilt
X = (coshr - cos @, coshr - sin p, )T,

X, = (sinh 7 cos ¢, sinh7sin g, 1)
X . = (coshr cos ¢, coshrsin ¢, 0)T |

X, = (—coshrsin g, coshr cos g, 0)7,
X oo =(—coshrcos g, —coshrsing, 0)7,
X ., = (—sinhrsin @, sinh r cos ¢, 0)T,

—
_ (9 Gre ) _ 1+ sinh®r 0 _ 12 1 0
g (grcp ggocp) ( 0 COSh2 r o8 " 0o 1)’

1 sinh r cos ¢ —coshrsingp
v=—————|sinhrsingp | x coshr cos
Normierung
1 0
1 —coshrcosg 1 —cosp
=———— | —coshrsing | = —sine |,
Normierung coshr

sinh r cosh r sinh r

(b hey\ (10
=G a)=60 %)

Somit gilt H = 0 und das Katenoid ist eine Minimalflache.
Da die Metrik ein Vielfaches der Euklidischen Metrik auf R? ist, ist das
Katenoid konform parametrisiert.
(iii) Scherkflidche: Es gilt

u = logsinx — logsin y,

Ccos T
Uy = — 5
sin
cosy
Uy = — —
Y siny’
—sinzsinx — cosx cosx 1
Uge = ) = 20
sin“ x sin“ x
Ugy =0,
1
Uyy = 5 »
sin“ y
@ Ugp U2 + Uyy U2 + Uy Uy
A Ui W U; zx Uy yy Yy zy Yy
U T Dy~ Yer T Uy — TH w2+ 2
+ |Dul +ui 4+ ui
2 2
_ Uz (1 + uy) + Uyy (1 + “z)
- 2 2 ’
1+ ug +uy
1 cos?y 1
uwz(1+u12/):_.2 I+ — =TT 2
sin“ x sin“ y sin“ zsin” y

Aufgrund der Symmetrie erhalten wir Au — fﬁg:ljg = 0 und somit H = 0.

Somit ist auch die Scherkflache eine Minimalflache. O
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Bemerkung 4.3.2.

(i) Minimalflachen gehoren zu den differentialgeometrischen Themen, die schon
seit sehr langer Zeit untersucht werden. Leonhard Euler beschreibt 1744 als
erste Minimalfliche nach der Ebene das Katenoid, Jean Baptiste Meus-
nier 1776 das Helikoid und Heinrich Scherk beschreibt 1834 die nach ihm
benannte Fléche.

(ii) Mit Hilfe von Funktionentheorie kann man Minimalflichen darstellen: Wei-
erstrakdarstellung.

(iii) Helikoid und Katenoid lassen sich ineinander deformieren: Ein Filmchen
dazu gibt es auf Wikipedia [16].

(iv) Stellt man Kopien der Scherkfliche auf die schwarzen Felder eines unend-
lichen Schachbrettes, so erhédlt man eine Fliche, die sich periodisch wie-
derholt und nirgends aufhért. Solche Hyperflichen werden wir spéter als
vollstandig bezeichnen.

(v) Sei © C R™ offen und beschrinkt mit glattem Rand. Sei ¢: R” — R glatt.
Suchen wir nun eine Hyperflache, die iiber €2 als graphu gegeben ist, die
Minimalflache ist und iiber 9 mit graph ¢ {ibereinstimmt, so miissen wir
dazu die folgende partielle Differentialgleichung mit Randwerten lsen:

v[—— ) =0 mo,
V14 |Dul?
U= auf 0f).

Dies ist fiir beliebige glatte Funktionen ¢ mdglich, falls 02 iiberall nicht-
negative mittlere Krimmung hat, jedoch komplizierter.

5. KURZEINFUHRUNG MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS

Wir beschréanken uns hier auf den Fall von Hyperflachen im Euklidischen.
Statt vom mittleren Kriimmungsfluss sollte man - in unserem Fall - genauer vom
Fluss von Hyperflachen entlang ihrer mittleren Kriimmung reden.

5.1. Die Flussgleichung. Wir setzen hier den Startzeitpunkt stets auf ¢t = 0.
Die Definitionen und Resultat lassen sich aber direkt auf andere Startzeitpunkte
iibertragen.

Definition 5.1.1 (Lokale Definition). Sei Q C R™ offen. Sei T' > 0. Dann erfiillt die
Abbildung X : 2x[0,7) — R"*! den mittleren Kriimmungsfluss (lokal), falls X (-, ¢)
fiir alle t € [0,7T) eine immersierte C2-Hyperfliiche ist, X nach ¢ differenzierbar ist
und fiir alle (z,t) € Q x [0,T) die Gleichung

X = —Hv
erfiillt ist.

Spéter ersetzt man in der folgenden Definition die Untermannigfaltigkeit durch
eine abstrakte Mannigfaltigkeit.

Definition 5.1.2 (Globale Definition). Sei M™ C R"** eine C2-Untermannigfal-
tigkeit. Sei 7' > 0. Dann erfiillt X : M x [0,T) — R"*! den mittleren Kriimmungs-
fluss, falls es fiir jeden Punkt p € M eine lokale Parametrisierung ®: Q — Rk
von M um p gibt, so dass die Abbildung
Xg =X o (® xid): Qx [0,T) — R",
(z,t) = X(®(),1)

den mittleren Krimmungsfluss lokal erfiillt. Wir sagen auch, dass dann die Familie
(M)iefo,ry mit My = X (M, t) den mittleren Kriimmungsfluss erfiillt.
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Beispiel 5.1.3 (Sphéren). Sei M = S” C R"™!. Sei R > 0. Dann ist X: M x
[07 g—;) — R mit X(p,t) := p- VR2 - 2nt eine Losung des mittleren Kriim-
mungsflusses.

Auf diese Losung kommt man, indem man den Ansatz X (p,t) := p- f(t) macht.

Hieraus erhélt man \;(t) = ﬁ, H= ﬁ, X = pf(t) und v(p,t)
!

. . n
pf(t)=X=—-Hv=——=p
v 0
gelten. Dies ist fiir f (t) = —% der Fall und die Losung dieser gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung mit Anfangswert f(0) = R ist durch f(t) = v R? — 2nt gegeben.
Wir lassen es als Ubung, die Definition des mittleren Kriimmungsflusses auch
formal zu {iberpriifen.

p. Also sollte

Bemerkung 5.1.4.

(i) Minimalflachen sind stationédre (= zeitunabhéngige) Losungen des mittle-
ren Kriimmungsflusses. Zylinder der Form S¥ x R"~* schrumpfen &hnlich
wie Sphiren. Sie konvergieren in endlicher Zeit gegen {Ogk+1} x R"F. Die
grim reaper Losung ist als Graph von u(x,t) = —logcosx + t, (x,t) €
(fg, g) x R, gegeben. Weitere explizite Beispiele sind die Haarnadel- oder
Biiroklammerldsung (haar pin, paper clip). Details: Ubung.

(ii) Fiir weitere Losungen muss man - soweit ich weif - zumindest eine ge-
wohnliche Differentialgleichung 16sen (siehe beispielsweise meine Vorlesung
iiber Gewdhnliche Differentialgleichungen mit geometrischen Anwendun-
gen). Sind die Losungen nicht symmetrisch, muss man eine quasilineare
partielle Differentialgleichung lésen (siehe beispielsweise meine Vorlesung
iber den Graphischen mittleren Kiimmungsfluss).

(i) Beim mittleren Kriimmungsfluss untersucht man héufig die Existenz von
Lésungen und ihr Verhalten. Klassische Resultate von etwa 1985-1995 sind:
Konvexe Hyperflichen konvergieren gegen runde Punkte, d. h. gegen einen
Punkt und nach geeignetem Reskalieren gegen eine runde Sphére (G. Huis-
ken, [6]). Eingebettete S'-en bleiben eingebettet, werden in endlicher Zeit
konvex und konvergieren dann auch gegen einen runden Punkt (M. Gage,
R. Hamilton; M. Grayson [3, 4]). Graphische Hyperflidchen existieren fiir alle
Zeit und konvergieren gegen homothetisch expandierende Losungen, wenn
sie anfangs asymptotisch zu einem Kegel sind (K. Ecker, G. Huisken, [2]).

(iv) Ein grofes Ziel ist es, mit Hilfe des mittleren Kriimmungsflusses alle (kom-
pakten) Hyperflichen in geeigneter Weise zu klassifizieren. Der mittlere
Krimmungsfluss wird auch hier in der Arbeitsgruppe untersucht.

5.2. Mittlerer Kriimmungsfluss als geometrische Evolutionsgleichung.
Der mittlere Kriimmungsfluss ist eine geometrische Evolutionsgleichung, d.h. das
Bild M; := X(M,t) héngt nicht von der konkreten Parametrisierung ab und ist
unter Euklidischen Bewegungen des umgebenden Raumes invariant. Da es héu-
fig nur auf das Bild M; ankommt, kann man auch Lésungen von <%X7 vy =—-H
untersuchen. Diese sind nicht eindeutig bestimmt, da man sie mit Hilfe von Diffeo-
morphismen wie im folgenden Theorem angegeben abdndern kann.

Theorem 5.2.1. Sei X: Q x [0,7) — R"! eine lokale Lisung des mittleren
Kriimmungsflusses %X = —Hv oder eine Lisung, deren Normalengeschwindig-
keit gerade die mittlere Kriimmung ist: <%X7 vy = —H. Sei R € O(n + 1) eine
orthogonale Abbildung und : Q x [0,T) — Q glatt, so dass (-, t): Q@ — Q fiir
allet € [0,T) ein Diffeomorphismus ist. Dann ist die Normalengeschwindigkeit von
X(x,t) := RX(¢(x,t),t), in Koordinaten X°(z,t) = R%X’B(’l/}(x,t),t)7 gerade die
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d ~ ~
—X.v)=—H.
<dt >

Weiterhin gilt H(x,t) = H(¢(x,t),t).

mittlere Kriimmung:

Den Diffeomorphismus v kann man verwenden, um die Hyperflichen anders
zu parametrisieren. Man kann zeigen, dass dies gerade einer anderen Wahl einer
Parametrisierung in der globalen Definition entspricht. Daher kann man nicht mehr
erwarten, dass die Tangentialgeschwindigkeit verschwindet, wenn wir v verwenden.
Die Bilder von X und X o stimmen aber iiberein. Daher passiert in beiden Féllen
geometrisch das Gleiche.

Da sdmtliche Rechnungen im Beweis lokal sind, gilt dies auch, wenn die Mengen
Q und Q von der Zeit abhingen.

Beweis. Grofen zu X bezeichnen wir mit o, H, Gijiy -+
Es gilt

d -

—X*=R3

dt s

9
ot
X¢ =RGX]0F,

X% =REX{yf + REX it

X 4+ RYXJ,

Wahlen wir 0% = Rg‘uﬁ, also 7 = Rv, so ist dies eine Normale an die Fléiche X , da
(Rv,Rv) = (,v) = 1 und <Ry, (R;;X,fﬁ)) = (1, X))k = 0 firalle 1 < i < n
gelten. Wir erhalten

a7 ) ot
= — Hv“,51° + WX{"(SQ(;I/‘S
= —H+0.

d d y
< X y> == X°Ri63,R]v’ + ' X{RE6p, RV

H(z,t) = H(y(x,t),t) haben wir bereits in Lemma 3.3.5 gesehen. Um beide Teile
des Beweises beieinander zu haben, wiederholen wir dies hier nochmals. Es gilt

Gij = X00ap X = VFX] RO00s R X[ = YEX] 0,5 X0, = oF gt

hig = = (K5 0) = 0l X RYOar RIV® — 0F0! X5 RG60y RV
= — Ul X050 + 0F (~X 8" ) 0 = 0+ wFhyyl.
1) ist ein Diffeomorphismus. Also ist (wjz) 1<ij<n eine invertierbare Matrix und die

Eigenwerte von h;; beziiglich g;; und von h;; beziiglich g;; stimmen iiberein: Sei
namlich £ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, d. h. gelte

Agii& = hi€&
und ¢ # 0. Dann folgt fiir £ := WLeF mit (-, 1) := (Y(-, 1))
Agra&! = Mphgig] WhE™ = Mohgi €™ = Vihii€ = Yihif UL, = hx€'.

Andersherum argumentiert man analog. Somit folgt H(x,t) = H(i(z,t),t) und
damit die Behauptung. O

Ubung 5.2.2. Finde Lésungen von <%X, V> = —H und %X = —Huv fiir den Fall,
dass My ein Zylinder ist, dass also My = (R . Sk) x R"* fiir ein R > 0 gilt und
iiberpriife die Definition des mittleren Kriimmungsflusses explizit.
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5.3. Graphische Kriimmungsfliisse.

Bemerkung 5.3.1.

(i) Die Resultate dieses Abschnittes gelten mit Modifikationen bei den Defini-
tionsmengen auch fiir Graphen, die nicht {iber ganz R™ definiert sind.

(ii) Sei in diesem Abschnitt F eine beliebige Normalengeschwindigkeit, also
z.B. F = H, F = K oder F = |A|?. Es sind aber auch Funktionen moglich,
die beispielsweise zusétzlich von X (z,t) oder v abhéngen.

(iii) Naiv konnte man denken, dass wir durch Betrachten der (n + 1)-sten Kom-

dy _ _ . . . I F .
ponente von 7 X Fv die Evolutionsgleichung Wi erhielten.

Dabei haben wir jedoch nicht beriicksichtigt, dass sich dabei auch der Punkt
x zeitlich dndern kann. Vergleiche dies auch mit einer Ebene, die sich mit
konstanter Normalengeschwindigkeit bewegt.
(iv) Bei der Umkehrung kann man nicht erwarten, die Evolutionsgleichung

d

—X=-Fv

dt
zu erhalten, da Diffeomorphismen wie in Theorem 10.2.1 den Tangential-
anteil von %X andern kdénnen.

Lemma 5.3.2. Sei (M)o<i<T eine Lisung von %X =—Fv. Seiu: R"x[0,T) —
R eine glatte oder C%'-Funktion mit

M, = graphu(-?)
fiir alle t € [0,T). Dann erfillt u die Gleichung

i=+/1+ |Duf®-F,

im Falle von F = H also

Vu
i=/T+ [Duf?-div [ ——m—e— |,
[Dul <\ /1+ |Du|2>

in R™ x [0,T).

Umgekehrt sei u eine Losung von @ = /1 + |Du|?- F. Dann gilt <%H, v)y=—F
fiir X(z,t) = (z,u(z,t))", jedoch im allgemeinen nicht & H = —Fu.

Im Falle F = H, K oder |A|?> handelt es sich um eine partielle Differentialglei-
chung.

Beweis. Sei X auf R™ x [0,T) definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in R™
mit & Wir bezeichnen weiterhin die orthogonale Projektion von X(&,t) auf die
Hyperebene R™ = R"™ x {0} mit x(§,¢). Dann gilt

X(&,1) = (w(8, 1), u(x(&, 1), )"
Aus der Evolutionsgleichung folgt

d

. —ul, L —un, )T
%X:(x',uidcl—l—u)T:—Fu:F( U l)

V14 |Dul?
ou ou

Dabei benutzen wir @ = % und u; = 55. Durch Komponentenvergleich erhalten
wir

—Fy!

V1+ [Du?’

-0
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, F y F F|Dul?
U= —————— — &' = + =+/14|Dul?- F.
V14 |Dul? V1+[Du2 /14 [Duf? D

Bis hier gelten die Rechnungen auch fiir andere Normalengeschwindigkeiten als H.
Die Formel fiir H im graphischen Fall haben wir bereits oben in Lemma 3.3.6
hergeleitet. Somit folgt die Behauptung.

Zur Umkehrung der Aussage: Definiere X (z,t) = (x,u(x,t))7 fiir eine Funktion

w mit & = /1 + |Dul? - F. Dann gilt
d T
X = (0,\/1+|Du|2~F) ,

(V’LL, _1)T

1+ [Duf?’

d
<th,V> = —F

Ist Du # 0, so kann %X = —Fv nicht gelten. O

Eine bessere Umkehrung betrachten wir spéter.

6. KURVEN IM R"
6.1. Kurven, Bogenlinge und Umparametrisierung.

Definition 6.1.1.
(i) Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung o € C* (I,R"), k € NU {0}
{0,1,2,...} U{co}, heikt parametrisierte Kurve der Klasse C* im R".
(i) Eine C'-Kurve a heift reguliir, falls o/(t) # 0 fiir alle t € I gilt.
(iii) Eine C*-Kurve a: [a,b] — R™ heifit C*-geschlossen, falls

a(l)(a) — a(l)(b)

fiir alle 0 <[ < k gilt.

(iv) Eine Kurve o heiRt stiickweise von der Klasse C*, k € NU {00}, falls es ein
N eNunda; € R,0 <4 <N, mit [ = [ap,an] und af | € CF fiir
alle 0 <7 < N —1 gibt.

(v) Ist a: [0,27] — R™ eine C*-geschlossene Kurve, so stellen wir die Kurve
auch als Abbildung

Qg Q41

a: St >R,
e i a(p)
mit ¢ € [0, 2] dar.
(vi) Ist a: I — R™ eine C*-Kurve, so heiRt

W)
) = @)

(normierter) Tangentialvektor in x € I an die Kurve a.

Definition 6.1.2 (Bogenlinge). Sei a: [a,b] — R™ eine stiickweise Cl-Kurve.
Dann ist

b
L(a) ::/|o/(t)|dt

die Bogenldange der Kurve a, wobei die Integration jeweils einzeln {iber Intervalle,
auf denen « von der Klasse C! ist, ausgefiihrt wird.
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Definition 6.1.3. Seien «;: I; — R", i = 1,2, parametrisierte Kurven. Dann heiftt
as Umparametrisierung von oy, falls es eine Bijektion ¢ € C*(Iy, I1) mit ¢ (t) # 0
fiir alle ¢ € I (also einen Diffeomorphismus) gibt, so dass
Qg =Q10Q
gilt.
© heifit Parametertransformation. Sie heifit richtungstreu, falls ¢’ > 0 gilt und
richtungsumkehrend, wenn ¢’ < 0 gilt.

Zur Umparametrisierung von Kurven der Klasse C* verwenden wir Parameter-
transformationen der Klasse C*.

Lemma 6.1.4. Auf der Menge aller parametrisierten Kurven in R™ ist ~ mat
a ~ B, falls 8 eine Umparametrisierung von « ist, eine Aquivalenzrelation.

Beweisidee. Beachte dazu insbesondere, dass die Inverse einer Parametertranforma-
tion wieder eine Parametertransformation ist und dass die Verkniipfung von zwei
Parametertransformationen (bei geeigneten Definitionsbereichen) ebenfalls eine Pa-
rametertransformation ist. O

Lemma 6.1.5. Sei as eine Umparametrisierung von o, as = aq 0 @.
(i) Dann gilt L(cy) = L(ag).
(i) Der normierte Tangentialvektor I%é\ ist bei einer orientierungserhaltenden
Parametertransformation invariant, d. h. es gilt
oy o

lag] o]

e] (p,
(iii) Ist oy reguldr, so auch as.

Beweis.
(i) Sei a; auf I, = [a;, b;] definiert. Dann erhalten wir mit Hilfe der Transfor-
mationsformel fiir Integrale

bQ bg bl
Las) = [ lay®]dt = [ et o)l o0l dt = [ i (r)]dr = L(an),
az az ai
Ist ¢’ < 0, so wird der Faktor |“0:| = —1 aufgrund der Integraltransforma-

tion durch Vertauschen der Integrationsgrenzen wieder kompensiert.
(ii) Es gilt

ah(t) _ draale®) _ aile(t) L)
s [Faa(e®)]  lerle®) "B
(iii) Dies folgt ebenfalls aus der Kettenregel o (p(t)) = o (p(t)) - ¢'(1). O

Definition 6.1.6. Eine C'-Kurve a: I — R™ heift nach der Bogenlidnge parame-
trisiert, falls [o/(¢)| = 1 fiir alle ¢ € I gilt.

Bemerkung 6.1.7. Ist a: [a,b] — R™ nach der Bogenléinge parametrisiert, so folgt
L(a) =b—a.

Theorem 6.1.8. Sei a: I — R" eine requlire C*-Kurve, k > 1. Dann gibt es eine
(orientierungserhaltende) Parametertransformation ¢ € C*(J,I), so dass a o ¢
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Definiere die Bogenldngenfunktion o: I — R fiir ein ty € I durch

o(t) = j o/ (7)| dr
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und setze J := o (I). Wegen o’(t) = |o/(t)| > 0 ist o € C*(I,J) invertierbar. Setze
©(s) := o~Y(s). Wir erhalten aus ¢(c(7)) = 7 zunichst ¢'(o(7))o’(7) = 1 und
O'(s) = m. Somit gilt

d

Z50P(®)| =l (p(s))] - s =1

und wir erhalten die Behauptung.
Es ist {iblich, s als Parameter fiir eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve
zu verwenden. (]

Bemerkung 6.1.9. Sind «;, i = 1,2, beide nach der Bogenldnge parametrisiert
und gelte as(t) = a1(p(t)), dann folgt

1= ay(t)] = ler(e®)] - [¢" (D) = ' ()]

und daher ist p(t) = tg &+ ¢t. Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ist also bis
auf eine Isometrie von R eindeutig bestimmt.

6.2. Die isoperimetrische Ungleichung.

Theorem 6.2.1 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? beschrinkt und sei
OG das Bild einer nach der Bogenlinge parametrisierten stiickweisen C'-Kurve
o [0,L] - R? mit a(0) = a(L), so dass alj,r) injektiv ist. Sei A := |G| der
Fldcheninhalt von G und L die (Bogen-)Ldnge von a. Dann gilt
Loy
A< 47TL
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn G ein Ball ist.

Lemma 6.2.2. Sei G C R? beschrinkt und sei OG das Bild einer stickweisen
C'-Kurve o : [0,a] — R%. Sei g q) injektiv und gelte a(0) = a(a). Sei a(t) =

(z(t),y(t)T. Dann gilt |G| = Ofx(t)y’(t) dt.

Beweis. Sei v die duftere Normale an G. Nehme an, dass G links der Kurve liegt und
dass diese nach der Bogenléinge parametrisiert ist. Dann sind T = o/ = (2, y")T
und v = (y/, —2’)T. Nach dem Divergenzsatz gilt

2\G|:/2:/div(x,y)T:/<u, (x,y)T>:/a(xy’—ya:’)(s)ds.
G G oG 0

Da « eine geschlossene Kurve ist, sehen wir mit partieller Integration, dass beide
Summanden denselben Beitrag liefern. Aufgrund der Integraltranformationsformel
gilt die Behauptung auch, wenn « nicht nach der Bogenldnge parametrisiert ist. [

Beweis von 6.2.1. Sei z(t) ohne Einschrinkung in ¢ = 0 minimal und in ¢ = ¢
maximal. Sei (z(t),7(t)) eine nicht notwendigerweise injektive Parametrisierung
eines Kreises vom Radius r, ohne Einschrénkung 9B,(0), der nach orthogonaler
Projektion auf die z-Achse dasselbe Bild wie die Kurve « hat. Es gilt

L L /
A+7Tr2:/my’—gw’dt:/<<§>,<_yx,>>dt
0 0

L
(62,1 <[ VFrE - JErsa-ir
0 =r, da (z,5)€0B.,(0) =la’|=1
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Somit ist
(6.2.2) WA N2 < A+ 712 < Lr

und die isoperimetrische Ungleichung folgt.

Gilt iiberall Gleichheit, so folgt aus der ersten Ungleichung in (6.2.2) A = 7r?.
Der Radius r hangt damit insbesondere nicht von der Richtung ab, in die wir
die Kurve projizieren. Aus (6.2.1) folgt (xy’ — ya')? = (2% + 32)(z + y'?), also
auch (direktes Ausmultiplizieren oder: drehe einen Vektor um 90° und benutze die
Orthogonalitit) (zz’ + yy')? = 0. Aus dieser Gleichung folgen die ersten beiden

Gleichheitszeichen in
- /2 2
TV _ g NIV g,

y/ x! T2 + y/2
(Falls ¢ = 0 ist, folgt = 0 und die néchste Gleichung gilt trotzdem.) Also gilt z =
+ry’. Da r unabhingig von Drehungen des Koordinatensystems ist, folgt ebenso

y = Fra’. Also ist 22 + y? = r?(2/? + y'?) = r2. Die Kurve o durchliuft also einen
Kreis. U

7. KROMMUNG VON KURVEN
7.1. Definition der Kriimmung von Kurven in der Ebene.

Bemerkung 7.1.1. Wir setzen

R 0 -1 2%2
r= (0 ) eree

Es gilt J?2 = —1 und (Jv,w) = det(v, w) fiir alle v, w € R2.
Identifizieren wir einen Vektor z = Z mit z := a + b C C, so ist beziiglich
dieser Identifizierung Jz = iz.

Beweis. Einfaches direktes Nachrechnen. O

Definition 7.1.2.
(i) Sei a € C* (I RQ), k > 1, reguldr. Definiere den Tangentialvektor von «

durch 7(t) := \Z:EQI und die (Einheits-)Normale v an a durch v(t) := Jr(t).

(i) Sei a € C? (I , RQ) nach der Bogenlinge parametrisiert und damit automa-
tisch reguldr. Dann definieren wir die (orientierte) Kriimmung x: I — R
von « durch

k(s) = (o (s),v(s))-
(iii) Ist v nicht nach der Bogenlénge parametrisiert, so definieren wir die Kriim-

mung von « durch

. —1
Ko = Kaop O @

wobei ¢ eine orientierungserhaltende C?-Parametertransformation ist, so
dass a o ¢ nach der Bogenlénge parametrisiert ist.

Bemerkung 7.1.3.
(i) Es gilt v € C*~1 (I,R?).

(ii) Der Vektor v senkrecht auf 7: (7(t),v(t)) = 0.

(iii) Die Vektoren 7(t),v(t) bilden ein positiv orientiertes (normiertes) 2-Bein
langs a, d.h. es gelten |7(¢)| = 1, |v(¢)| = 1 und det(7(t), v(t)) = 1. Weiter-
hin ist 7(¢) ein positives Vielfaches von o/(t). Diese Eigenschaften definieren
7(t), v(t) bereits eindeutig.

(iv) Den Beweis, dass die Kriimmung einer nicht nach der Bogenlédnge parame-
trisierten Kurve wohldefiniert ist, lassen wir als Ubungsaufgabe.
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Lemma 7.1.4. Sei a: I — R? eine regulire C?-Kurve. Dann gilt

_ det(/(t), " (t))
"= R

Ist « ein Graph, also von der Form a(x) = <u(xx)) mit u € C%(I,R), so gilt

U//(.'E) .
(1+ (uw(2))2)*?

Beweis. Sei a o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert und gelte ¢’ > 0. Wir leiten
zunéchst Formeln fiir die Ableitungen von ¢ her:

r(x) =

L=|(ao ) (s)| = |a'|p@)| - ¢'(5),

, _ 1
?) = e
sy = — L L (), e (pls)) - 0 (5))
i (eGP 2 Tl (e(s)] ’
1

I
|
~—
~
=~
Q
~
—
S
—~
w
~—~
~—
Q
~
N
—
S
—~
V)
~
~
~

~ (o) (¢ (¢ 0))? - PO g (7 0)

P
= ) = (00 7 0) 7 0. 70

_ det(74(t), & (t)) _ det(a/(t), " (1))
o/ (¢)[? lo/(8)?

Im graphischen Fall erhalten wir aus a(z) = (ué)) fiir die Ableitungen o/(x) =

(u,%x)> und o (z) = <U,,(2x)>. Mit [o ()] = /1 + (u/(2))? folgt die Behauptuné

Bemerkung 7.1.5. Sei a € C? (I, R2) nach der Bogenldnge parametrisiert. Sei

So € j’ = int I. Definiere die beiden Halbebenen

Et={ze R?: (z — a(sg), v(s0)) > 0}
und

E™ = {z eR*: (z — a(s),v(s0)) <0} .

Setze h(s) := {a(s)—a(sg), v(s0)). Dann sind h(s) > 0 und a(s) € ET sowie h(s) <
0 und «a(s) € E~ jeweils dquivalent. Es gilt h(sg) = 0, h'(so) = (& (s0),v(s0)) =0
und 2 (sg) = (' (s0), (s0)) = K(s0). Nach Taylor erhalten wir h(s) = r(so)(s —
50)2+o0(|s—s0/?). Somit erhalten wir im Falle x(sqg) > 0, dass a(s) € E7 fiir s # sg
nahe bei sg gilt (Linkskurve). Eine entsprechende Aussage gilt fiir x(sp) < 0 und
a(s) e E.

Lemma 7.1.6. Sei F(z) = Sz+a mit S € O(2) und a € R? eine starre Bewegung.
Sei o € C? (I, RQ) nach der Bogenldinge parametrisiert. Setze & := F o a. Dann
gelten

7=81, v=detS-Sv, wund K=detS k.
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Beweis. Wegen |&/| = |[S¢/| = |o/| = 1 ist & ebenfalls nach der Bogenlénge parame-
trisiert. Es gilt 7 = ‘Sdofi = Sa/ = S7. Weiterhin gilt (&', Sv) = (So/, Sv) = (o/, V) =
0, |Sv| = |v| = 1sowie det(&/, Sv) = det(Sa’, Sv) = det S-det(a’,v) = det S. Somit
ist 7 = det S - Sv die gesuchte Normale liangs F' o o.. Schlieflich gilt

k= (a",v)=detS-(Sa",Sv) =det S - k. O

Das nachfolgende Lemma erklart die geometrische Bedeutung der Kriimmung
einer Kurve.

Lemma 7.1.7 (Schmiegekreis). Sei a € C? (I,RQ) requldr, ohne Einschrinkung
nach Lemma 7.1.6 und Umparametrisierung (Satz iber implizite Funktionen) lokal

sogar von der Form a(x) = Y ). Seizo €int 1.

u(z)
(i) Ist k(xo) = 0, so ist « bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu der Geraden
_ T ; _ _ )2
90 = (a0) + (o) sy ) P53 i) =) = offa—20f?)
oder |u(z) — (u(wg) + (x — x0) - v (w0))| = o(|z — 0/?).
(ii) Ist k(xg) # 0, so ist a bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu einem
. . . 1 1 —U/ .
Kreis 8 mit Mittelpunkt (xo, u(xo)) —I—WW ( 1 > (zo) und Radius

10)‘ , d. h. es gelten in Graphendarstellung

el
mat
1 (o) i
= —sign(k(x rT—Z =
h(z) = — sign(x(zo)) w(70)? o+ w(o) - /1 + (u'(20))?

+ u(zo) + !
K(z0) - /1 + (v (20))?
und
() — B(x)| = of|x — xo|?)
oder

u(z) — h(z)| = o(|z — zol?).
Sind oo @ und B o) nach orientierungserhaltenden Parametertransformationen ¢
bzw. ¥ nach der Bogenlinge parametrisiert und ist ¢(sg) = xo = ¥ (sg), so gilt
ebenfalls |a 0 o(s) — B0 (s)] = ol|s — sol?).

Bewets.
(i) Folgt direkt nach Taylor.
(ii) Es gilt mit x(z) = W
sign k(o) (v (20))? 1
h(z) = — 80 rTo) Jy AT oy
)=~ taol] \/ T W@ 0 ) VAT )
= G0
=u(xp),

W(z) = - ;Sign(ﬁ(m))\ﬁ (m T ) u,izi)w'(xo))) ’
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oy S i)
o k(7o) - /1 + (v (0))?
= |K(zo)] - sign(k(zo)) /1 + (v'(20))? -
=kr(zo)

= ul(x0)7

2
" _ sign(k(zo)) u'(z0) sign(k(zo))
S W <m<xo>- 1+(u'($0))2> ’

k(o) - /1 + (u/(20))?

= sign(k(zo)) - |k (z0)|? - W (zo))2)> 2 - u'(z0) i
gn(k(xo)) - [K(wo)* - (1 + (' (20))?) (ﬂ(%). u’(xo))2>

+ sign(k(xo)) - [K(zo)| - V1 + (u'(20))?
= r(z0) - (1 + (' (20))2)** = u(x0).
Die Behauptung folgt nun ebenfalls nach Taylor.
Wir halten fest, dass a(xg) = S(z0), &' (z0) = B’ (z¢) und o’ (z9) = " (x0) gelten.
Bs gilt 1 = |( 0 0)/(s)] = |o(2(s)] - ¢/(5) = [#'((5))] - ¢/(5) und daher insbe-
sondere ¢'(sg) = ¥’ (sg). Nochmaliges Differenzieren liefert
<a/(90(8))’ a//(@(s)» / 2 / "
0= . .
P 6+ 1o (o) ()

Da aber a(xg) = S(z0), &' (x0) = B'(x0) # 0 und o’ (zg) = " (x0) gelten, folgt
auch ¢”(sg) = 9" (sp). Somit folgt auch die letzte Behauptung mit Taylor. O

Lemma 7.1.8. Seia € C? (I,Rz) nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann gel-
ten fir 7 = o und v = Jr die Gleichungen

/
T =KV,

!
vV = — KT

0= 00

oder

Beweis. Aus (7(s),7(s)) = 1 folgt durch Differenzieren 0 = 2(r(s),7'(s)). Damit
und nach Definition der Kriimmung (k(s) = (a'(s),v)) sowie 7(s) = o/(s) folgt
die erste Gleichheit. Differenzieren von 0 = (7, v) liefert x = (7', v) = —(7,v'). Aus
|v] =1 folgt wie oben, dass (v/,v) = 0 gilt. Die Behauptung folgt. O

7.2. Kriimmung von Raumkurven.

Definition 7.2.1. Sei o € C?(I,R") nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann
definieren wir die Kriimmung x(s) € [0, 00) von « im Punkt s durch

k(s) := | (s)].
Beispiele 7.2.2.
(i) Die Kurve a(s) = (cos £,sin 2), r > 0, ist ein nach der Bogenliinge para-
metrisierter Kreis. Es gilt
1
k(s) = -
fiir alle s.

(ii) Eine Gerade a(s) = zo + s - e mit g € R” und e € S"~! hat iiberall die
Kriimmung Null.
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(iii) Seien r,a € R und L > 0 noch zu wihlen. Dann ist die Schraubenlinie

(1) = Lorsin L ot
a(t) = |reos 7,rsing,ay

wegen |a/(t)| = Vr? + a2+ genau fiir L = Vr? + a2 nach der Bogenlinge
parametrisiert. Somit ist

T

724 a2

k(t)

fir alle ¢.

Definition 7.2.3. Sei o € C' (I,R") reguléir. Eine Familie (v;)1<;<, von Funk-
tionen v; € C° (I, R™) heift ein lings a begleitendes n-Bein, falls
o' (t)
vy (t) = und  (v;(t),v;(t)) = d;;
|’ (2)] ! !

fir alle 1 < 14,5 <n und alle t € I gelten.

Man vergleiche das folgende Resultat mit dem Satz der Linearen Algebra, dass
jede differenzierbare Familie A(t) orthogonaler Matrizen mit A(0) = 1 eine schief-
symmetrische Ableitung A(0) besitzt.

Lemma 7.2.4. Seien v; € C1 (I,R"), 1 < i < n, und ty € I beliebig. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) (vi(t),v;(t)) = di; fiir allet € I und alle 1 <i,j <n.
(ii) Es gibt eine t-abhingige Matriz A = (a;;) € C° (I,R™*") mit A = —AT,
also a;j(t) = —aji(t) fir alle 1 <i,j <n, und es gilt

n
’U; = Zaijvj f’IIT 1 S ) S n  und <1}i(t0),’l}j(t0)> = (Sij.
Jj=1

Beweis.
»(1) = (ii)*: Da die Vektoren v; eine Orthonormalbasis bilden, lésst sich jeder

n
Vektor (und damit insbesondere auch v}) hiermit darstellen. Es gilt v, = >~ a;;v;
j=1
mit a;; = (v}, v;). Wir erhalten
aji = (v, vi) = (v5,v:)’ —(vj, v}) = —ai;.
——
=0

»(il) = (i)*: Definiere g;; := (v;, v;). Dann gelten g;;(t9) = J;; und
J j J J

n n
ggj - <U£”Uj> + <Ui”U;> = <Zaikvk7’u]’> + <Ui7za’jkvk>
k=1 k=1
n n
= Zaikgkj + Zajkgik.
k=1 k=1

Damit 16sen die Funktionen (9ij)1§i,j§n ein lineares System von n? gewdhnlichen
Differentialgleichungen. Da a;; schiefsymmetrisch ist, 16st d;; dieses System eben-
falls,

n n
/
E aikékj + E ajkéik =a;; + a5, = 0= 51]
k=1 k=1

Der Eindeutigkeitssatz fiir gewhnliche Differentialgleichungen liefert nun g;;(t) =
(Si]‘. U
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Definition 7.2.5. Sei a € C? (I,R?) eine nach der Bogenlinge parametrisier-
te Kurve mit k(s) # 0 fir alle s € I. Dann heiflt « Frenetkurve. T, N, B mit
T,N,B: I — S? C R? heifit Frenet-Dreibein zu o und ist durch

T :=ca' (Tangentenvektor),
1

N = o7 (Hauptnormalenvektor)
a
und
T! Nt T?N3 —T2N?
B:=TxN=|T?|x|N?| =|T3N!-T'N3 (Binormalenvektor)
T3 N3 TN? — T2N!

definiert. Dabei heifit , x*“: R3 x R? — R3 mit der angegebenen Definition Kreuz-
produkt. Wir definieren die Torsion von «a, 7: I — R, durch

7(s) := (N'(s), B(s))-

Lemma 7.2.6 (Frenetgleichungen). Sei v € C® (I,R?) eine (nach der Bogenlinge
parametrisierte) Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T, N, B. Dann gilt

T  =kN,
N = —kT + 7B,
B'=—-7N
oder
T 0 K 0 T
Nl l=|l-x 0 71 N
B’ 0 -7 0 B

Beweis. Nach Lemma 7.2.4 wissen wir, dass die Matrix schiefsymmetrisch sein
muss. Nun gilt T = o/ und T’ = @” = kN nach Definition von x und N. Weiterhin
nach Definition gilt 7 = (N’ B). Somit ist die Matrix eindeutig bestimmt. d

Theorem 7.2.7. Seia € C? (I, R3) nach der Bogenlinge parametrisiert.

(i) Ist k =0, so ist a(I) Teilmenge einer Geraden.
(ii) Ist a € C3 und eine Frenetkurve mit 7 = 0, so liegt o(I) in einer Ebene.

Beweis.

(i) Aus k = 0 erhalten wir o/’ = 0. Integrieren liefert a(s) = p + sv fiir
p,v € R3.

(ii) Nach Annahme und den Frenetgleichungen erhalten wir B’ = 0. Also gilt
B(s) = b fiir ein b € S € R3. Mit o = T L B erhalten wir (a(s),b) =
(a/(s),b) = 0. Somit ist («(s),b) konstant und wir schliefen a(I) C {z €
R3: (z,b) = a} fiir ein a € R. O

Theorem 7.2.8. Seien k € C*(I) mit k > 0 und w € C°(I) gegeben. Dann gibt es
eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve oo € C3 (I, ]R?’) mit Krimmung k =
k und Torsion T = w. Bis auf eine orientierungserhaltende Euklidische Bewegung
ist « eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei T, N, B eine C'-Losung des Differentialgleichungssystems

T 0 k 0 T
Nl=|-k 0 w N
B’ 0 —w 0 B
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mit gegebenen Anfangswerten T(so) = ey, N(sg) = es und B(sp) = ez. Diese
existiert nach Picard-Lindel6f. Nach Lemma 7.2.4 bilden diese Vektoren fiir jedes

s eine Orthonormalbasis. Setze a(s) := [T(o)do. Dann ist a € C? (I,R?), da
S0

T € C! ist und ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Wir erhalten o/ = T und
o' =T = kN. Damit folgt ¥k = x und N ist die Hauptnormale an «. Wegen
k,N € C! erhalten wir a € C3. Es gilt det(T, N, B) = 1. Zuniichst ist dies fiir
s = sg klar und folgt dann allgemein aufgrund der Stetigkeit und dass die drei
Vektoren stets eine Orthonormalbasis bilden. Somit ist B der Binormalenvektor an
die Kurve a. Wegen 7 = (N’, B) = w ist die Torsion wie angegeben.

Zur Eindeutigkeit: Nach einer Euklidischen Bewegung diirfen wir annehmen,
siehe auch Lemma 7.2.12, dass eine beliebige Losung 5 mit T, N und B in sg

T=T, N=N, und B=DRB

erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichun-
gen gilt dann {iberall (T, N,B) = (T,N ,B). Nach Integration sehen wir, dass

B(s) — a(s) = B(so) — alsp) konstant ist. Somit stimmen « und S bis auf eine
Euklidische Bewegung iiberein. O

Definition 7.2.9. x Sei a € C? (I,R?) regulir. Sei & := aop:J — R? eine
richtungstreue Umparametrisierung nach der Bogenldnge. Definiere

(i) die Kriimmung x(t) := &(p~1(¢)) von a.
(ii) das Frenetdreibein bestehend aus T'(t) := T(¢ ' (t)), N(t) := N(p~'(t))
und B(t) := B(p~'(t)) fiir  # 0.
(iii) die Torsion 7(t) := 7o ¢~ 1(t) fiir a € C3 und « # 0.

Lemma 7.2.10. x T, N, B, k und 7 sind wohldefiniert und es gilt fir beliebige
richtungstreve (,+%) oder richtungsumkehrende (,—“) Umparametrisierungen 8 =
QoY von «

Tgi:l:TaO(p, ]\f@:]\foéogo7 Bg::tBaocp,

KB =KaqO@ und Tg=TqO .

Beweis. Jede reguliire C''-Kurve lisst sich nach Theorem 6.1.8 nach der Bogenlinge
parametrisieren. Daher konnen wir die Definition 7.2.9 verwenden.

Seien nun ;: J; — I zwei orientierungserhaltende Parametertransformationen,
so dass «; := aop; jeweils nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Dann sind gol_l )
w2 und @, Yoy jeweils von der Form s — s+ sg, bei nicht orientierungserhaltenden
Transformationen auch von der Form s — £s+ sg. Die Grofen aus Definition 7.2.9
sind wohldefiniert, es gilt ndmlich

def.
T(t) = (aogpl)/\%fl(t)

=(aopyop;to 01)' |11

s

o ’ . -1 /
= (o) \Soglocplowfl(t) (93" 0¢1) |¢;1(t) (Produktregel)
=+1
=+ (ao <p2)'|@;1(t)
und analoge Rechnungen funktionieren auch fiir die anderen Gréfsen.

Sei nun 3 = «a o @ beliebig. Mit zwei orientierungserhaltenden Transformationen
¢q und @g konnen wir annehmen, dass 3 o ¢g und o o ¢, nach der Bogenlénge



54 DIFFERENTIALGEOMETRIE

parametrisiert sind. Ahnlich wie bei der obigen Rechnung erhalten wir
_ /
Ts(t) = (Bogs) |¢El(t)
— I
= (@opaops’opops) |1

= (00 0a)lzapopsors ' (Pa 000 98) losiy
=+1
== Ta|<p(t)a
da B o ¢g und a o ¢, nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Wegen o pg =
(a0 pa)o (patopopg) ist der Term in der letzten Klammer wieder von der Form
s +— £s+ sg.
Argumentation fiir die anderen Grofen: Ubung. (|

Lemma 7.2.11. * Sei a € C? (I, R3) eine requlire Kurve. Dann gelten fir Krim-
mung, Frenet-Dreibein (im Falle k # 0) und Torsion (im Falle k # 0 und o € C3)

B ‘a// _ <Oz”7T>T‘ B |O/'|2 _ <O/’,T>2
B |a’[? a |a’[? ’
T i/ _ o — <O//,T>T B_ o x o
o/ o = (", T)T|’ la/|la” = (o, T)T|
und
o det(o/,o/’, O/") _ det(o/,o/’, O///)
‘a/‘z . ‘a// _ <a“,T>T\2 |O/ X O/"Q

Beweis. Sei ¢ eine richtungserhaltende Parametertransformation, so dass & := aogp
nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Dann folgt

1= (pop (1) =¢lp1ny- (¢71) (1),

Analog erhalten wir

o (T 1 a
Te™0) =5y ‘mwﬂ@wﬂﬂ>

= o L e ) 2 0 0)

_a’(t) = {a"(t), T(t))T(t)
a o/ ()2
Die Frenetgleichungen liefern, dass
T' (7' (1) =R (¢~ (1) - N (¢ (1) = &()N (1)
gilt und somit erhalten wir aus der Lénge des Vektors

n(t) = o (t) = (" (1), TO)T (1) _ V" @) — (2" (1), T(1))?
| (8)[2 /()2
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ot
wt

und

() — (" (), TO)T()
N = 107 (0, T T O]

Wegen 0 = o/ (t) x o/ (t) erhalten wir direkt aus der Definition des Binormalenvektors

- /() x ' (8)
BU) = 1501 () — (o (0), TV )]

Nach Definition der Torsion erhalten wir

N i Nop™)(t) _ N
T@)<NT¢WULBW>VU»<<(¢4y2)J%¢W0)xN(w1@D>.

Aus T(t) =T (¢71(t)) folgt mit der Kettenregel und den Frenetformeln

') =T (¢ (1)) - (¢71) () =T' (¢71(1) - [/ (8)] = |’ (DK (E)N ().

Damit erhalten wir

1 /d ")~ (a0, TW)T()

T@“ww|Qnm%w—m%wﬂw»ﬂwﬂ”“XN“»
_ @"(0,T) x N(1)
(O] 17 (1) — (o (0). Tt

B (" a x «
/()12 - o (8) = (' (1), T(0))T(t)[*

Die Behauptung folgt nun direkt aus (a x b, ¢) = det(a, b, ) fiir a, b, c € R* und

jax b =af? o — (b2} |

" lal / lal

)

ebenfalls fiir alle a,b € R® (Ubung). O

Lemma 7.2.12. % Sei a € C? (I,R?) regulir und F(z) := Sz +a eine Euklidische
Bewegung mit S € O(3) und a € R3. Dann ist & := F o « ebenfalls requlir und es
gilt
(i) =,
(ii) T=ST, N =SN, B=detS-SB,
(iti) T =detS T,

wobei o fiir Aussagen iiber N und T sogar eine C3-Frenetkurve sei.

Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir nach der Bogenlénge parametrisierte Kurven
zu zeigen. Sei also a ohne Einschrinkung nach der Bogenldnge parametrisiert. Es
gilt

(Foa) =S8a, und (Foa)’"=Sa".
Mit S € O(3) und k = |o| erhalten wir # = x und T = ST. Somit ist & eine
Frenetkurve, wenn « eine solche ist. Wir erhalten N = SN. Somit gilt B = +SB
und wegen det(7T, N, B) = 1 L det (T,N, B) erhalten wir aus mit dem Determi-

nantenmultiplikationssatz B = det S - SB. Schlieflich folgt nach Definition 7 =
<N’, B> = det S(SN', SB) = det S - 7. O

Beispiel 7.2.13 (Lokale Graphendarstellung einer Kurve). % Sei 8 € C3 (I ,R3)
eine Frenetkurve, ohne Einschriankung 0 € I. Nach einer orientierungserhaltenden
Isometrie des R? diirfen wir 7(0) = e;, N(0) = ez und B(0) = e3 sowie 3(0) = 0
annehmen.
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es ein 4 > 0 und eine Funktion
u: (=8,8) — R? mit u(0) = 0, so dass a: z — (uéz)) eine Umparametrisierung
von f3 ist (Details: Ubung). Es gilt

= ()@= (i) @@= ()

1
I oy . , i
Aus T(z) = T (u’(x)) erhalten wir «/(0) = 0. Fiir die Kriimmung erhal

ten wir

(u/’u//>2
() = |2 — Lo _ VO F PR T = (W, )2
1+ |u']? 1+ |u’|2)3/2

Im Punkt = 0 erhalten wir x(0) = |u”(0)| und

B _a’(0) 1 0
€2 = N(O) - |O/’(0)| - m (u”(O)) .

Wir differenzieren die Formel fiir £(z) und erhalten

(o) = OO (1) )

Als Torsion erhalten wir

ol (oig)) () (o) =)

%(0)? B #(0) - #(0)
Sei nun a € C? eine Frenetkurve. Aus der Taylordarstellung erhalten wir durch
Koeffizientenvergleich

€ L, 1 ’
alz) = (u(g:)> =ze; + 3% k(0)es + 6303 (K'(0)e2 + 7(0)k(0)es) + o (|z[?) .

7.3. Langenvergleich und der Satz von Fenchel. Die folgenden beiden Theo-
reme sind fiir den Beweis der Fenchelschen Ungleichung noétig.

Definition 7.3.1. Ein Groftkreis ist der Schnitt einer Ebene durch den Ursprung
mit S C R3. Beachte: Durch zwei verschiedene nicht antipodale Punkte auf S? gibt
es genau einen Grofkreis.

Theorem 7.3.2. Sei~y: [a,b] = S* C R? stiickweise von der Klasse C*. Dann gilt

L(y) = <(v(a), 7(b))-

Bei Gleichheit durchliuft v einen Grofkreisbogen von v(a) nach ~(b) ohne Rich-
tungsumkehr.

Beweis. In Polarkoordinaten erhalten wir die Sphire S? als

sin - cos @
sind-sinp | = X, 0): 9 €[0,7],p €R
cos ¥

Da (r,9,¢) = r- X (9, ¢) fiir r > 0,0 < ¥ < 7 und ¢ € R ein lokaler Diffeomorphis-
mus ist, gibt es zu jeder C1-Kurve a: I — S? C R3 eine C*-Kurve w : I — (0,7) xR
mit X ow = «, falls (0,0,%1) ¢ im« ist: Beachte dazu dass r, der Abstand zum
Ursprung, nicht auftaucht, da dieser stets konstant gleich eins ist. Aufgrund des
Satzes iiber implizite Funktionen existiert solch eine Abbildung w zunéchst nur lo-
kal. Da aber w bis auf Addition von Vielfachen von 27 in der zweiten Komponente
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wohldefiniert ist, konnen wir dies korrigieren und erhalten die gesuchte Funktion.
Schreibe w(z) = (¥(x), p(z)).

Sei ohne Einschrankung v(a) = (0,0,—1), der Siidpol. Gelte v(b) = X (s, p)
mit ¥, < 7. Sei ¢ > 0 mit 3¢ < m — Y. Da v jede horizontale Ebene zwischen
{23 = =1} und {z® = +3(b)} schneidet, und deren Schnitte mit S* zu konstantem
9 in der Parametrisierung gehoren, existieren

ac := sup{t € [a,b]: ¥(t) > 7 — ¢}
sowie
be := inf{t € [a,b]: ¥(t) < Ip +£}.

Anschaulich ist dann 7. := [, 5.} eine stiickweise C*-Kurve, die eine Ebene et-
was oberhalb von ~(a) mit einer Ebene etwas unterhalb von ~(b) verbindet. Da
(0,0,+1) ¢ im~. gilt, gibt es stiickweise C1-Funktionen 9. : [ac, b.] — [Jp+¢&, T —¢]
und ¢ [ae, be] = R mit v.(t) = X (9:(¢), (1)) fiir alle ¢ € [ac, be]. € > 0 ist notig,
weil die Parametrisierung auf der z3-Achse kein Diffeomorphismus ist und somit
die Regularitdt von ¥, und ¢. nicht klar wire. Setze

ﬁs: [aeabe] —)82,
Be ==X (0:(1),0).

Dann gilt
0X di.( 8Xd<p€(t)
L) /‘ )y et ‘dt /'619 dt o @ | ™
dX dv.( Fld
= —X € ) =1L €)s
/]aﬁ e [ Gx0.0]a =)
da
X cosﬁ-cgsgp —.sinﬁ-sincp ox
59 = cost-sinyp | L | sind-cosyp =50
—sind 0 ¢

fiir alle (9, ¢) € (0,7) x R gilt. Wir haben also zwei Kurven, v, und 5., die beide
die Kreise im X (7 — ¢,-) und im X (93 + ¢,-) miteinander verbinden. Die obige
Abschétzung liefert, dass L(y.) > L(f.) mit Gleichheit genau dann, wenn -, bereits
auf einem Grofkreis durch den Siidpol (0,0, —1) verlauft.

Sei [a,b] 3 t — J(t) € [0, 7] monoton, ohne Einschrankung wachsend. Dann gilt

L(Xom:/a 65');653 d—/ Wit = 9() — 0(a).
Andererseits ist fiir beliebiges g € R
X (D(b), po), X (V(a), o)) = arccos(X (I(b), po), X (I(a), po))
= arccos(sin ¥(a) - sin ¥(b) + cos¥(a) - cos (b))
arccos(cos(¥(b) — ¥(a)))
[9(b) = (a)| = I(b) - I(a).

Auf 8. angewandt erhalten wir

L(ve) 2 L(Be) =2 (m — &) — (0 + &) = <(Be(ae), B (be))
mit Gleichheit genau dann, wenn . mit monotonem . auf einem Grofkreis durch
den Siidpol verlduft. Mit € ~\, 0 folgt die Behauptung. Beachte dabei, dass Gleichheit
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nur fiir a. — a und b, — b fiir € N\, 0 gelten kann oder falls v auf [a,a + ] oder
[b— ¢, b] fiir ein ¢ > 0 konstant ist. O

Lemma 7.3.3. Sei v: [a,b] — S? C R® eine geschlossene stiickweise C*-Kurve
mit L(y) < 2w. Dann liegt v komplett in einer Halbspdre, d. h. in einer Menge der
Form {x € S?: (z,e) > 0} fiir ein e € S?. Ist L(y) < 27, so gibt es ein e € S* mit
(v(t),e) > 0 fiir alle t € [a,b], v liegt also sogar im Inneren der Halbsphdre.

Beweis. Wahle 7 € [a,b] mit L(v|4,7]) = L(V|jz5) = L(7)/2. Setze p := y(a) und
q = ~y(7). Ist <(p,q) = m, so gilt L(y) > 2m, also nach Voraussetzung L(vy) = 2.
Nach Theorem 7.3.2 liegen daher 7|, - und [, auf Grofskreisen. Als e kann man
eine der Normalen wéhlen, die zu den Ebenen gehoren, auf denen die Grofskreise
liegen.

Sei daher ab jetzt <t(p,q) < 7. Sei ohne Einschrankung p # ¢. Sei e der Mittel-

punkt des kiirzeren Grofkreisbogens von p nach ¢, e = |§ igl' Nach einer Drehung

diirfen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass e = e gilt. Dann ist p = (p*, p?, p?)
mit p? > 0 und ¢ = (¢*, ¢, ¢*) = (—p', —p*,p?).

Nun gilt entweder (y(¢),es) > 0 fiir alle ¢ € [a, 7] oder es gibt ein ¢ty € (a,7) mit
(v(to),e3) = 0. Im zweiten Fall definieren wir S: R® — R? durch S(2!, 22, 23) :=
(2!, 22, —23) und

_ ~(t)  fiir t € [a, to),
5y = 4 10 e ot
S~(t) fiir t € [to, 7).
Dann ist 7 eine stiickweise C'-Kurve mit J(a) = p und 5(7) = S(q) = —p. Nach
Theorem 7.3.2 erhalten wir

L(V) = 2L(7|[a,‘r]) = QL(:Y) > 2.

Wir erhalten L(y) = 27 und nochmals nach Theorem 7.3.2 durchlduft 4 einen hal-
ben Grofikreis von p nach S(q) = —p. Also ist (¥(¢),e3) > 0 fiir t € [a,tp] und
(3(t),es3) < 0 fiir ¢ € [to,b]. Also gilt (y(t),e3) > 0 fiir alle ¢t € [a, 7]. Eine analo-
ge Aussage erhalten wir fiir ¢ € [r,b]. Insgesamt folgt also (y(t),e3) > 0 fiir alle
t € [a,b]. Falls nicht (v(t),e3) > 0 fiir alle t € [a,b] gilt, so folgt aus den obigen
Uberlegungen, dass Gleichheit maximal in zwei Punkten gilt und dass in diesem
Fall im~ in der N&he dieser Punkte aus jeweils zwei Bégen auf moglicherweise un-
terschiedlichen Grofikreisen besteht. Sind diese beiden Punkte antipodal, so kénnen
wir nach Umparametrisierung (iiber [a, b] hinaus) wie im Fall <((p, ¢) = 7 argumen-
tieren. Sonst ersetzen wir e durch einen geeigneten Vektor in der Néhe. O

Theorem 7.3.4 (Fenchel). Sei a: [0, L] — R? nach der Bogenlinge parametrisiert
und C?-geschlossen. Dann gilt
L

/ k(s)ds > 27
0
mit Gleichheit genau dann wenn « eine ebene einfach geschlossene Kurve ist, die
ein konvexes Gebiet berandet. (Die Aussage, dass o ein konvexes Gebiet berandet,
werden wir hier nicht beweisen. )
Der Integralausdruck heifit Totalkrimmung der Kurve .

Eine Kurve heift einfach geschlossen, wenn o geschlossen ist und afjo 1) eine
injektive Abbildung ist.

Beweis. Sei a: [0, L] — R3 eine C%-geschlossene Kurve mit |o/| = 1. Dann ist
v:[0,L] =S* C R3,

s a(s)
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eine C'l-geschlossene Kurve. Sei e € S2. Es gilt
L L

/(7(5),e> ds:/%m(s),e) ds = (a(L), ¢) — (a(0), ¢) = 0.

Somit gibt es keinen Vektor e € S mit (y(s), e) > 0 fiir alle s € [0, L]. Nach Lemma
7.3.3 gilt daher L(y) > 27. Wir erhalten also fiir die Kriimmung x der Kurve «

L L L
/n(s) ds = / o (s)| ds = / |7/ (s)| ds = L(v) > 2.
0 0 0

Dies zeigt die Behauptung.
Lediglich die Aussagen fiir den Fall, dass die Totalkriimmung gleich 27 ist, sind
noch zu zeigen. Nach Lemma 7.3.3 gibt es dann ein e € S? mit (y(s),e) > 0 fiir alle

L
€ [0,L]. Aus [(y(s),e)ds = 0 folgt daher (y(s),e) = 0 fiir alle s € [0, L]. Also
0
ist 4(a(s),e) = (v(s),e) = 0 und im o liegt in einer Ebene {z: (z,e) = c} fiir ein
ceR.

Wir zeigen nun noch, dass |, z) injektiv ist. Falls nicht, so gibt es ohne Ein-
schréinkung ein 7 € (0, L) mit a(0) = a(7). Wir behaupten, dass L(v|j,-)) > 7 gilt.
Wiire dem nicht so, so kénnten wir ein o € (0,7) mit L(7|j0,0]) = L(V|o,7]) < 7/2
wihlen. Wir setzen e := (o) und erhalten nach Theorem 7.3.2 (y(s),e) > 0 fiir
alle s € [0, 7]. Andererseits ist

Somit ist {y(s),e) = 0. Dies liefert fiir s = o einen Widerspruch. Wir schliefien,
dass

L(y) = L(vljo,n) + L(YlfrLy) > 7+ 7 =27
ist. Dies widerspricht der Annahme L(7y) = 27. Daher ist aj, ;) wie behauptet
injektiv. 0

Der Satz von Fenchel besagt, dass eine C2-geschlossene Kurve mindestens die
Totalkriimmung 27 besitzt. In [9] verallgemeinert J. Milnor diesen Satz und zeigt,
dass eine C?-geschlossene nach der Bogenliinge parametrisierte Kurve a: [a, b] — R?

b
mit [ k(s)ds < 47 ,unverknotet* ist.
a

8. DIE DISTANZFUNKTION

8.1. Tubenumgebungen. Hiufig ist es niitzlich, eine Menge als Niveauflache ei-
ner speziellen Funktion darzustellen, der signierten Distanzfunktion. Beispielsweise
impliziert nichtnegative mittlere Kriimmung bei geeigneter Vorzeichenwahl —Ad >
0. Dies kann man beispielsweise bei der Konstruktion von Barrieren nutzen.

Bemerkung 8.1.1 (Generalvoraussetzung). In diesem Kapitel wollen wir stets
annehmen, dass Q C R” offen, beschriankt und 9 von der Klasse C* mit k& > 2 ist.
Definiere die (signierte) Distanzfunktion d: R™ — R durch
d(x) = dist(z, R™ \ Q) — dist(z, Q),
so dass d in € positiv ist. In © gilt dann auch d(z) = dist(x, 0Q).
Sei € > 0. Definiere eine e-Umgebung des Randes durch

(0Q)c := {z € R": |d(2)| < }.
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Lemma 8.1.2. Gelte Bemerkung 8.1.1. Dann gibt es € > 0, so dass d in (0Q).
von der Klasse C* ist.
Solch eine Umgebung (02)c heifit Tubenumgebung von OS).

Beweis. Sei xg € 0. Dann diirfen wir nach einer Rotation und Verschiebung des
Koordinatensystems ohne Einschrankung annehmen, dass xy = 0 gilt und dass es
w: R"! - R in C* mit Dw(0) = 0 und

QN B.(0) ={(&,2") : 2" >w (&)} N B-(0)

fiir ein r > 0 gibt. Sei p > 0, so dass fiir alle z € B}~'(0) auch (z,w (2)) € B,(0)
gilt. Dann ist die &ufere Normale an 2 fiir £ € B,(0) durch

(@, w(@) = ~ 2D
1+ |Dw(z)|?
gegeben. Setze v durch v (&, 2™) := v(Z,w(&)) nach R™ fort.
Definiere die Abbildung
$: R" ' xR —R"
durch
O(2,t) = (2, w(2)) — tv(z,w()),

wobei wir die Formel fiir v auch fiir ¢ B,,(0) verwenden. Natiirlich interessieren wir
uns nur dort fiir die Abbildung ®, wo graphw mit 0f2 iibereinstimmt. Wir kénnen
diese Abbildung auch auf ganz 99 x R durch ¥(x,t) := x — tv(x) definieren. Wir
haben sie oben lediglich mit Hilfe von w lokal in einer Karte dargestellt.

Wir behaupten, dass ® nahe (0, 0) ein lokaler Diffeomorphismus ist. Es gilt ndm-
lich

3?L‘i D(2,t) = (e5,w;) — tvy; — trpw;,
0
i (i'vt) :(eivo)a
Ox (&,t)=0
0 _ .
7(1)(1'70 = _V(an) = €n,
ot (3,6)=0

also

D®(0) = (; ?) .

Somit ist ® und daher auch ¥ nach dem Satz von der inversen Funktion ein lokaler
Diffeomorphismus, vergleiche dazu Kapitel 2.4. Da 02 kompakt ist, gibt es endlich
viele Punkte mit Umgebungen, in denen ¥ (bzw. ®) ein Diffeomorphismus ist, deren
Projektionen auf die nicht-t-Komponenten bereits 92 iiberdecken. Somit ist ¥ auf
00 x (=4, 9) fiir ein § > 0 ein lokaler Diffeomorphismus. Wir behaupten, dass (ggf.
nach Verkleinerung von 6 > 0) ¥ sogar ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
Wiére dem nicht so, so wire die Injektivitat verletzt, es gébe also zu jedem k € N
auch (zy, ;) # (Yr, 7) € O x (—1, £) mit ¥(zg, tx) = V(yx, 7). Nach Ubergang
zu einer nicht umbenannten Teilfolge diirfen wir x;, — = € 92 annehmen. Wegen
|2k — Uy, te)] < £ und |y — ¥ (yx, 1) < 7 folgt auch yj, — . Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass ¥ (bzw. ®) in einer geeigneten Umgebung von (x,0) fiir
einen beliebigen Punkte x € 02 ein lokaler Diffeomorphismus ist. Nehme also ab
jetzt an, dass ¥U: 9Q x (—¢,e) — R™ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
Wir behaupten, dass fiir t € (—¢,¢)

(8.1.1) {r e R": d(x) =t} = ¥(9Q,1)
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gilt. Fiir ¢ = 0 ist dies offensichtlich. Sei also z € ¥(99Q,t) fiir ein ¢ mit 0 < [¢] < e.
Da |v| = 1 ist, folgt |d(x)] < [t|. Wire |d(z)|] < |t|, so gibe es aufgrund der
Kompaktheit ein y € 0Q mit |z — y| = |d(z)| < |t|. Wir behaupten, dass é:z‘ =
+v(y) gilt. Sei a: (—6,8) — 9Q eine C*-Kurve mit a(0) = y. Dann ist |z — a(7)|?
nach Definition von d fiir 7 = 0 minimal. Es gilt also

0= 2(x — a(0), ~a/(0)) = —2(x — 4,0’ (0)).

Da also x — y zu einem beliebigen Tangentialvektor o’ in y senkrecht steht folgt die
Behauptung. Somit ist aber fiir ein geeignetes Vorzeichen

Dies ist jedoch nicht moglich, da |z — y| < |¢| gilt und da ¥ auf 9Q x (—e,¢) ein
Diffeomorphismus ist. Somit folgt ,0“ in (8.1.1).

Die umgekehrte Inklusion funktioniert analog. Fiir € R™ mit |d(x)| < ¢ und
d(z) # 0 finden wir wie oben einen néchsten Punkt y € 092 mit Normalenvektor
+ é:g‘. Dann gilt ¥(y, d(z)) = z, da das Vorzeichen vor ¢ in der Definition von ¥
geeignet gewahlt ist bzw. da nach Definition der duferen Normalen x + tv(x) &
fiir kleine ¢ > 0 gilt. Es folgt (8.1.1).

Damit ist d(z) = m,¥~1(x), wobei m, die Projektion auf die n-te bzw. t-
Komponente bezeichnet.

Ist 9Q € Ck, soist v € CF~1, ¥ € C*~! und daher auch d € C*~1.

Da d die Abstandsfunktion zu einer Menge ist, folgt |Vd| < 1. Sei z € 9§2. Nun
gilt d(z — tv) = m, U~z — tv) = 7,(2,t) = t. Da also bereits Ld(z —tv) =1 =
(Vd(z — tv), —v) gilt, verschwindet die zu v orthogonale Komponente von Vd und
es gilt Vd(x — tv) = —v(x). Wegen v € C*~! folgt also auch d € C*. O

Bemerkung 8.1.3. Im Beweis des Lemmas haben wir noch folgendes gezeigt:
(i) ¥: 00 x (—¢,e) — R™ mit (z,t) — x—tv(x) ist ein C¥~! Diffeomorphismus
auf sein Bild, falls € > 0 klein genug ist.
(ii) In (0Q). gilt |[Vd| = 1.
(i) Vd(¥(z,t)) = —v(x), z € ON.
(iv) Zu y € (09). gibt es stets einen eindeutig bestimmten Punkt z = w(y) €
09, der |7(y) —y| minimiert. Es gilt also d(y) = |7 (y) —y| fir y € QN (0N)..
(v) Daraus folgt auch By, (y) N0Q = {n(y)} fiir y € QN (99Q)e.
(vi) Es gilt 7(¥(z,t)) =« fir x € 0Q und [t] < e.
(vii) Es gilt d(¥(z,t)) =t fiir & € By(x) C R" ! und || < e.

Um die zweiten Ableitungen der Distanzfunktion mit der Geometrie des Randes
in Verbindung zu bringen, bendtigen wir ein paar Vorbereitungen.

Lemma 8.1.4. Sei Q C R” von der Klasse C'. Seien f,g: R® — R mit f = g auf
0. Seixg € O und £ € T, 090, d. h. sei & im Punkte xo ein Tangentialvektor an
0. Dann gilt

(V(f = 9)(@0), &) = D(f — g)(x0) (&) = 0.

Beweis. Nach einer Rotation und Translation des Koordinatensystems diirfen wir
annehmen, dass o = 0 gilt und dass lokal in der Ndhe des Ursprungs

Q={(z,z"): 2" > w(2)}

fiir eine C'-Funktion w: R™ — R mit Dw(0) = 0 gilt. Weiterhin diirfen wir an-
nehmen, dass £ = e; gilt. Gelte zusétzlich ohne Einschriankung g = 0, denn sonst
kénnen wir das Lemma fiir f — g und 0 statt f und g zeigen.

Definiere a: (—g,e) — R™ durch «a(t) = (te;,w(ter)). Dann ist o/(0) = e; = &
und es gilt foa =0, falls € > 0 so klein ist, dass « in einer Umgebung des Ursprungs
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bleibt, in der 02 als graph w dargestellt ist. Nach Kettenregel erhalten wir daraus

Df(a(t))(c/ (1)) =0
fiir alle t € (—¢,¢). Fir t = 0 erhalten wir die Behauptung. O

8.2. Hauptkriimmungen und die Distanzfunktion. Wir erinnern an die De-
finition der Hauptkriimmungen in einer speziellen Situation.

Bemerkung 8.2.1. % Sei  C R” von der Klasse C?. Sei 0 € 952 und gelte in der
Nahe des Ursprungs

Q={(z,2"): 2" >w(@)}
fiir eine C?-Funktion w mit Dw(0) = 0. Dann stimmen die n— 1 Hauptkriimmungen
Aly--os An_1 von 92 in 0 mit den Eigenwerten von D?w(0) iiberein. Ist die obige
geometrische Situation nicht gegeben, so stellt man sie zunéchst durch eine Rotation
und eine Translation her.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich nochmals, dass die Hauptkrimmungen
des Randes nicht von der nétigen Translation und Rotation abhidngen, da die Ei-
genwerte von D2d unter diesen Operationen invariant sind.

Lemma 8.2.2. Sei O C R” von der Klasse C?. Sei d: R" — R die signierte
Distanzfunktion zu 0). Dann sind die Eigenwerte von —D?%d in einem Randpunkt
durch die Hauptkrimmungen von 02 und 0 gegeben.

Beweis. Es gilt |Dd| < 1. Im Beweis von Lemma 8.1.2 haben wir bereits gesehen,
dass in (09). sogar |Dd| =1 gilt. Wir differenzieren das Quadrat dieser Gleichung

und erhalten 0 = D?d(Dd,-) = " d;jd;. Damit ist der Normalenvektor v = —Vd
j=1

ein Eigenvektor von D?d zum Eigenwert 0.

Fiir den Vergleich der Eigenwerte mit den anderen Hauptkriimmungen wahlen
wir ein Koordinatensystem wie in Bemerkung 8.2.1. Zusétzlich diirfen wir nach
einer weiteren Rotation annehmen, dass D?w(0) diagonal ist. Um die zweiten Ab-
leitungen von d zu bestimmen, benutzen wir, dass Vd = —v auf 9Q gilt. Es ist

—y = P2 auf 0. Wenden wir Lemma 8.1.4 komponentenweise an, so sehen

Wiy
wir, dass D?d(¢, ) = —Du () fiir beliebige Tangentialvektoren & € Tpof gilt, wobei

wir fiir 7 eine beliebige C'!'-Fortsetzung von v withlen diirfen. Setze
(—=Dw(#),1)"
V1+[Dw(@)

D(*I))(O) _ <(_°~E8))(0) (8)) )

—o(&,2™) =

Wir erhalten

Die Behauptung folgt.
Wir bemerken, dass sich die 0-Eintriage von D(—7) bei einer anderen Fortsetzung
von v dndern konnen. O

Lemma 8.2.3. Gelte Bemerkung 8.1.1. Sei 0 € 99Q. Sei D?d(0) in einem Koordi-
natensystem wie im Beweis von Lemma 8.2.2 diagonal,

_DQd(O) = dlag{)‘l (O)a BREE) )\n—l (O)a 0}
Sei (00): eine Tubenumgebung des Randes. Dann gilt fir t € (—e,¢)

) i (0)
D d(ten)_dlag{l—tl)\l(O)"“’l—t)\nl_l(O)’O}'
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Allgemein gilt somit fiir y € (0Q)., dass D?d(y) die Eigenwerte
—Mi(7(y)) —An—1(7(y))
L—dy(r(y) 1 —=dy)rn-1(n(y))’

besitzt, wobei 7(y) die Projektion auf den ndchsten Punkt in 02 ist und A;(7(y)),
1 <i<n-—1, die Hauptkrimmungen von 09 in 7(y) sind.

Das folgende Argument haben wir von G. Bellettini gelernt.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 8.1.2, siche Bemerkung 8.1.3, folgt, dass 7 in
(09Q). wohldefiniert ist.
Sei zunéchst k > 3. Aus |[Vd|? = 1 erhalten wir

0=> duyd, wnd 0= dyd + > dud;.
=1 =1 =1

Setze D(t) := (dij(x — tv(x))),<; j<,, fiir © € 092 Dann folgt

D(t) = E — dijl(x — tV(l‘)) Vl(z)
—_— —
=1 =dy; (z—tv(z)) =—d(z)
i =—d@=w@) )
=1 i)

Die gewdhnliche Differentialgleichung f(t) = — f2(t) mit f(0) = a wird durch f(t) =
1174 gelost. Somit erfiillen die Eintréige der Diagonalmatrix die Differentialgleichung
mit dem gewiinschten Anfangswert fiir ¢ = 0. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen mit Lipschitz stetiger rechter Seite
folgt die erste Behauptung fiir k£ > 3.

Durch Approximation erhélt man die Behauptung auch fiir £ > 2. Einige Details
dazu sind nachfolgend aufgefiihrt.

Da die Eigenwerte von D?d sich unter einer Rotation oder Translation des Koor-
dinatensystems nicht &ndern, folgt die allgemeine Behauptung aus der Behauptung
im diagonalen Fall. Beachte, dass d(z — tv(z)) = t gilt. Setze y = x — tv(z) und
spezialisiere auf den Fall z = 0. O

Korollar 8.2.4. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

< mi !
€ < min —.
Ai
Das folgende Lemma zeigt, dass die Menge, in der eine approximierende Funktion
W, von ¥ ein Diffeomorphismus ist, sich im Grenzwert nicht verkleinert.

Lemma 8.2.5. x Sei Q@ C R" offen. Sei p: Q — R" ein Diffeomorphismus auf
imp. Sei K € Q. Dann gibt es ein € > 0, so dass jede C*-Abbildung ¢: Q — R"
mit |l —Yllcr (o) < € einen Diffeomorphismus : K — ¢(K) liefert.

Beweis. Sei K ohne Einschrinkung kompakt. Fiir € > 0 klein genug folgt det di) # 0
in K. Somit ist 9 ein lokaler Diffeomorphismus. Wir miissen also noch nachweisen,
dass ¢ auch injektiv ist. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es ein § > 0 (Le-
besguezahl), so dass fiir jedes # € K die Abbildung v|p;(,) ein Diffeomorphismus
auf ihr Bild ist. Seien also xg # yo € K mit ¢(x¢) = 1(x¢). Dann gilt |z¢ — yo| > 0.
Die Menge

(o x p){(z,y) € K x K: [z —y| > 6}
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ist als stetiges Bild einer kompakten Menge selbst wieder kompakt. Dabei haben wir
(¢ x ©)(x,y) = (p(x), p(x)) verwendet. Da ¢ injektiv ist, hat diese Menge einen
positiven Abstand ¢ > 0 zur Diagonalen {(z,z): z € R"}. Somit folgt |¢(xg) —
©(yo)| > ¢ > 0. Wir erhalten

0 =[t(xo) — ¥(yo)|
=|(¥(x0) — ¢(x0)) + (@(x0) — ©(y0)) + (v(y0) — ¥ (yo))l
> |e(@o) — ¢(yo)| — [P (z0) — (o) — |¢(yo) — ¥ (yo)
>( — 2e.

Ist € > 0 klein genug gewahlt, so erhalten wir einen Widerspruch. U

Bemerkung 8.2.6. x Approximieren wir den Rand in C?, so erhalten wir fiir die
zugehorigen Diffeomorphismen ¥, — ¥ in C!. Sei z aus 09 beliebig und y =
x — tv(z) fiir ein kleines ¢. Dann ist 2 = 7 ¥ ~1(y) und wir erhalten

Vd(y) = Vd(z — tv(z)) = v(z) = v (m ¥ (y)) .
Die Rechnung

e 0 Ye(T) — potp(z)|

<pe 0e(x) — @ o e(z)| + @ 0 Ye () — p o ()]

<l = pllco + o 0 ve(x) — p o tp(a)]
zeigt, dass . — ¢ und 1. — 9 in C° auch . o . — ¢ o impliziert. Auf
Kompakta ist das Stetigkeitsmodul von ¢ (die Wahl von § in Abhéngigkeit von ¢ in
der iiblichen Stetigkeitsdefinition) gleichméfig beschrinkt. Daher konvergiert der
zweite Term auch lokal gleichméfig in x gegen Null. Analog zeigt man, dass auch
C'-Konvergenz unter Verkettungen erhalten ist, wobei man noch die Stetigkeit der
Multiplikation benotigt.

Wegen U, — W in C? folgt mpo W1 = d. — d in C'. Wir gehen nun analog zum

Beweis von Lemma 8.1.2 vor. Aus

Vd. =v.omo¥. ! wvomo¥ ' =Vd in C!
erhalten wir lokal auch d. — d in C2.

Korollar 8.2.7. Gelte Bemerkung 8.1.1. Dann gilt fir y in einer Tubenumgebung
(00 NQ

~Ad(y) > H(n(y)),
wobei m: (0N). — OO die Projektion auf den ndchsten Randpunkt ist.

Beweis. Die Aussage gilt fir y € 02 mit Gleichheit und folgt allgemein aus
4 M) YL,
dt \1—tX\i(7(y))) ~

flir beliebige Vorzeichen von )\;, da wir stets ¢ > 0 betrachten. (|

9. DIE GAUSSKRUMMUNG INTEGRIEREN

Im néchsten Abschnitt werden wir mit Hilfe des mittleren Kriimmungsflusses
die isoperimetrische Ungleichung fiir konvexe Hyperflichen im R? beweisen. Dabei

bendtigen wir eine untere Abschitzung an [ K. Diese behandeln wir nun.
M
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9.1. Lokale Rechnung.

Lemma 9.1.1. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Sei u € C’Q( ) lokal strikt
konvex im Sinne von D?*u = 0 und z — Du(z) ein Diffeomorphismus auf Du(<).
Sei M = graphu C R**L. Dann gilt

/szMM»
M

wobei K die Gaufkrimmung von M bezeichnet.

Bemerkung 9.1.2. Die Abbildung x — Du(x) ist fiir lokal strikt konvexe Funk-
tionen u lokal stets ein Diffeomorphismus (Details: Ubung). Global ist dies fiir
konvexe Mengen () ebenfalls richtig, so dass diese Voraussetzung in Anwendungen
h&ufig automatisch erfiillt ist.

Beweis von Lemma 9.1.1. Wir stellen die beiden Seiten der behaupteten Gleichheit
zunéchst in geeigneter Form dar: Es gilt fiir die linke Seite

det D?u 1/2
/Kdu / o (1—|—|Du|)/
(14 |Dul?) 2
Die Abbildung R"™ 3> y +— 4 € B; C R" ist ein Diffeomorphismus (kleine

V1+yl?

Ubung). Somit ist auch
Vu(zx)
1+ |Du(z)|?

ein Diffeomorphismus auf das Bild. Gleichzeitig stimmen

A5z — € B

Vu

NErme

n Komponenten von v iiberein. Sind die ersten n Komponenten von v gleich z €
B; C R, so erhalten wir

v=(2VI-RP) = (1)

Mit f stellen wir dabei die untere Hemisphére graphisch dar. Somit erhalten wir
flir den Ausdruck auf der rechten Seite der behaupteten Gleichheit

voni= [ VIEIDIRd: - /

und die ersten

. VI- [
VeerrEAS) WAt
da
f(z) = = V1- |23
.
b=
und

2 _ |Z|2 _ 1
1+ |Df] _1+1—|z\2 SRR

Wir mochten nun die Transformationsformel fiir Integrale benutzen. Definiere dazu

Vu(x
p(z) = % =z.
1+ [Du(x)]
Es folgt
i ¢’ 0 U’ B u; uiujkuk

7700~ 92l /it Duf 1+ DuP /T [DuP
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1
3
V14 |Dul?

1+ |Dul?

CUjk (6’” (14 |Dul?) — u’uk) ,

3n
2

det Dy = -det D%u - det (5’“ (1+ |Du| %) — uiuk)

1+|Du|2 -det D*u =K >0,

( )
_ (1+|Du|2)*37 det D?u - (1+ |Dul?)""
( )

= /1+|Dul”.

1
V1= lp() 7\/1 | Duf?

T Du?

Mit z = p(z) und j—; = ¢’ erhalten wir nach Integraltransformationsformel

/ det Dy - h(p(z)) dx = / h(z) dz.

Q »(Q)

Wenden wir dies auf h(z) = ——— an, so erhalten wir
Vi-lz2

/K ViD= [

VI-[F
()

wie behauptet. ]

Héufig ist die genaue Schranke beim néchsten Resultat gar nicht wichtig.

Korollar 9.1.3. Sei u € C?(R") lokal strikt konvexr und M := graphu. Dann gilt

1
[ s

Beweis. Da R™ eine konvexe Menge ist, ist v: R — S™ ein Diffeomorphismus auf
eine Teilmenge der offenen unteren Hemisphire. t

Korollar 9.1.4. Sei u: R — R eine C?-Funktion. Dann gibt es keine positive
untere Schranke € > 0 fiir die Hauptkrimmungen von M = graphu, d.h. es gibt
kein e > 0 mit \;((z,u(x))) > e >0 fir allex € R™ und alle 1 <i <n.

Beweis. Angenommen, es gibe doch solch eine Funktion u. u oder —u (bei Wahl
der oberen Normalen) ist eine strikt konvexe Funktion. Sei ohne Einschrankung u
strikt konvex. Dann gilt K[u] > €™ > 0. Es folgt

\S"\>/de>/s dzx.

Rﬂ
Widerspruch. O
Korollar 9.1.5. Sei u € C%(R") lokal strikt konver. Dann ist K € L*(R™) oder
K € L'(graphu).
Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis von Korollar 9.1.4. O

9.2. Globale Situation. Fiir das néchste Korollar ben6tigen wir noch die Surjek-
tivitit von v bei geschlossenen C'!'-Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 9.2.1. Sei M™ C R"*! cine geschlossene O -Untermannigfaltigkeit. Dann
18t
v:M" —S"

surjektiv.
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Fiir eine kompakte immersierte C''-Hyperfliche gilt dieses Resultat im Allgemei-
nen nicht mehr. Die Figur ,,00“ ist ein Gegenbeispiel dafiir.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschriankung annehmen, dass M zusammenhéngend
ist. Sonst betrachten wir eine Zusammenhangskomponente von M. Es ist bekannt,
dass R™*1\ M aus genau zwei Zusammenhangskomponenten besteht. Ist M ho-
moomorph zur Sphére, so benutzt man dafiir den Abbildungsgrad, siehe z. B. [11],
sonst Differentialtopologie [8,10]. Da M beschrankt ist, ist genau eine dieser bei-
den Zusammenhangskomponenten von R"*! \ M unbeschriinkt. Seien Z; und Z,
diese beiden Zusammenhangskomponenten, Z, sei unbeschrankt. Dann gilt auch
071 =072y = M.

(Ein Blick auf die gehérnte Sphiire von W. Alexander, die homdomorph zu S? ist,
mag verdeutlichen, dass solch ein Resultat nichttrivial ist. Im Komplement dieser
Sphire gibt es nicht kontrahierbare S'-en.)

Wir mochten nun eine Normale auswéhlen, die iiberall in einem noch zu defi-
nierenden Sinne in die unbeschrinkte Komponente weist: Hitte Z; einen C?-Rand,
konnten wir den negativen Gradienten der signierten Distanzfunktion wéhlen. Nun
wihlen wir in jedem Punkt 2 € M die Normale v(x), die z + tv(z) € Zy fiir
kleine ¢ > 0 erfiillt. An einer lokalen Graphendarstellung iiber einem zusammen-
héngenden Gebiet sieht man, dass die zusammenhéngenden Mengen ober- und un-
terhalb des Graphen jeweils Teilmengen von Z; oder Zs sein miissen. Weiterhin
liegt Z; oberhalb von M und Zs unterhalb von M oder umgekehrt, da sonst nicht
071 = 0Z3 = M gelten kann. Somit sieht man, dass das Vorzeichen der Norma-
len wohldefiniert (es gibt also immer eine solche Vorzeichenwahl) und die Normale
stetig ist.

Anschaulich gesprochen fixiert man nun ein p € S™ und verschiebt eine Hyper-
ebene mit Normale p von Unendlich her kommend in Richtung —p, bis sie in einem
Punkt M beriihrt. Dort hat M dann die Normale p.

Formal setzt man dies wie folgt um: Sei p € S™ fest. Betrachte die stetige Funk-
tion ® mit

M >z~ (z,p) € R.

Dann existiert g € M, so dass ® in x¢y maximal ist. Aufgrund der Maximalitdt
folgt (x,p) < (xg,p) bzw. (x — xo,p) < 0 fiir alle x € M.

Sei v: (—¢,e) — M eine C*-Kurve mit v(0) = z¢. Aufgrund der Maximalitit
von @ in zg gilt ®(y(t)) < ®(xp) fiir alle t € (—¢,¢) mit Gleichheit fiir ¢ = 0. Es
folgt

0= Sa(10)| =600
t=0
Somit steht jeder Tangentialvektor an M in x( senkrecht auf p. Also gilt v(zg) = +p.
Fiir jedes A > 0 gilt
(zo + Ap,p) > (20, p).

Somit liegt keiner der Punkte g+ Ap, A > 0, auf M und daher weist p in Richtung
der unbeschriinkten Komponente von R"*1\ M. Daher folgt v(z¢) = +p. Dap € S"
beliebig war, ist v surjektiv. O

Die néchste Folgerung gilt auch ohne die strikte Konvexitdtsannahme, falls die
Mannigfaltigkeit topologisch eine Sphére ist. Dies folgt aus dem Satz von Gauf-
Bonnet.

Korollar 9.2.2. Sei M™ C R™! eine zusammenhdngende lokal strikt konvere
geschlossene n-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit. Dann gilt

/K =[8" = (n+ Dwn1.
M
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Beweis. Wir fithren den Beweis dieses Satzes unter der zusitzlichen Annahme, dass
M der Rand einer konvexen Menge C' C R™*! ist. Diese Annahme ist nicht nétig,
wir werden dies jedoch erst in Abschnitt 11.4 zeigen.

Nach Lemma 9.2.1 ist v: M — S™ surjektiv. Die lokale Injektivitdt der Normalen
v folgt mit Hilfe der Normalform fiir Hyperflichen aus der strikten Konvexitét.
Da M der Rand einer konvexen Menge C ist, liefert eine einfache geometrische
Uberlegung die Injektivitéit von v: M — S™. Lokal in Graphendarstellung ist Du
ein Diffeomorphismus. Sogar v: M — S™ ist ein Diffeomorphismus. Wir bemerken
zunéchst, dass sich Lemma 9.1.1 auch auf messbare Teilmengen von €2 bzw. M, da
sind es genau die Bilder messbarer Teilmengen von €2, anwenden lafst. (Alternativ
kann man M bis auf eine n-dimensionale Nullmenge, die noch formal zu definieren
waren, zerlegen und sich iiberlegen, dass diese Nullmengen auf beiden Seiten der
behaupteten Gleichheit keinen Beitrag liefern.) Zu jedem Punkt p € M gibt es eine
offene Umgebung U C M mit p € U, so dass Lemma 9.1.1 auf M N U anwendbar
ist. Aufgrund der Kompaktheit von M iiberdecken endlich viele davon bereits M:

N
M:Um
i=1

i—1
Wir setzen nun M, :=U; \ U U;, 1 <4 < N, und erhalten eine endliche disjunkte
j=1
Uberdeckung von M durch messbare Mengen in dem Sinne, dass Lemma 9.1.1
N
anwendbar ist, M = |J M;. Wenden wir nun Lemma 9.1.1 auf jede dieser Mengen

i=1
an, so erhalten wir

/KdMZ i/mu = i|u<Mi>| =
I =1

i:lMi

N
%UMNZMWFWW

da die Mengen M; paarweise disjunkt sind und v injektiv ist.
Die zweite Gleichheit in der Behauptung ist aus Analysis II bekannt. O

10. MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS

Man kann den mittleren Kriimmungsfluss fiir Mannigfaltigkeiten unterschiedli-
cher Kodimension in anderen Mannigfaltigkeiten untersuchen, wir beschrinken uns
hier jedoch auf den Fall von Hyperflichen im Euklidischen.

Statt vom mittleren Kriimmungsfluss sollte man - in unserem Fall - genauer vom
Fluss von Hyperflachen entlang ihrer mittleren Kriimmung reden.

10.1. Die Flussgleichung. Ublicherweise betrachtet man beim mittleren Kriim-
mungsfluss Abbildungen X : M x [0,T) — R"*! wobei M eine abstrakte Mannig-
faltigkeit ist. Da wir solche aber noch nicht kennen, umgehen wir dieses Problem
mit Hilfe einer lokalen Definition.

Wir setzen hier den Startzeitpunkt stets auf ¢ = 0. Die Definitionen und Resultat
lassen sich aber direkt auf andere Startzeitpunkte {ibertragen.

Definition 10.1.1. Sei 2 C R"™ offen. Sei T' > 0. Dann erfiillt die Abbildung
X:Qx[0,T) = R""! den mittleren Kriimmungsfluss (lokal), falls X (-, ) fiir alle
t € [0,T) eine immersierte C2-Hyperfliche ist, X nach ¢ differenzierbar ist und fiir
alle (x,t) € 2 x [0,T) die Gleichung

X =—Hv

erfillt ist.
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Spéter ersetzt man in der folgenden Definition die Untermannigfaltigkeit durch
eine abstrakte Mannigfaltigkeit. In beiden Féllen benutzt man eine Karte, um mit
X o ((p7' o) xid) eine auf R™ x [0,00) definierte Abbildung zu erhalten.

Definition 10.1.2. Sei M™ C R"** eine C?-Untermannigfaltigkeit. Sei T' > 0.
Dann erfiillt X: M x [0,7) — R"*! den mittleren Kriimmungsfluss, falls es fiir
jeden Punkt p € M eine Karte (U, ¢) mit p € U gibt, so dass

Xo((¢7 or) xid) : m(p(UNM)) x[0,T) =R,
(z,t) — X(ap’l(ac,()),t)

den mittleren Kriimmungsfluss lokal erfiillt, wobei 7, : R"™* = R” x R¥ — R” die
Projektion (z,y) + z und ¢: R® — R” x R¥ = R"** die Inklusion = > (x,0) ist.

Wir sagen auch, dass dann die Familie (M;);c[o,r) mit My = X(M,t) den mitt-
leren Kriimmungsfluss erfiillt.

Bemerkung 10.1.3.
(i) In der Praxis 14sst man 7 und ¢ auch weg und schreibt X o (<p_1 X id) oder
sogar X o1,
(if) Mit (UNM) = p(U)N(R™ x {0}) hétten wir den Definitionsbereich auch
anders darstellen konnen.

Die Definition des mittleren Kriimmungsflusses ist im folgenden Sinne von der
Wahl der Karte unabhéngig.

Lemma 10.1.4. Seien (U, ) und (V,) zwei Karten einer C?-Untermannigfal-
tigkeit M. Seien (U, ) und (V,v) C?-vertriglich, d.h. sei ¢ o= t: p(UNV) —
©(UNV) ein C?-Diffeomorphismus. Sei X o ((¢~' o) xid) eine lokale Lisung
des mittleren Kriimmungsflusses. Dann erfiillt X o ((¢ ™' o) xid) : m(p(V NUN
M)) x [0,T) — R** ebenfalls lokal den mittleren Kriimmungsfluss.

Beweis. Ubung. Von der Rechnung her entspricht dies fast Theorem 10.2.1. O

Beispiel 10.1.5 (Sphiiren). Sei M = S® C R""!. Sei R > 0. Dann ist X: M x
[O, %ﬁ) — R mit X(p,t) := p-R% - 2nt eine Losung des mittleren Kriim-
mungsflusses.
Auf diese Losung kommt man, indem man den Ansatz X (p,t) := p- f(t) macht.
Hieraus erhélt man \;(t) = ﬁ, H= ﬁ, X =pf(t) und v(p,t) = p. Also sollte
!

pf(t) =X =—Hv = “Ti?

gelten. Dies ist fiir f(t) = — (7 der Fall und die Lésung dieser gewdhnlichen Dif-

ferentialgleichung mit Anfangswert f(0) = R ist durch f(t) = v R? — 2nt gegeben.
Wir lassen es als Ubung, die Definition des mittleren Kriimmungsflusses auch
formal zu {iberpriifen.

Bemerkung 10.1.6.

(i) Minimalflachen sind stationédre (= zeitunabhéngige) Losungen des mittle-
ren Kriimmungsflusses. Zylinder der Form S¥ x R"~* schrumpfen &hnlich
wie Sphiren. Sie konvergieren in endlicher Zeit gegen {Ogk+1} x R"~F. Die
grim reaper Losung ist als Graph von u(x,t) = —logcosx + t, (x,t) €
(—g, g) x R, gegeben. Weitere explizite Beispiele sind die Haarnadel- oder
Biiroklammerlosung (haar pin, paper clip). Details: Ubung.

(ii) Fiir weitere Losungen muss man - soweit ich weifl - zumindest eine ge-
wohnliche Differentialgleichung 16sen (siehe beispielsweise meine Vorlesung
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iiber Gewdhnliche Differentialgleichungen mit geometrischen Anwendun-
gen). Sind die Losungen nicht symmetrisch, muss man eine quasilineare
partielle Differentialgleichung losen (siehe beispielsweise meine Vorlesung
iiber den Graphischen mittleren Kiimmungsfluss).

(iii) Beim mittleren Kriimmungsfluss untersucht man héufig die Existenz von
Losungen und ihr Verhalten. Klassische Resultate von etwa 1985-1995 sind:
Konvexe Hyperflachen konvergieren gegen runde Punkte, d. h. gegen einen
Punkt und nach geeignetem Reskalieren gegen eine runde Sphére (G. Huis-
ken, [6]). Eingebettete S'-en bleiben eingebettet, werden in endlicher Zeit
konvex und konvergieren dann auch gegen einen runden Punkt (M. Gage,
R. Hamilton; M. Grayson [3, 4]). Graphische Hyperflichen existieren fiir alle
Zeit und konvergieren gegen homothetisch expandierende Lésungen, wenn
sie anfangs asymptotisch zu einem Kegel sind (K. Ecker, G. Huisken, [2]).

(iv) Ein grofes Ziel ist es, mit Hilfe des mittleren Kriitmmungsflusses alle (kom-
pakten) Hyperflichen in geeigneter Weise zu klassifizieren. Der mittlere
Krimmungsfluss wird auch hier in der Arbeitsgruppe untersucht.

10.2. Mittlerer Kriimmungsfluss als geometrische Evolutionsgleichung.
Der mittlere Kriimmungsfluss ist eine geometrische Evolutionsgleichung, d. h. das
Bild M; := X(M,t) hangt nicht von der konkreten Parametrisierung ab und ist
unter Euklidischen Bewegungen des umgebenden Raumes invariant. Da es héu-
fig nur auf das Bild M; ankommt, kann man auch Lésungen von (%X7 vy =—-H
untersuchen. Diese sind nicht eindeutig bestimmt, da man sie mit Hilfe von Diffeo-
morphismen wie im folgenden Theorem angegeben abéndern kann.

Theorem 10.2.1. Sei X: Q x [0,T) — R"*! cine lokale Lisung des mittleren
Krimmungsflusses %X = —Hv oder eine Lisung, deren Normalengeschwindig-
keit gerade die mittlere Krimmung ist: (4 X,v) = —H. Sei R € O(n + 1) eine
orthogonale Abbildung und : Q) x [0,T) — Q glatt, so dass (-, t): QO - Q fir
allet € [0,T) ein Diffeomorphismus ist. Dann ist die Normalengeschwindigkeit von
X(x,t) := RX(¢(x,t),t), in Koordinaten X (z,t) = RngB(z/)(x,t),t), gerade die

mittlere Krimmung:
d & .
—X,0)=—-H.
i)

Weiterhin, gilt H(x,t) = H(y(x,t),t).

Den Diffeomorphismus ¥ kann man verwenden, um die Hyperflichen anders
zu parametrisieren. Dies entspricht gerade der Wahl einer anderen Karte in der
globalen Definition. Daher kann man nicht mehr erwarten, dass die Tangentialge-
schwindigkeit verschwindet, wenn wir ¢ verwenden. Die Bilder von X und X o %
stimmen aber {iberein. Daher passiert in beiden Fillen geometrisch das Gleiche.

Da sdmtliche Rechnungen im Beweis lokal sind, gilt dies auch, wenn die Mengen
Q und Q von der Zeit abhéingen.

Beweis. Grofen zu X bezeichnen wir mit o, H, g;;, .. ..

Es gilt
d o o 0 a v B,k
co _ pavB,k
X' =Rp X U7,
Xty = REX(00; + REX G005,
Wahlen wir 0% = gwg , also 7 = Ry, so ist dies eine Normale an die Flache X , da

(Rv,Rv) = (v,v) = 1 und <Ru, (Rgx,fqpf) > = (1, XUk =0 firalle 1 <i<n
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gelten. Wir erhalten

d 0 N
<th, y> = aX”‘RﬁcSmR}u‘; + ' XO R8s, RIV
= — Hv“,51° + 1/.)in5&51/5

= —H+0.

H(z,t) = H(y(x,t),t) haben wir bereits in Lemma 3.3.5 gesehen. Um beide Teile
des Beweises beieinander zu haben, wiederholen wir dies hier nochmals. Es gilt

Gij = X00apX) = UF X R Gas RS X0, = wEX 6,5 X0 = wF g,
hig = = (Xijs ) = —08 XL RGOar BIV® — G X G R b0 BV
= — Ul X[ 0pe0” + k(=X 8050” ) W = 0+ L bt

1) ist ein Diffeomorphismus. Also ist (w;) I<ij<n eine invertierbare Matrix und die

Eigenwerte von h;; beziiglich g;; und von ﬁij beziiglich §;; stimmen iiberein: Sei
nédmlich ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, d. h. gelte

Agii € = hi€
und € # 0. Dann folgt fiir £ := Wi ek mit W(-, ) := (¢(-, 1))~
g€ = MgVl U, €™ = Mgy €™ = Uphi€ = Yhi] U,6™ = hiag'.

Andersherum argumentiert man analog. Somit folgt H(z,t) = H(y(x,t),t) und
damit die Behauptung. O

Ubung 10.2.2. Finde Losungen von <%X,1/> = —H und %X = —Hv fir den
Fall, dass M ein Zylinder ist, dass also My = (R-S*) x R"7* fiir ein R > 0 gilt
und tiberpriife die Definition des mittleren Kriimmungsflusses explizit.

10.3. Graphische Kriimmungsfliisse.

Bemerkung 10.3.1.

(i) Die Resultate dieses Abschnittes gelten mit Modifikationen bei den Defini-
tionsmengen auch fiir Graphen, die nicht iiber ganz R™ definiert sind.

(ii) Sei in diesem Abschnitt F' eine beliebige Normalengeschwindigkeit, also
z.B. F = H, F = K oder F = |A|?. Es sind aber auch Funktionen méglich,
die beispielsweise zusétzlich von X (z,t) oder v abhéngen.

(ii) Naiv kénnte man denken, dass wir durch Betrachten der (n+ 1)-sten Kom-

d _ _ . . . — F .
ponente von 7 X Fv die Evolutionsgleichung WierrE erhielten.

Dabei haben wir jedoch nicht berticksichtigt, dass sich dabei auch der Punkt
x zeitlich d&ndern kann. Vergleiche dies auch mit einer Ebene, die sich mit
konstanter Normalengeschwindigkeit bewegt.

(iv) Bei der Umkehrung kann man nicht erwarten, die Evolutionsgleichung

d
Zx =
dt
zu erhalten, da Diffeomorphismen wie in Theorem 10.2.1 den Tangential-
anteil von %X dndern kénnen.

—Fv

Lemma 10.3.2. Sei (M;)o<i<T eine Losung von %X =—Fv. Seiu: R"x[0,T) —
R eine glatte oder C%'-Funktion mit

M; = graphu(-,t)
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fir alle t € [0,T). Dann erfillt u die Gleichung

i =+/14|Dul?F,

mm Falle von F' = H also

Vu
i=/T+ Duf?-div [ ——m—— |,
[Dul ( V14 |Du|2>

in R™ x [0,7T).

Umgekehrt sei u eine Losung von & = /1 + |Du|?- F. Dann gilt <%H, v)y=—F
fiir X(x,t) = (z,u(x,t))T, jedoch im allgemeinen nicht %H =—Fv.

Im Falle F = H, K oder |A|?> handelt es sich um eine partielle Differentialglei-
chung.

Beweis. Sei X auf R™ x [0,T) definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in R™
mit & Wir bezeichnen weiterhin die orthogonale Projektion von X(§,t) auf die
Hyperebene R™ = R™ x {0} mit 2(,t). Dann gilt

X (1) = (@(&, ), u(x(&1),1))".
Aus der Evolutionsgleichung folgt
d

. . .T__ _
%X:(x,uix +u) =—-Fv=F

(—ut,. .., —ur, )T
1+ [Dul?
o ou

Dabei benutzen wir @ = % und u; = 57. Durch Komponentenvergleich erhalten
wir

—Fu!

V1+ [Du?’
F . F FIDuf’

e ' = -
JIrar T irDuE | /1t |DuP

Bis hier gelten die Rechnungen auch fiir andere Normalengeschwindigkeiten als H.
Die Formel fiir H im graphischen Fall haben wir bereits oben in Lemma 3.3.6
hergeleitet. Somit folgt die Behauptung.

Zur Umkehrung der Aussage: Definiere X (x,t) = (x,u(z,t))? fiir eine Funktion

u mit @ = y/1+ |Dul? - F. Dann gilt
d T
X = (0,\/1+|Du|2~F) ,

(vua _1)T

1+ |Dul?’

d
ZXv)=-F

Ist Du # 0, so kann %X = —Fv nicht gelten. O

-0

=/1+|Duf?-F.

Eine bessere Umkehrung erhalten wir, indem wir noch gewohnliche Differential-
gleichungen 16sen.

Lemma 10.3.3. Seiu: R"x[0,T) — R eine glatte Lésung vonu = /1 + |Dul?-F.
Seien Du und F gleichmdfig beschrinkt. Dann gibt es eine Familie (Yy)icio,ry von
Diffeomorphismen vy = (-, t) mit : R™ x [0,T) — R™ und ¢y = id, so dass
X(z,t) == (P(z,t), u(y(z,t),t)T die Evolutionsgleichung %X = —Fv ldst. Ist u
glatt, so auch 1.
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Beweis. Da die beiden dufseren Terme gleich sind, sollte

d . oy t),t),—1)T
dt V1 + [Du(¥(z, 1), 1)
gelten. Nach Beschranktheits- und Regularitdtsannahme besitzt das Anfangswert-
problem des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

wl(l‘v t) = 3

V1+[Du(y(,t),1)]
eine glatte lokal gleichméfig beschrinkte Losung «: R™ x [0,T) — R™. Nach Kon-
struktion gilt die erwiinschte Gleichheit in den ersten Komponenten und aus
F|Du)? B F

V1+[Du2  \/1+|Duf?
folgt auch die Gleichheit in der letzten Komponente.

Aus Analysis I1I ist bekannt, dass alle Abbildungen ), glatt und Diffeomorphis-
men sind. (]

w4 uiht = \/1+ |Dul2- F —

Bemerkung 10.3.4. Je nach Funktion F' bendtigt man weniger Regularitit. So
geniigt bei Fliissen wie dem mittleren Krimmungsfluss oder dem Gaufkriimmungs-
fluss u € C3LL1 5 %2 und gleichmiifige Schranken in dieser Norm. Die Differen-
zierbarkeit von 1 folgt dann aus dem Satz iiber die differenzierbare Abhéngigkeit
von Losungen bei gewohnlichen Differentialgleichungen auf v und den Parameter
x angewandt. Insbesondere ist es dafiir notig, dass die Ableitung der rechten Seite
nach Differentiation nach ¢ noch Lipschitzstetig in x ist.

Uber den graphischen mittleren Kriimmungsfluss ist spiter eine eigene Vorlesung
geplant.

10.4. Der mittlere Kriimmungsfluss als negativer Gradientenfluss. Wir
leiten zunéchst eine Eigenschaft des Gradientenflusses her, die wir auch beim mitt-
leren Kriimmungsfluss zeigen werden.

Bemerkung 10.4.1. Sei f: R® — R eine C''-Funktion. Sei I ein offenes Intervall.
Dann 16st eine C*-Funktion z: I — R™ den negativen Gradientenfluss zur Funktion
f beziiglich der Euklidischen Metrik des R"™, falls

i(t) = =V f(x(t))
fiir alle t € I gilt.

Sei tg € I und sei y(t): I — R™ eine weitere C'-Funktion mit y(ty) = z(to)
und [§(to)| < |2(to)| = |Vf(z(to))|. Dann gilt 4 f(2(t)) < £ f(y(t)) an der Stelle
t = tg, d. h. der negative Gradientenfluss ist infinitesimal die schnellste Méglichkeit
bei gegebener Geschwindigkeit f zu verkleinern. (Global braucht dies nicht richtig
zu sein.)

Beweis. Es gilt

%(f(ﬂf(t)) - f(y(1))) . =D f(2(t0))(&(to)) — Df(y(to))(y(to))
= (Vf(z(to)), &(to)) — (VF(x(to)), y(t0))
< = |Vf(x(to))* + [V £(2(to)] - [§(to)] < 0.

Wir bemerken, dass Gleichheit genau fir @(to) = y(to) gilt. O
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Nimmt man als Norm die L?-Norm der Normalengeschwindigkeit, so erhalten
wir ein entsprechendes Resultat fiir den mittleren Kriimmungsfluss. Wir arbeiten
mit Funktionen, die sich nur auf kompakten Teilmengen unterscheiden, damit wir
bei partieller Integration keine Randterme bekommen. Ein entsprechendes Resultat
gilt aber auch fiir kompakte Losungen des mittleren Kriimmungsflusses.

Lemma 10.4.2. Sei Q@ C R" offen und beschrinkt. Sei u: Q x [0,T) — R eine
glatte graphische Losung des mittleren Krimmungsflusses, es gelte also

Vu
w=+/1+|Dul?2 div| ———— in Qx[0,T).
[Dul ( 1+|Du2> 0,7)

Sei w: Q x [0,T) — R ebenfalls glatt mit w(-,to) = u(-,to) fir ein to > 0 und
gelte u(z,t) = w(x,t) fir alle t und alle x € Q\ K fir eine kompakte Teilmenge
K € Q. Sei F so gewdhlt, dass w = \/1+ |Dwl|? - F gilt. Nehme schliefilich an,
dass die L?-Norm der Normalengeschwindigkeit F beziiglich des Oberflichenmajfes
die L?-Norm von H zur Zeit t = to in K nicht ibersteigt, dass also zur Zeit t = t

/F2 Ay < /H2 dfi,
K

K

gilt, wobei d, = /14 |Du|?dx ist und du,, entsprechend definiert ist, so dass
insbesondere dy,, = dp., = dp zur Zeit t =ty gilt. Dann folgt

d
s V' 1+ |Dul? dx < — \/1—&—|Dw|2 dx
K t=to t=to

Beweis. In der nachfolgenden Rechnung werten wir stets an der Stelle ¢ = ¢y aus.
Wir erhalten mit partieller Integration und Holderscher Ungleichung

/\/1+|Dw|2—/ (Dw, Dib) - div [ Y
dt JI+Dul? J V1+ [Dw]?

/F H\/1+|Dw|2dx

1/2
QFQdu /szu

—/HQdMZ%/\/l—HDuP,
K K

| \/

Y

wobei wir fiir den letzten Schritt die ersten Schritte fiir w im Falle F' = H wieder-
holen.

Beachte, dass wir die Abschétzung an einer Stelle machen, an der mit F' - H das
Produkt zweier Normalengeschwindigkeiten steht. t

10.5. Einige Evolutionsgleichungen.

Lemma 10.5.1. Sei Q@ C R™ offen und sei X: Q — R eine Lisung der Fvolu-
tionsgleichung X = —Fv. Dann gilt fiir die Metrik
d

dtg” = _2Fhlj
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Beweis. Wir differenzieren g;; = (X;, X;) und erhalten

d d d
g ={ =X, X. X, —X.
a9 <dt v ”>+< dt ]>

= ((=Fv)i, X;) +(Xi, (= Fv);)

= — <FiV+Fl/Z‘,Xj> — <Xi,FjI/—|—Fl/j>

= — (Fhi Xy, X;) — (X, FRY X},)

= — Fhigy; — ngkh§

= — 2Fh;;. O

Lemma 10.5.2. Sei d C R™ offen und sei X: 2 — R™*! eine Losung der Evolu-
tionsgleichung X = —Fv. Dann gilt fiir das Volumenelement dy = \/det g;; dx

d
L= —FHdp.
at a

Beweis. Wir benutzen die Evolutionsgleichung fiir die Metrik und die Differentia-
tionsregel fiir die Determinante und erhalten

d d
%d,u = %\/det gi; dx

1 d
=————detg;jg" —gu dx

2 det gij dt
= — Fy/det gijgklhkl dx
= — FHdu. O

Ohne einen formalen Beweis geben wir das Resultat an, wie sich das eingeschlos-
sene Volumen unter einer Flussgleichung dndert. Fiir eine formale Herleitung wire
zunéchst das eingeschlossenen Volumen zu definieren, dann ldsst sich die einge-
schlossene Menge beispielsweise wie folgt beschreiben: Sei €y die eingeschlossene
Menge zum Zeitpunkt ¢ = 0. Sei ¢(-,t) eine Familie von Diffeomorphismen auf
ihr Bild in R"*!, so dass 1/1(13 t) fiir simtliche Randpunkte gerade mit —Fv {iber-
einstimmt. Nun kann man die Volumeninderung von (2, ¢) bestimmen. Details:
Ubung.

Bemerkung 10.5.3. Sei M, eine Familie geschlossener zusammenhéngender Hy-
perflichen, die die Evolutionsgleichung X = —Fv erfiillt. Sei §; die beschrénkte
Komponente von R"™1\ M;. Dann gilt

d

— Q= | —Fdu.

dt‘ t| / dp
M

Heuristik zur Formel. Infinitesimal wird ein kleines Flachenstiick A mit Geschwin-
digkeit F' nach innen verschoben. Dabei féllt in Physikernotation ein Zylinder mit
Volumen |A| - F - At weg. Aufintegriert tiber M erhalten wir genau die behautete
Formel. O

10.6. Die isoperimetrische Ungleichung. Es gilt die folgende allgemeine Form
der isoperimetrischen Ungleichung. Sie besagt, dass eine gewisse Oberfliche |09
notig ist, um ein gegebenes Volumen |Q| einzuschliefen.

Theorem 10.6.1 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei Q C R™. Dann gilt

n—1

= < 109

nwl/™|Q
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Dabei steht || fiir das Lebesguesche dufiere Maf von Q und |09] fiir das (n—1)-
dimensionale Hausdorffmafs von 0f).

Wir untersuchen die isoperimetrische Ungleichung nur im folgenden glatten Fall.
Mit wg = %’T ergibt sich

Theorem 10.6.2. Sei (My)o<i<r mit My C R? eine glatte Familie von glatten
geschlossenen strikt konvexen Fldchen, die sich unter dem mittleren Kriimmungs-
fluss X = —Hv bewegen. Sei Q; C R3 offen und beschrinkt mit 80, = M, fir alle
t €10,T). Gelte || — 0 firt /T. Dann gilt

3V - || < |M,P/?
fir alle0 <t <T.

Bewets. Im eigentlichen Beweis benotigen wir zwei Ungleichungen. Die Holdersche
Ungleichung liefert

1/2
/Hdug /ldp . /szp
My M

M

1/2

Weiterhin gilt fiir jede strikt konvexe zusammenhéingende Fliche nach Korollar
9.2.2

/HQdu: /(/\1 —Ag)Qdu+/4Kdu24/KdM:4- |0B?| =4 3ws =4 - 4.
M, M, M, M,
(Ist M; nicht strikt konvex, so gilt ebenfalls die Abschétzung f H? > 16m. Dies

zeigt man, indem man iiber eine messbare Teilmenge N von M; integriert, so dass
v: N — S? bijektiv ist und K|y > 0 gilt. Details: Ubung.) Wir definieren

3/2

1 1

B(t) = ——|M]P? — Q) = —— /1d — .

Es gilt
1/2
icb(t)—L /ld /—H2d —/—Hd
dt C2Var s a K
Z\/fl Mt Mt,

Ist [H < 0, so erhalten wir %q)(t) < 0. Sonst ist [H > 0 und wir erhalten

aufgrund der vorbereiteten Ungleichungen mit Hilfe von [ H? =/ [ H?- /[ H?

1/2
d 1
2o < — H R H? Hdp <0.
720 < / dp VG / dp +/ w<0
M M, M
>1
Wegen Q| — 0 fur t /T gilt th/Ixr% ®(t) > 0. Aus £&(t) < 0 folgt d(t) > ®(s) fiir

alle t <s. Wir lassen nun s T und erhalten ®(t) > 0 fiir alle t € [0,7T). Dies ist
dquivalent zur behaupteten isoperimetrischen Ungleichung. (]

10.7. Translatierende und homothetische Lésungen. Im Kapitel {iber Mini-
malflichen haben wir bereits gesehen, dass Minimalflachen kritische Punkte des
Oberflachenfunktionals sind. Solche Zusammenhinge gibt es auch fiir translatie-
rende Losungen oder homothetische Losungen.

In diesem Kapitel wollen wir annehmen, dass alle auftretenden Hyperflichen
glatt sind und die Integrale jeweils endlich ausfallen.
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Wir zeigen zunéchst nochmals eine Richtung des Resultats fiir Minimalflichen
mit unseren jetzigen Methoden. Die andere Richtung folgt so nicht direkt, da wir
hier nur normale Verdnderungen betrachten.

Theorem 10.7.1. Sei X: Q — R eine Hyperfliche M, die ein kritischer Punkt
des Funktionals [ 1dpu ist. Dann ist X eine Minimalfliche, d. h. es gilt H = 0.
M

Beweis. Sei F': Q1 x (—¢,e) — R eine glatte Funktion, deren stetige Fortsetzung auf
x[—e¢, €] einen kompakten Triiger in Qx[—¢, €] habe und sei Y: Qx(—¢,¢) — R"*!
mit Y'(-,0) = X und Y = —Fuy.

(Achtung: Dies ist keine Evolutionsgleichung der Form Y = —Fuy, da wir die
Normale fixiert haben. Bei nicht fixierter Normale hitten wir eine partielle Diffe-
rentialgleichung. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 stimmen die Normalen jedoch iiberein und
wir kénnen die Evolutionsgleichung von du verwenden bzw. nochmals direkt analog
zu oben herleiten.)

Diese gewohnliche Differentialgleichung kann man lokal 16sen und Y ist in bei-
den Variablen glatt. Da die Eigenschaft, Immersion zu sein, unter kleinen glatten
Storungen erhalten bleibt, ist Y eine glatte Familie von glatten Immersionen, falls
wir nur annehmen, dass € > 0 klein genug ist.

Sei M; =Y (Q,t). Dann gilt zum Zeitpunkt ¢ =0

ldu= | —FHdpu.

M, M,

dt

Da X ein kritischer Punkt ist, verschwinden diese Ausdriicke. Fiir beliebige Funk-
tionen F' ist dies nur im Falle H = 0 mdglich. (]

Theorem 10.7.2. Sei X : Q — R eine Hyperfliche M, die ein kritischer Punkt

des Funktionals
/ AX) g,

M
mitn € S” und X\ € R ist. Dann ist X eine unter dem mittleren Krimmungsfluss
mit Geschwindigkeit A in Richtung n translatierende Losung (zu einer festen Zeit
betrachtet).

Bemerkung 10.7.3.

(i) Wenn wir X als translatierende Losung zu einer festen Zeit bezeichnen be-
deutet dies folgendes: Zunéchst machen wir aus X eine translatierende Lo-
sung, betrachten also X +¢An. Dann betrachten wir die mittlere Kriimmung
davon. Sie stimmt mit der von X iiberein. Nun sollte die Evolution unter
dem mittleren Kriimmungsfluss und die Translation {ibereinstimmen, also
%(X +tAn) = —Hv gelten. Dies ist i. a. wegen tangentialer Diffeomorphis-
men nicht moglich. Daher spricht man auch dann von einer translatierenden
Losung, wenn nur die Normalenkomponenten iibereinstimmen. Wir fordern
also (A, v) = (4 (X +t\n),v) = —H(v,v) = —H.

(ii) Wir haben hier gerade implizit eine Richtung als einen Vektor der Lénge
eins definiert.

Beweis von Theorem 10.7.2. Wir gehen wie bei Minimalflichen vor und erhalten
zur Zeit t =0

% /e)‘<y”7> du = /eMY’”> (M=Fv,n) — HF) dp.
My M

Somit muss 0 = A(v,n) + H gelten. O
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Theorem 10.7.4. Sei X: Q — R eine Hyperfliche M, die ein kritischer Punkt

des Funktionals
/ ax?
e 2 du

M
mit A € R ist. Dann ist M fiir A < 0 eine unter dem mittleren Krimmungsfluss
homothetisch schrumpfende und fiir A > 0 eine homothetisch expandierende Lisung
(zu einer festen Zeit).

Ublicherweise beschrénkt man sich auf die Fille A = 1.

Beweis. Gehe analog zu den Uberlegungen zu Theorem 10.7.2 vor. Details: Ubung.
O

10.8. Niveauflachenfluss.

Es gibt zwei verschiedene Varianten, den mittleren Kriimmungsfluss mit Hilfe von
Niveauflachen darzustellen. Wir beschreiben in beiden Féllen nur den reguldren
Fall. Beide Resultate gelten auch fiir Teilmengen des R™t!. Die Resultate gelten
ebenso fiir andere Normalengeschwindigkeiten F', erfordern dann jedoch die genaue
Angabe der Normalen, da in diesem Fall moglicherweise —Fv, anders als —Hv,
nicht mehr unter v — —v invariant ist.

Die erste Niveauflichenvariante ist die folgende:

Lemma 10.8.1. Sei w: R"*! x [0,T) — R eine Funktion mit Vw # 0. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt

(ii) Die Niveauflichen My = {x € R""1: w(x,t) = h} erfiillen den mittleren
Kriimmungsfluss bis auf tangentiale Diffeomorphismen, also { X, z/> =—-H,
fir beliebige Niveaus h € R.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 10.8.2.
(i) Hinweis: Ist w eine Niveauflachenlfsung des mittleren Kriimmungsflusses,
d.h. w erfiillt die Differentialgleichung aus Lemma 10.8.1, und ist X eine
klassische Losung des mittleren Kriimmungsflusses mit w(X (p,0),0) = ¢,

so rechnet man nach, dass %w(X(p, t),t) = 0 fur beliebige p gilt. Benutze
n+1
. o . BT _ F) o
dazu v® = _ﬁ sowie H = le(V) = — o;:]- s (ﬁ)

(ii) w 16st hier fiir alle Niveauflichen gleichzeitig den mittleren Kriimmungs-
fluss.

(iii) Sei w(,t) :=t+ 5|z|*. Dann ist w eine Niveauflichenldsung des mittleren
Kriimmungsflusses, denn es gilt:

w =1,
1
Wo = —Ta,
Wap = 5aﬁ7
a,, B B 1 1
wg  WOW ap  T@
(07 ) s = (577 = T ) o = #1011 =1.

Die zugehérigen Hyperflaichen M; sind schrumpfende Sphéren.
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(iv) Sei w eine Niveauflichenlosung des mittleren Kriimmungsflusses und sei
f: R — R eine beliebige C2-Funktion. Dann ist v := f o w in der Menge
Dv # 0 eine Niveaufldchenlosung des mittleren Kriitmmungsflusses. Details:
Ubung.

(v) Die Niveauflachengleichung fiir den mittleren Kriimmungsfluss ist degene-
riert parabolisch, ein Eigenwert verschwindet.

(vi) Viskositatslosungen erlauben es, Niveauflichenlosungen auch unabhingig
von Dw # 0 zu definieren und zu untersuchen. Alternativ betrachtet man
elliptische Regularisierungen der rechten Seite.

Wir kommen nun zur zweiten Variante, den mittleren Kriimmungsfluss mit Hilfe
von Niveauflichen darzustellen. Sie funktioniert nur im Falle H > 0 und arbeitet
dafiir mit zeitunabhéngigen Funktionen.

Lemma 10.8.3. Sei u: R — R eine Funktion mit Du # 0. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt
div( Yy 1
|Vul ) |Vl

(ii) Die Niveauflichen M, := {x € R""1: u(x) = t} erfillen den mittleren
Krimmungsfluss bis auf tangentiale Diffeomorphismen.

Beweis. Ubung. 0
Bemerkung 10.8.4. ,
(i) Wir kénnen die Differentialgleichung wegen div (%) = IA#I — %
auch als 2, >
D*u(Vu,Vu
Ay— —>""T " =1
BT
schreiben.

(ii) Hinweis: Ist u eine Niveauflachenldsung des mittleren Kriimmungsflusses,
d.h. u erfiillt die Differentialgleichung aus Lemma 10.8.3, und ist X eine
klassische Losung des mittleren Kriimmungsflusses mit (X (p,0)) = ¢, so
rechnet man nach, dass %u(X(p,t)) =1 fiir beliebige p gilt.

(ili) u(z) := —5=|a|? ist eine Niveauflichenlosung des mittleren Kriimmungs-
flusses, denn es gilt:
1
Uy = — —Tq,
n

. Vu . x (n+1)-1 n 1
div () = div <—) = == = .
Vu || |z| |z| [Vl

Diese Losung beschreibt Sphéren, die fiir ¢ 0 zu einem Punkt konvergie-
ren.

(iv) Die Differentialgleichung hier ist degeneriert elliptisch und wird ebenenfalls
mit Hilfe von Viskositétslosungen oder elliptischer Regularisierung unter-
sucht.

(v) Ubung: Welche Evolutionsgleichung gehort zur Differentialgleichung

div (éZ) = |Vul|?

Bestimme eine (rotationssymmetrische) Losung dieser Differentialgleichung.

Bemerkung 10.8.5. Beide Versionen von Niveaufldchenlosungen (“level-set solu-
tions”) sind fiir die Untersuchung von Losungen wichtig, die Singularititen entwi-
ckeln. Beispiel: Eine “neck-pinch”-Singularitét.
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Mit Hilfe der Niveauflichenformulierung kénnen wir eine nicht so triviale Losung
des mittleren Kriimmungsflusses erstaunlicherweise in geschlossener Form hinschrei-
ben.

Beispiel 10.8.6 (Haarnadellosung). Sei v # 0. Betrachte die Menge
M, = {(:r,y) eR?: eVt cosh(vy) = Cos(vx)} .

Dann ist M; eine Lésung des mittleren Kriimmungsflusses. Die Kurven M; sehen
fiir t < —1 wie lange Haarnadeln oder Biiroklammern und fiir ¢ T 0 wie kleine
runde Kreise aus.

Man kann die Losung lokal auch vermoge

1
y+ := — log (cos(vx) + 4/cos?(vz) — €2U2t> — vt.
v

als Graph darstellen und beim Nachrechnen, dass es sich um eine Losung handelt

;égéq(}f;) und u, = —%% als Zwischenergebnisse begegnen.

Beweis. Ubung. O

ty = Up = —

11. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUF MANNIGFALTIGKEITEN

11.1. Fliisse in Tangentialrichtung. Wir wiederholen zunéchst ein Resultat aus
Analysis III.

Theorem 11.1.1. Sei M C R™*! eine geschlossene C?-Untermannigfaltigkeit. Sei
ViR x [0,7] — R ein Ck-Vektorfeld, k > 1, das in M tangential zu M
ist, d. h. fir (x,t) € M x [0,T] gilt V(z,t) € T,M. Sei xg € M. Dann besitzt das
Anfangswertproblem

a(0) = xg

eine C*1-Losung a: [0,T) — M. « ist die einzige C*([0,T], R"*1)-Lisung dieses
Anfangswertproblems.

{a@) =V(a(t),t), tel0,T),

Beweis. Sei d (lokal) die signierte Distanzfunktion zu M. Da M von der Klasse C?
ist, ist (in einer Tubenumgebung U von M) d € C? nach Lemma 8.1.2. Wir setzen

V= %. Es gilt v € C'. Wir definieren in U x [0, T] das C'-Vektorfeld

V=V —(V,v)v.
Nach dem Satz von Picard-Lindel6f besitzt das Anfangswertproblem

at) = V(a(t),t), telo,T],
a(0) =z

eine C2-Lésung a: [0,¢) — R™*! fiir ein ¢ > 0.
Wir méchten nun zeigen, dass die Losung auf M bleibt. Es folgt fir a(t) € U

d ~
Zd(a(t) = (Vd(a(t)).a(t) = (Vd(a(t), V(a(t),t)) = 0.
Also gilt d(a(t)) = 0, solange «(t) € U gilt. Damit ist a(t) € M fiir a(t) € U.
Insbesondere folgt hieraus, dass die Menge aller ¢ € [0,¢), fir die a(t) € M gilt,
(relativ) offen ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von M ist sie aber auch relativ
abgeschlossen. Schlieklich ist «(0) = z¢ € M. Da [0,¢) zusammenhéngend ist, gilt
somit «(t) € M fiir alle t € [0, ¢).

Da V beschrankt ist, ldsst sich o mit Hilfe der &quivalenten Integralformulierung
auf [0,e] und wie oben mit Startzeit ¢t = ¢ statt ¢ = 0 iiber ¢ = ¢ hinaus fortsetzen.
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Durch Betrachten des maximalen Existanzintervalles sehen wir, dass « auf ganz
[0, T] existiert und «(t) € M fiir alle ¢ € [0, T erfiillt.
Auf M x [0,T] gilt V = V. Somit 16st a(t) auch das Anfangswertproblem

a(t) = Via(t),t), tel0,T],
a(0) = xg.

Wegen V € C! ist o die einzige C'-Losung dieses Anfangswertproblems. Die Re-
gularitdt von « folgt aus der von V. O

Bemerkung 11.1.2. *
(i) Die obige Uberlegung lisst sich auch auf hohere Kodimensionen iibertragen,
wenn man eine vektorwertige Funktion ® betrachtet.
(ii) Alternativ kann man M mit Hilfe eines Diffeomorphismusses geradebiegen.
(iii) Ist V nur auf M definiert, so kann man zunéchst V in eine Umgebung
fortsetzen. Da die Losung auf M bleibt, ist sie unabhéngig von der Wahl
der Fortsetzung.
(iv) Ist V auf M xR definiert, so iiberlegt man sich leicht, dass auch « auf ganz
R existiert.
(v) Verallgemeinere das Resultat auf nichtkompakte Untermannigfaltigkeiten
M, so dass M N By, fiir jedes R > 1 kompakt ist.
(vi) Formuliere und beweise ein Resultat iber den maximalen Fluss dhnlich wie
im Euklidischen.

Beweis. Ubung. O

11.2. Tangentialgradient. Die folgenden Uberlegungen sind eine extrinsischere
Variante und Verallgemeinerung von dem, was wir schon im Kapitel 2.4 fiir Diffe-
renzierbarkeit gemacht haben.

Definition 11.2.1. Sei M™ C R**™ eine C*-Untermannigfaltigkeit und f: M —
]@k eine Funktion. Dann heift f von der Klasse C*, falls es eine C*-Fortsetzung
f: R — RF gibt.

Bemerkung 11.2.2. Sei M™ C R™™™ eine C*-Untermannigfaltigkeit mit k& > 2

und f: M — RF eine Funktion. Sei U € R™™™ offen. Sei ¢: M NU — R™ eine
C*-Karte von M. Dann gilt f € C* genau dann, wenn f o p~! € C¥ ist.

Beweis. Ubung. Hinweis: Nutze Tubenumgebungen und eine Zerlegung der Eins.
O

Definition 11.2.3. Sei M™ C R™*™ eine C''-Untermannigfaltigkeit und f: M —
R eine Funktion. Dann definieren wir den Gradienten oder Tangentialgradien-
ten von f in x, VM f(2), als orthogonale Projektion von Vgnt1 f(:r) auf T, M C
R™*™ fiir eine beliebige C!'-Fortsetzung f von f.

Bemerkung 11.2.4.
(i) VM f ist wohldefiniert, d. h. insbesondere von der Wahl der Fortsetzung von
f unabhéngig.
(ii) Sei Ni,..., N, eine Orthonormalasis von (T,,M)=, so ist
VY f(x) = Vf(2) = Y- (V@) Ni) N
i=1

Insbesondere gilt also in Kodimension eins

VY f(2) = V(@) = (V@) v(@)) v().
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(iii) Ist {T;}1<i<n eine Orthonormalbasis von T, M, so gilt
VMf()=> (VM£T)T,.
i=1

Beweis. Ubung. (]

Definition 11.2.5. Sei M™ C R**™ eine C'-Untermannigfaltigkeit und f: M —
R von der Klasse C*.

(i) Dann heift 2o € M kritischer Punkt von f, falls VM f(zo) = 0 gilt.
(ii) Ein kritischer Punkt xg € M heifst isoliert, falls es ein & > 0 gibt, so dass
kein z € (B:(z0) \ {z0}) N M ein kritischer Punkt ist.
(iii) * Ist jeder kritische Punkt isoliert, so sagen wir, dass f nur isolierte kritische
Punkte besitzt.

Das folgende Lemma beschreibt eine Situationen, in der kritische Punkte isoliert
sind.

Lemma 11.2.6. Sei M"™ C R™"! eine lokal strikt konvexe C?-Untermannigfaltig-
keit. Sei f : R"™t — R durch f(z) = 2™t gegeben. Dann besitzt f auf M nur
isolierte kritische Punkte.

Beweis. Sei xg € M ein kritischer Punkt von f auf M. Dann gilt
0=V"f(wo) = Vf(w0) = (Vf(w0),v(x0))v(wo)

=ent1 — (€nt1, V(20))v(20).

Also ist

L=lent1] = [(ent1,¥(20))v(x0)| = [{ent1, ¥ (20))]

und somit gilt v(xg) = Lepy1. Wir nehmen ohne Einschrénkung zgp = 0 und
v(zg) = —ep41 an. Dann gilt in einer Umgebung U des Ursprungs M = graphu
fiir eine Funktion u : R™ — R mit Du(0) = 0 und D?u(0) = 0. Es folgt Du(x) # 0
fiir € U mit x # 0. Fiir solche Punkte x gilt daher v(x) # + e,41. Aufgrund der
obigen Uberlegungen ist z also kein kritischer Punkt von f. Also ist x( ein isolierter
kritischer Punkt von f auf M. O

11.3. Gradientenfliisse auf Mannigfaltigkeiten. Das folgende Resultat gilt na-
tiirlich in analoger Weise fiir t — —oo. Wir folgen [14].

Theorem 11.3.1. Sei M™ C R"™™ eine geschlossene C?-Untermannigfaltigkeit.
Sei f: M — R von der Klasse C*' und f besitze nur isolierten kritische Punkte.
Sei a = a,: R — M eine Lisung von &(t) = —VM f(a(t)) fir alle t € R mit
a;(0) =z € M.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Es existiert xg € M mit z¢ = tlim a(t).
— 00

(ii) Es gilt VM f(zo) = 0.

(iii) t — f(a(t)) ist monoton fallend.

(iv) Ist xg ein striktes lokales Minimum von f|pr, so ist

{x € M: tllgloozw(t) = xo}
relativ offen in M.

Beweis.
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(1) Aufgrund der Kompaktheit von M existiert die Losung o fiir alle ¢ € R

mit «(t) € M fur alle ¢ € R. Nochmals aufgrund der Kompaktheit gibt
es ein zg € M und eine Folge (tx)reny C R mit ¢ — oo fiir k& — oo und
klim a(ty) = xo.

— 00

(2) Wir behaupten, dass VM f(z0) = 0 gilt: Da (t) € T, )M gilt, folgt

(VM f(a(t), ~VM f(alt))) dt

—/|VMf(a(t))|2 dt.
0

Da M kompakt ist, ist f|ps beschrinkt. Wire VM f(zq) # 0, so gibe es
eine Umgebung U von g (in M) mit |V f(z0)| > € > 0. Sei § > 0 mit
Bas(zg)NM C U. Da U (und sogar M) kompakt ist, gibt es L > 0, so dass
|VMf(z)| < L fiir alle z € U gilt. Fiir groke k € N gilt a(t) € Bs(xo).
Wegen |&(t)| < L fiir a(t) € U folgt

la(t) — aulty)| < L[t =t

fiir a([ty,t]) C U. Die Inklusion gilt zunichst fiir ¢+ ~ ¢} aus Stetigkeits-
griinden, dann aber aufgrund der obigen Abschétzung auch mindestens bis
[t —ti] = % Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir ohne Einschrin-
kung tp11 >t + 2%, a(ty) € Bs(xo) fiir alle k € N und o > % annehmen.
Damit sind die Intervalle (tk — %, tr + %) C R, disjunkt. Weiterhin haben
wir in (2) gesehen, dass f monoton fallend ist. Der Grenzwert fiir ¢ — oo
existiert also und wir erhalten

~o0 < lim fla(t)) - f(a(0)

_klgrolo/vaf(a(t))f dt
0

thtg

VM f(a(t))|” dt

IN IN

I I
M i
-

IIM

I

8

Widerspruch. Somit gilt VM f(xq) = 0.

Es gilt tlim a(t) = xo: Falls nicht, so existiert, da eine Teilfolge trotzdem
— 00

gegen o konvergiert, fiir jedes hinreichend kleine € > 0 eine Folge t; — oo

mit

5
la(tar) — xo| < 3 und |a(takt1) — zo| > €.
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt es somit eine neue Folge (7% )reny C R mit
tor < Tk < tagy1 und |a(7r) — xo| = €. Da 9B (xp) N M kompakt ist,
konvergiert eine Teilfolge davon; ohne Einschrinkung gelte also a(7;) —
7. € OB (z0) fiir k — co. Wie oben erhalten wir VM f(z.) = 0.

Wiederholen wir nun dieses Argument, so erhalten wir eine Folge g5 \, 0
und Punkte ., € 0B, (x¢) mit VM f(z.,) = 0. Somit ist 2 kein isolierter
kritischer Punkt. Widerspruch.
Nimmt f in x( ein striktes lokales Minimum an, so gibt es ¢ > 0, so dass f
in Boe(z9) N M nur den kritischen Punkt zq besitzt und f(z) > f(xq) fiir
alle € Ba.(xo) N M gilt. Durch Verkleinern von € > 0 kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass B (xo) N M # § gilt. Wir setzen

hi= xE@Blar(l:Itgo)ﬂM f($)

Das Infimum wird aufgrund der Kompaktheit angenommen und es gilt h >
f(zo). Wir definieren weiter

M" .= {x € M N B.(x0): f(x) <h}.

Sei 21 € M" beliebig. Betrachte das Anfangswertproblem

{au) =-VMf(a(t), t>0,
a(0) = 1.

Da « einen negativen Gradientenfluss erfiillt, gilt f(a(t)) < h fiir alle ¢t > 0.
Wir behaupten, dass «(t) € M" fiir alle t > 0 gilt. Sonst gibe es ein
minimales tp > 0 mit a(tg) € 0B:(z9) N M, da o wegen f(a(t)) < h nie
den Teil des Randes mit f = h erreichen kann. Nach Definition von h wire
dann f(a(tg)) > h. Widerspruch.

Aufgrund der obigen Beweisteile existiert tlggo a(t) =t Too. Da o in M"
bleibt und z, ein kritischer Punkt von f|/ ist, folgt a(t) — z fiir t — oc.
Die Menge M" ist also eine offene Umgebung von z und alle Lsungen von
a(t) = =VM f(a(t)), die a(ty) € M" fiir ein tg € R erfiillen, konvergieren
fiir t — oo gegen xg.

Sei y € M ein weiterer Punkt mit tlggo ay(t) = xo, wobel wir mit «,
eine Losung mit a(0) = a,(0) = y bezeichnet haben. Dann gibt es ein
T >0 mit oy (T) € M h_ Da Losungen stetig vom Anfangswert abhéingen
und M" (relativ) offen ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Bs(y) auch
a.(T) € M" gilt. Daraus folgt tli}m o, (t) = zo. Wir erhalten die behauptete
Offenheit. = 0

11.4. Globale Konvexitit. Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass lokal
strikt konvexe C2-Untermannigfaltigkeiten auch global konvex sind. Beachte, dass
solch ein Resultat fiir immersierte Mannigfaltigkeiten schon im Fall n = 1 i. a. falsch

ist.
Zur Erinnerung:

Definition 11.4.1. x Sei K C R"*! eine Menge. Dann heifit K (global) konvex,
falls es fiir jeden Punkt g € OK eine affin lineare Funktion f # 0 mit f(xzo) =0
und K C {z € R"™!: f(x) > 0} gibt.

Wir folgen nochmals [14].

Theorem 11.4.2. Sei M™ C R"*! cine geschlossene zusammenhingende lokal
strikt konvexze C2-Untermannigfaltigkeit. Dann ist M™ (global) konvex.
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Beweis im Fall m > 2. Sei M nicht global konvex. Dann gibt es einen Punkt x; €
M, so dass fiir jede affin lineare Funktion f: R"*! — R mit f(x;) = 0 auch ein
Punkt z € M mit f(z) < 0 existiert. Wéhle nun eine affin lineare Funktion f mit
f(xz1) =0und {y € R"*!: f(y) =0} = T,,, M, so dass f in x¢ ein lokales Minumum
besitzt (benutze dazu die lokale Normalform). Ohne Einschrénkung diirfen wir nach
einer Rotation annehmen, dass f(y) = y"*! gilt. Nach Annahme gibt es * € M
mit f(x) < 0. Da M kompakt ist, besitzt f|y; ein Minimum in einem Punkt z
mit f(x9) < f(x) < f(x1) = 0. Seien x1,...,zy alle lokalen Minima von f. Dann
gilt N > 2. Nach Lemma 11.2.6 sind alle diese kritischen Punkte isolierte kritische
Punkte von f. Daher sind es auch nur endlich viele. Seien U; die nach Theorem
11.3.1 in M relativ offenen Mengen, die aus den Punkten x € M bestehen, so dass
die Losungen

a(t) = —VM f(a(t)), 20,
a(0) =z

fir t — oo gegen x; konvergieren. Sei Z die nach Lemma 11.2.6 endliche Menge

der lokalen Maxima von f|a;. Da Losungen « genau dann gegen einen Punkt in Z

konvergieren, wenn sie in Z starten, gilt

N
M=zulJU
i=1
und alle diese N + 1 Mengen sind paarweise disjunkt. Wegen n > 2 ist M \ Z
zusammenhéngend, sogar wegzusammenhingend (betrachte eine lokale Graphen-

N
darstellung um die isolierten Punkte in Z). Somit haben wir M \ Z mit |J U; als

i=1
disjunkte Vereinigung von offenen nichtleeren Mengen dargestellt. (Die Mengen U;
sind sogar wegzusammenhéngend.) Wegen N > 2 erhalten wir einen Widerspruch

dazu, dass M \ Z zusammenhéingend ist. O

12. GEODATISCHE
12.1. Geodéatische auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition 12.1.1. Sei M C R*"*! eine C2-Untermannigfaltigkeit. Sei « : (a,b) —
R eine C?-Kurve mit a(t) € M fiir alle ¢ € (a,b). Dann heilt o Geoditische,
falls

a(t) S (Ta(t)M)J_
fiir alle t € (a,b) gilt.

Bemerkung 12.1.2.

(i) In der Definition haben wir die Dimension von M nicht vorgegeben. Auch
M = R™"! ist moglich. Wir schreiben auch « : (a,b) — M. Manchmal
betrachten wir auch Geodétische auf halb offenen oder abgeschlossenen
Intervallen.

(ii) Physikalische Interpretation: Beschreibt «(t) die Lage eines Massenpunk-
tes auf M zur Zeit ¢, so ist ma = F die auf den Massenpunkt wirkende
Kraft. Die Bedingung dé(t) € (Ta(t)M)J' besagt also, dass keine tangentia-
len Krifte auf den Massenpunkt wirken. In normaler Richtung wirken die
Zwangskrafte, die den Massenpunkt auf M halten.

Im Falle M = R"*! lautet die Bewegungsgleichung ¢ = 0 und beschreibt
die Bewegung eines Massenpunktes, auf den keine Kréfte wirken.

(iii) Geometrische Folgerung: Definiere «(t) := zg + t(x1 — xo) fiir g # 1 €
R und t € [0,1]. Dann ist « eine Geodiitische mit Linge L(a) = |z1—0.
Sei y : [0,1] — R**! eine weitere C1-Kurve mit y(0) = z und y(1) = 1.
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Dann gilt aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung

1
— /‘y |dt>/<y(t)7x1 _x0>dt
) lz1 — 20

(y( ), T1 — 1’0> (y(0), z1 — x0)
|21 — 2o

2
_ |z — o _ |21 — zo| = L(a).

|21 — 2o
Somit ist o die Kiirzeste C'-Kurve, die zy und x; verbindet. Wir werden
spater sehen, dass Geodétische, eingeschréankt auf kleine Intervalle, ebenfalls
die Lange zwischen ihren Endpunkten minimieren. Wir sagen daher, dass
Geodatische lokal Kiirzeste sind.

Proposition 12.1.3. FEine Geoddtische ist proportional zur Bogenlinge parametri-

siert.

Beweis. Es gilt £|a(t)]? = 2(a(t), a(t)) = 0. 0

Beispiele 12.1.4.

(1)

(v)

Seien u,v € R"™ und a(t) = u + vt € M fiir alle ¢ € (a,b). Dann ist « ein
Geradensegment und eine Geodéatische.

Seien u,v € R™! orthonormale Vektoren. Dann ist der Grofkreis a :
(a,b) — S™ mit «(t) = cost - u+sint - v eine Geodatische.

Sei M = S' x R C R? ein Zylinder. Dann ist fiir beliebiges h € R die
Spiralkurve « : R — M, t — (cost,sint, ht) eine Geoditische, da

a(t) = (—cost,—sint,0) € (Ta(t)M)J'

gilt. Wickeln wir den Zylinder auf die Ebene R? ab, so wird aus der Spi-
ralkurve « eine Gerade, also ebenfalls eine Geoditische. Es gilt allgemein,
dass Isometrien ®: M — M Geodétische auf Geoditische abbilden. Dabei
ist es irrelevant, wie M im Raum liegt. Wir sagen daher, dass die Eigen-
schaft, Geodétische zu sein, nur von der inneren Geometrie von M, also der
Metrik, abhéngt. Solche Dinge werden wir auch fiir abstrakte Mannigfaltig-
keiten untersuchen. Weitere Beispiele, die nur von der inneren Geometrie
abhéngen, sind die Lénge einer Kurve oder der Abstand zwischen zwei
Punkten.

Auf dem Ellipsoid

22 2,2
M{($,y,Z)ER31 a2+z2+021}

ist jede proportional zur Bogenlidnge parametrisierte Kurve, die in einer
der Koordinatenebenen {x = 0}, {y = 0} oder {z = 0} verlduft, eine
Geodatische.

Sei E eine der Koordinatenebenen. Aus Symmetriegriinden gilt v(a(t)) €
E fiir alle ¢. Die Vektoren &(t) und v(a(t)) bilden somit eine Orthonormal-
basis von E. Aus a(t) € E fiir alle ¢ folgt auch &(¢) € E. Schlieflich gilt
(c(t), &(t)) = &L|é(t)|]> = 0. Daher ist é(t) proportional zu v(z(t)).
Bestimme auf dem durch die Gleichung

Ba® +y?) =2°
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im R? definierten Kegel Geodétische, die keine Geradenstiicke sind. Benutze
dabei eine lokale Isometrie zu .RQ fiir eine Vermutung iiber das Aussehen
dieser Geodétischen. (Details: Ubung.)

Theorem 12.1.5. Sei M C R"™! eine Untermannigfaltigkeit. Seien p € M und
V e T,M. Dann gibt es genau eine mazimale Geoddtische oo mit a(0) = p und
a(0)=V.

Ohne explizite Regularitdtsangabe gehen wir stets davon aus, dass alle Daten
glatt sind.

Beweis. Wir leiten zunédchst eine gew6hnliche Differentialgleichung fiir « her. Ist «
eine Geodatische auf einer Hyperflache, so gilt

a(t) = (a(t), v(a(t))) via(t)).
Aus (&(t),v(a(t))) = 0 erhalten wir

Oben eingesetzt erhalten wir also

(12.1.1) a(t) = —(a(t), Dv(a(t))(a(t))) - v ((alt)) -

Sei nun (lokal) M = f~1({0}) eine Niveaufliichendarstellung. Wir setzen v vermoge
V= % in eine Umgebung von M fort. Nach dem Satz von Picard-Lindel6f besitzt
die obige Differentialgleichung fiir o eine eindeutig bestimmte maximale Losung o
fiir die Anfangswerte «(0) = p und &(0) = V. Daher folgt die Behauptung, falls
a(t) € M fiir alle ¢ gilt.

Es gilt
*f( () = (Vf(a(t), a(t))
=(Vf(at),v(a(t)) - (v(at)), &t))
=|Vi(a®) - (v(at)), a(t)).

Wir definieren g(¢t) := (v(«a(t)), &(t)) und erhalten
9(t) = (Dv(a(t))(a(t))) + (v(a(t)), dt)) =0

aufgrund der Differentialgleichung fiir . Somit folgt g(t) = ¢(0) = 0 fiir alle ¢
und daraus 2 f(a(t)) = 0 sowie f(a(t)) = f(a(0)) = 0. Daher gilt a(t) € M fiir
alle ¢. ]

~—

)
)

Beispiele 12.1.6. In den folgenden Beispielen verzichten wir auf die Angabe der
Parametrisierungen und geben dhnlich wie bei Hyperflichen nur das Bild an.

(i) Auf S™ sind alle Geodétischen Teile von Grofkreisen, da fiir beliebige p €
S,V € T,,S™ ein Grofkreis, also ein Geodatische, mit diesen Anfangsdaten
existiert.

(i) Mit einer analogen Begriindung erhalten wir, dass auf dem Zylinder S' x R
simtliche Geoditischen durch Spiralkurven, durch zu Kreisen S' x {z} oder
durch zu Geraden {p} x R degenerierten Spiralkurven gegeben sind.

Definition 12.1.7. Eine Untermannigfaltigkeit heifit geodatisch vollstdndig, wenn
jede maximale Geodatische auf ganz R definiert ist.

Beispiele 12.1.8.
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(i) S*, S"~! x R, und R"*! sind geoditisch vollstindig. Wir kennen alle Geo-
détischen und wissen, dass sie auf ganz R definiert sind.

(ii) S™\{p} fir ein beliebiges p € S™ ist nicht geodétisch vollstindig, da jede
maximale Geodatische durch —p ein Grofkreis ist, der auch durch p lduft.

(iii) R"T1\{0} ist nicht geoditisch vollstindig.

(iv) Bi(0) ist nicht geodétisch vollstandig.

(v) {(z,y,2) € R®: 22 + y? = 22,2 # 0} ist nicht geodétisch vollstindig, da
a(t) = (,0,t), t > 0, eine maximale Geoditische ist.

Theorem 12.1.9. Sei M C R™*! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei
M als metrischer Raum mit der von der euklidischen Metrik induzierten Metrik
vollstindig. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

Beweis. Sei ao: I — M eine maximale Geodétische. Wir diirfen nach Umparame-
trisierung vermoge a(At), A > 0, ohne Einschrénkung annehmen, dass « nach der
Bogenldnge parametrisiert ist: |&(t)| = 1.

Angenommen es gilt sup! =: T' < o.

Aus |a(t)] =1 folgt

a(t) — a(s)| < /|a<7>|d7 S

Dahel“ eXlS‘lerl
p = 11]“ (6% t Rn

Da M als metrischer Raum vollsténdig ist, folgt auch p € M. Mit der Differential-
gleichung (12.1.1) und |&(¢)| = 1 erhalten wir fiir grofe s <t < T

|a(t) — a(s)|

f () dr| < / () dr = / (6(r). Dula(r)(@(r))] dr

t
g/ \Du(a(r)|dr < sup |Dv|-|t—sl,
s Bs(p)ﬁM

falls a(7) € Be(p) fiir alle 7 > s gilt. Wir nehmen nun an, dass € > 0 so klein

gewdhlt ist, dass sup |Dv| < oo gilt. Wir erhalten daraus, dass auch
B.(p)NM

V= lim a(t) € R"*!
t T
existiert. Im Grenziibergang iiberlebt auch die Orthogonalitéitsbedingung

Vo(p) = Jim (6(0), w(a(0) = 0
Somit gilt V € T, M.
Sei 8:[0,6) — M eine Losung der Differentialgleichung (12.1.1) mit Anfangs-

werten 3(0) = p und 3(0) = V. Die Differentialgleichung (12.1.1) ist wegen
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Zunéchst ist

. a(t), t<T,
7("‘)'_{m—:r), T<t<T+0

eine C'-Kurve auf M. Damit 16sen nicht nur o und 3, sondern auch v die Inte-
gralgleichung, insbesondere nahe t = T'. Daher ist auch v € C? und ~ 16st (12.1.1).
Daher war T' < oo nicht maximal. Widerspruch. Somit ist M geodétisch vollstén-
dig. O

Korollar 12.1.10. Sei M € R**! eine geschlossene n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

12.2. Kovariante Ableitung, Parallelverschiebung. Wir nehmen wieder an,
dass alle betrachteten Objekte glatt sind.

Definition 12.2.1. Sei M eine regulire Hyperfliche. Sei o : I — M eine Kurve.
(i) Dann heift X : I — R"*! ein (tangentiales) Vektorfeld lings «, falls
X(t) e ToanyM
fiir alle t € I gilt.
(ii) Die kovariante Ableitung von X lings « ist das (tangentiale) Vektorfeld

70 = T0 = (val), G 0)) va(0),

also die Projektion von X auf TowyM.

Beispiel 12.2.2. o ist genau dann eine Geoditische, wenn £ ¢(t) = 0 gilt.

Lemma 12.2.3. Fir die kovariante Ableitung von (tangentialen) Vektorfeldern
X, Y und fiir eine Funktion f: I — R gelten
(i) 2(x+Y)=2Xx + Dy,
(i) Z(fX)=&fX+[5X,
(iii) 2(X,Y)=(2X. V) + (X, 2Y).

Beweis. Benutze die entsprechenden Eigenschaften der Ableitung aus der Analysis-
Vorlesung und die Definition der kovarianten Ableitung. Beispielsweise gilt:

d . . D D
—(X,Y)=(X,Y X,Y)=(=-XY X, =Y
dt< ) < ’ >+< ’ > <dt ’ >+< T dt >

da X (t),Y(t) € To)M gilt. Dies liefert (iii). O

Definition 12.2.4. Ein Vektorfeld X ldngs « heifit parallel lings «, falls %X =0
gilt.

Beispiel 12.2.5. Sei a eine Geoditische. Dann ist & langs « parallel.

Proposition 12.2.6. Seia: I — M eine Kurve und seien X,Y lings o parallele
Vektorfelder. Dann gelten

(i) X +Y und aX, a € R, sind ebenfalls langs o parallele Vektorfelder.
(i) Insbesonder bilden die ldngs o parallelen Vektorfelder also einen Vektor-
raum.
(it3) | X (t)| ist konstant.
(iv) (X(t),Y(t)) ist konstant. Insbesondere ist also auch der Winkel ~(t) zwi-

_ (X®,Y(®)

schen zwei nichtverschwindenden Vektorfeldern mit cos~y(t) = OO

konstant.

Beweis.
(i) Klar.
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(ii) Klar.
(iii) Dies folgt aus ((iv)).
(iv) Es gilt £(X(t),Y (1)) = (22X (1), Y (1)) + (X(t), 5V (t)) = 0. O

Theorem 12.2.7. Sei M eine Hyperfliche und o : I — M eine Kurve. Sei 0 € T
und a(0) = p. Set Xo € T,M. Dann gibt es genau ein ldngs o paralleles Vektorfeld
X mit X(0) = Xp.

Beweis. Nach Definition der kovarianten Ableitung und mit (X (¢),v(a(t))) = 0
erhalten wir

X(t) = 2 X() + (X (1), v(a(®)v(a(®))
- %X(t) + %(X(t), v(a(t))v(alt)) — <X(t), jt”(o‘(t))> v(a(t))
D d

=50 = (X(0), Grlal) ) va(0),

Daher muss jedes lings « parallele Vektorfeld X die gewohnliche Differentialglei-
chung

X(0) = - (X0, Grtal))viat)

erfiillen. Dies ist eine lineare gewOhnliche Differentialgleichung. Daher gibt es eine
globale Lésung X () € C* (I,R™*1). Aus dieser Differentialgleichung folgt auch,
dass Y'(t) tangential bleibt, da

GO a) = (X0, v(a(0) + (X0, Fria(t) ) =0

gilt. 0

Korollar 12.2.8. Sei M C R"*! eine Hyperfiiche und o : I — M eine Kurve.
Dann bilden die lings « parallelen Vektorfelder X einen n-dimensionalen Vektor-
raum.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die parallelen Vektorfelder lings « einen
Vektorraum bilden. Sei tg € I. Dann ist X eindeutig durch X (¢¢) bestimmt. Somit
ist der Vektorraum n-dimensional. O

Beispiel 12.2.9. Sei a : R — S? der Aquator auf der Sphiire mit «(t) = cost-e; +
sint - es, wobei e, eg, e3 die Standardbasis des R? bezeichnet.
Dann gilt
Ta(t)S2 = <d(t)a €3>'
Jedes ldngs « parallele Vektorfeld X hat die Form
X(t)=a -d(t) +co-e3
mit C1,Cy € R.

Beweis. Wegen &(t) L es L at) L &(t) ist klar, dass &(¢) und e3 den Tangential-
raum Ta(t)Sz aufspannen. ¢ ist parallel, da « eine Geodétische ist. Da ez € Ta(t)Sz
ist, konstante Lange hat und stets senkrecht auf &(t) steht, ist es ein paralleles
Vektorfeld lings «. Da die parallelen Vektorfelder lings « einen 2-dimensionalen
Vektorraum bilden, hat X die angegebene Form. O

Definition 12.2.10. Sei o eine Kurve in einer Hyperfliche M C R™*!. Seien
p=a(0) und ¢ = «(1). Sei Xy € T, M und X das parallele Vektorfeld langs o mit
X (0) = Xo. Dann definieren wir die Parallelverschiebung

Po: T,M — T,M
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durch

Theorem 12.2.11. Die Parallelverschiebung ist ein isometrischer Vektorraumiso-
morphismus.

Beweis. Da parallele Vektorfelder langs « einen Vektorraum bilden, folgt die Linea-
ritdt. Aus | X (0)| = |X(1)] erhalten wir, dass P, die Norm erhélt und insbesondere
injektiv ist. Wegen dim T, M = dimT,M < oo ist P, damit auch surjektiv. Somit
ist P, ein Vektorraumisomorphismus. O

Bemerkung 12.2.12.
(i) Die Parallelverschiebung entlang eines stiickweise glatten Weges o + ... +
o definieren wir durch P,, o...0 P,,.
(ii) Die Parallelverschiebung P, héngt nicht nur von «(0) und «(1), sondern
auch vom Weg dazwischen ab, selbst bei Geoditischen. (Details: Ubung.)

12.3. Geodétische als Objekte der inneren Geometrie von Hyperflichen.

Lemma 12.3.1. Sei X: Q — R eine immersierte C?-Hyperfliche. Sei o: I —
Q eine C?-Kurve, so dass 3 := X o« eine Geoddtische in X (Q) ist. Dann gilt

&'+ a*alTi, oa = 0.
Beweis. Aus 3(t) € (Th X (€))* erhalten wir <B(t), Xj(a(t))> —0fiirallete ]
und alle 1 < j < n. Es folgt
0= (A1), X;(a(t)) " (a(1)
— { a(X(al). X,(0(0) ) " (a(0)

< jt (Xk<a<t>>a’“<t>) ,Xj<a<t>>> ¢ (a(®)

+0+1I7% (a(t))dk(t)dl(t)grj(a(t))gji(a(t))
=d ( ) + Tha(a(t)a® (1) (1)
wie behauptet. 1

Korollar 12.3.2. Seien X, X: Q — R immersierte C2-Hyperflichen, so dass
fir die induzierten Metriken g und g

9i5(x) = gij(x)
fiir alle x € Q und alle 1 < 1,5 < n gilt. Sei a: I — Q eine C?-Kurve. Dann ist

X oa genau dann eine Geoditische in X (Q), wenn X o« eine Geoditische in X ()
18t.

Beweis. Aus g = g folgt auch, dass die zugehorigen Christoffelsymbole iiberein-
stimmen. Somit erhalten wir die Behauptung aus Lemma 12.3.1. O
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Da die Eigenschaft, Geodétische zu sein, somit nicht von der Einbettung und nur
von der Metrik abhéngt, sagen wir, dass Geodétische ein Objekt der inneren Geo-
metrie sind und geben daher die folgende Erweiterung unserer bisherigen Definition
einer Geodétischen. Wir lassen den Nachweis als Ubung, dass dies auch in hoherer
Kodimension richtig ist. Bisher haben wir X o « als Geodétische bezeichnet, nun
bezeichnen wir auch « als Geodétische.

Definition 12.3.3. Sei Q C R” offen mit einer Metrik (g;;) und Christoffelsymbo-
len (T%,). Sei a: I — € eine C2-Kurve. Dann heifit o eine Geodétische, falls

&' (t) + Tjyg (a(t))a™ (e (t) = 0
fir alle 1 <7 <n und alle t € T gilt.
12.4. Kovariante Ableitung und Parallelverschiebung.

Lemma 12.4.1. Sei X: Q — R eine immersierte C?-Hyperfliche. Sei o: I —
Q eine C'-Kurve und sei vy := X oa. Sei Y € C*(I,R"*1) ein Vektorfeld lings -,
gelte also Y (t) € Ty X(Q) fir alle t € I. Gelte Y (t) = v'(t)X;(a(t)). Dann ist
vi(t) = (Y(t), X;(at)))g (a(t)) und fir die kovariante Ableitung von Y lings v
gilt
Dy
dt
Beweis. Die Vektoren X;(a(t)) bilden eine Basis von T’ ;) X (€2). Somit ldsst sich je-
des Vektorfeld lings v in der Form Y (t) = v*(¢) X;(«(t)) mit geeigneten Funktionen
v’ darstellen. Bilden wir das Skalarprodukt mit Xk, so erhalten wir (Y, X;) = v'g;;.
Somit gilt v* = (Y, X;)g**. Es gilt daher v* € C(I) fiir alle 1 <4 < n.
Nach Definition der kovarianten Ableitung ist %Y der tangentiale Anteil von
4y . Wir schreiben Y = 4V, v* = 447, ... und erhalten aus Y (t) = v(t)X;(a(t))
Y :’U’LXZ =+ ’UiX’ijO.éj
=0'X; + v (X5 + I}, Xp) &

=% X, +v'ed (—hijl/ + FZ—X}C) .

= (0¥ + T ! X

Somit gilt

D . i<
Y = (0% + ' &I TY,) Xe. O

Korollar 12.4.2. Sei X: Q — R"*! cine immersierte C?-Hyperfliche. Sei o: I —
Q eine Ct-Kurve und sei v := X oa. Sei Y € CH(I,R" 1) ein Vektorfeld lings ~y
mit Y () = v (t) X;(a(t)).
(i) Dann ist Y genau dann lings v parallel, wenn
W+ '@/ T oa=0
fiir 1 <k <n auf ganz I gilt.
(ii) Ist v € C? (oder a € C?), dann ist v ganau dann eine Geodditische, wenn
ak + dio'zjl"fj oa=0

firl <k <mn auf ganz I gilt.

Beweis. (i) Klar.
(ii) Es gilt ¥ = X;6* und ~ ist genau dann eine Geoditische, wenn + lings
parallel ist. O

Bemerkung 12.4.3. Dies zeigt, dass die Eigenschaft eines Vektorfeldes, ldngs einer
Kurve parallel zu sein, oder die Eigenschaft einer Kurve, eine Geodétische zu sein,
nur von der inneren Geometrie abhéngt.
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Daher definieren wir (wobei die Definition einer Geodétischen natiirlich nur eine
Wiederholung ist)

Definition 12.4.4. Sei 2 C R™ offen und sei (g;) eine Metrik auf Q. Seien (I';
die Christoffelsymbole zur Metrik (g;;). Sei a: I — Q2 eine C'-Kurve und sei Y (¢)
Yi(t) ai,; ein Vektorfeld lings a, d. h. wir betrachten Y () als Element von Ty ;)
R™. Dabei ist aami eine alternative Notation fiir das Standardbasiselement e;.

~—

1l

(i) Dann heifit Y ldngs « parallel, falls
YE+ Y6 0o =0
fir alle 1 < k < n auf ganz I gilt.
(ii) Ist o € C?, so heifit o Geodétische, falls

ar —|—0'zic'vjffj oa=0
fir alle 1 < k < n auf ganz I gilt.

Diese Definition kénnen wir auf den Fall anwenden, dass wir von einer Immersion
X : Q — R” eine Metrik und Christoffelsymbole auf € bekommen. Auch anwendbar
ist sie auf den Fall, dass wir eine Metrik ohne eine Immersion haben. Dies ist wie
folgt definiert:

Definition 12.4.5. Sei 2 C R™ offen. Dann heift g: Q@ — Ly(R™;R), wobei
L>(R™;R) der Raum der bilinearen Abbildungen von R™ (was wir mit T, identi-
fizieren) nach R ist, eine (Riemannsche) Metrik auf 2, falls g stetig ist und fiir alle
z € 2 und alle v,w € R”

(1) g(z){v,v) >0 fiir v # 0 und

(i) g(z){v, w) = g(x)(w,v)
gelten.

Bemerkung 12.4.6.
(i) Dies besagt, dass wir jedem z € Q in stetiger Weise ein Skalarprodukt
zuordnen.
(ii) Jede durch eine Immersion X: Q — R* induzierte Metrik auf Q ist auch
eine Metrik im obigen Sinne.
(iii) Umgekehrt ist auch jede Metrik im obigen Sinne durch eine Immersion

X:Q— R
k geniigend groft, induziert. Eine Verallgemeinerung davon hat John Nash

(A beautiful mind) mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen gezeigt.

Definition 12.4.7. Sei X:  — R?*! cine eingebettete C2-Hyperfliche. Sei py €
X () und sei YV € T}, X(€2). Sei Z ein Vektorfeld auf X (£2), d.h. eine Abbildung
Z: X(Q) = R*"™! mit Z(p) € T,X(Q) fiir alle p € X(£2). Dann definieren wir die
kovariante Ableitung von Z in Richtung Y an der Stelle pg € X (£2) durch

Vy Z(m) = 3 (Z07)0),

wobei v: (—¢,¢) = X (Q) eine C*-Kurve mit v(0) = po und 4(0) =Y ist.

Lemma 12.4.8. Die kovariante Ableitung Vy Z hdngt nicht von der speziellen
Wahl von v ab.

Beweis. Sei Z o X = v'X; mit v: Q — R"™. Sei v := X Lo~: (—¢,e) — €, so dass
v =X oa gilt. Sei 2y € Q mit X () = pg. Dann gelten «(0) = 29 und &(0) = w,
wobei w € R™ so gewihlt ist, dass Y = w'X;(xq) gilt. Beachte, dass w von der
speziellen Wahl von v unabhéngig ist. Es gilt

(Zoy)(t) = (Z o X 0a)(t) = v'(at)) Xi(at))-
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Nach Lemma 12.4.1 erhalten wir mit v* o « statt v® dort

(12.4.1) VyZ(po) = %(Z ©7)(0)

d , _
= (0000 + (a0} O () ) Xi(oo)
— (555 (@) (0) + v/ a0} 01T a0) ) X (20)
ok . i _—
= @(xo)uﬂ + 0" (wo)w’ Ty (w0) | Xk (20)-
Dies héngt nicht von der speziellen Wahl von ~ ab. (]

Hieraus folgt direkt

Theorem 12.4.9. Secien Y, Z, 71, Zy glatte Vektorfelder auf X () und sei f €
C*®(X(9)). Dann gelten
(i) Vy(Z1+ Z2) = VyZ1 + Vy Zs,
(it) Vy(fZ) =(VMfY)Z + fVyZ und
(iii) Vv Z = fVy Z.

Beweis. Nach (12.4.1) sind die Behauptungen fir Vy(Z; + Z3) und Vv Z klar.
Gleichung (12.4.1) wollen wir auch fiir Vy (fZ) benutzen. In der dortigen Notation
miissen wir v* durch fv’ mit f o X = f ersetzen und erhalten

o)
Vy(fZ)(po) = W(%)w] + fo'(zo)w! T} (o) | Xk(wo)

(- T 2)(po) + o5 (oo (o) X (o)

= (Vv 2)(po) + o o) 2 po).

Weiterhin gilt fiir eine Fortsetzung f von f

of  9(fo 9(fox ,
2T oyt = AL ) = 20ex) i e
.
— S (w0 X w0
= (V" (o). Y ) = (VM f(p0). Y ) -
Die Behauptung folgt. U

ANHANG A. LINEARE ALGEBRA IN KOVARIANTER NOTATION

Ein Hinweis vorweg: Dieser Abschnitt ist als eher umgangssprachlich und erklé-
rend als als streng formal mathematisch aufgebauter Text geschreiben und auch
entsprechen zu lesen. Dementsprechend nutze ich auch gelegentlich eine eher um-
gangssprachlichere Wortwahl.

Wir betrachten nur den Modellfall V' = R™ mit Dualraum V*. Lineare Alge-
bra dieser Art macht man nun in jedem Punkt. Statt Vektoren in V' betrachtet
man dann Vektoren im Tangentialraum. Im Euklidischen kénnte man auch das
Kroneckerdeltas d;; statt g;; betrachten.
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Um Dinge der linearen Algebra kovariant zu notieren, muss man sich nur merken,
dass man Vektoren in V' mit oberen Indices bezeichnet und dass man bei der Ein-
steinschen Summenkonvention iiber doppelt auftretende Indices summiert, wenn
sie einmal oben und einmal unten stehen.

A.1. Vektoren und Endomorphismen. Sei x € V ein (Spalten-)Vektor:

T = = (Ii)1gign

x'll

in verschiedenen Schreibweisen. Sei A: V' — V eine lineare Abbildung. Dann erhélt
A einen Vektor, also ein Objekt mit einem oben stehenden Index, und liefert wieder
einen Vektor, natiirlich wieder mit einem oben stehenden Index. Setze y := Ax € V.
Dann gilt

y? al ... al x!
y" ay an/ \2"

Dabei sind die Eintrdge der Matrix, anders als in vielen Linearen Algebravorle-
sungen — in meinen Skripten benutze ich auch die kovariante Noation — mit einem
oberen und einem unteren Index versehen. Mit Summenkonvention schreiben wir
némlich fiir die Zeilen in der obigen Matrixgleichung

i i
y' = ajr’.

Der Index j steht hier unten, damit die Summenkonvention greift; der Index i steht
oben, denn es soll ja wieder ein Vektor herauskommen. Dies entspricht dann einem
(k,1)-Tensor mit k =1 = 1, also einem Objekt mit £ = 1 oberen und [ = 1 unteren
Indices.

A.2. Basen und der Dualraum. Nutzen wir
0

€; =

o = O

0
mit der Eins in der i-ten Zeile, so bilden die Vektoren e;, 1 < i < n eine Basis von V.

Fiir einen Vektor x € V erhalten wir passend zur Einsteinschen Summenkonvention,
daher mit unteren Indices bei den e;’s,

T = e’
Elemente des Dualraumes V* bezeichnet man auch als Kovektoren, (0,1)-Ten-

soren oder Formen. Fiir den Dualraum koénnen wir eine Basis aus Vektoren e,
1 < i < n, wihlen, die duale Basis, so dass

el(ej) = 65
fir alle 1 < 4,5 < n gilt. Die Position des Indexes 7 ist hier zunéchst einmal beliebig.

Wichtig ist nur, dass jeder der beiden Indices auf beiden Seiten der Gleichung jeweils
oben oder unten steht. Diese Basisvektoren sind als Zeilen durch

=0 ... 010 ... 0
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mit 1 an der i-ten Stelle gegeben. Dann ergibt sich die Beziehung €’ (e;) = 5; aus
der Multiplikation des Zeilenvektors mit dem Spaltenvektor, wobei in der Vektor-
notation die Reihenfolge relevant ist. Analog zu V stellen wir einen Vektor

§= (51 ce gn)
im Dualraum als
£=el
dar.

Nun wenden wir in der obigen Notation £ € V* auf z € V an und erhalten ein
Ergebnis in R. Wir betrachten also die Abbildung V* x V' — R. Es gilt

() = el&ieja’) = Galel(e;) = &l 6 = &',
wobei wir die Linearitdt benutzt haben. Da rechts nur noch ein oberer und ein
unterer Indes stehen, iiber die wir summieren, ergibt sich hier eine reelle Zahl. Es
bleiben also keine freien Indices stehen, iiber die nicht summiert wiirde. Dies zeigt,

dass wir die Indexstellung im Dualraum so gewéhlt haben, dass sie zum Bisherigen
passt.

A.3. Bilinearformen. Sei g: V x V — R eine Bilinearform und G: V* x V* - R

eine weitere Bilinearform. In der linearen Algebra werden Bilinearformen ebenfalls

durch Matrizen dargestellt. Dies sollte man aus Kovarianzgriinden aber besser nicht

kommentarlos machen, da wir Matrizen ja bereits fiir Endomorphismen benutzt

haben. Es wird die Transposition benétigt: Aus g(x,y) wird in Matrixschreibweise
a! ! gir .- YGin y'

n n

x gni co+ YGnn Yy

An der nétigen Transposition sieht man, dass diese Matrixdarstellung aus Kovari-
anzgriinden nicht so schon ist. Transponieren entspricht dem Ubergang von einem
Zeilen- zu einem Spaltenvektor oder umgekehrt bzw., wie wir gleich noch sehen wer-
den, dem Heben oder Senken eines Indexes mit Hilfe des Kroneckerdeltas (d;;);;
oder (6%7), .

Dabei ergeben sich die Matrixeintrige aus

9ij = 9(eire5).
Wir schreiben daher
gijz'y’.

Betrachten wir nun die Abbildung y — g(-,y). Sie bildet y € V auf ein Objekt
ab, das, auf einen Vektor aus V angewandt, eine Zahl liefert. Somit handelt es sich
um eine Abbildung

Vaoy—g(y eV
Bei der Schreibweise
9i;y’
sehen wir direkt, dass das Ergebnis ein Objekt mit einem freien unteren Index ist. So
etwas haben wir fiir die Komponenten eines Objektes im Dualraum V* verwendet.
Die Bilinearform g ist ein (0,2)-Tensor, da sie zwei untere Indices hat. Geméf den
obigen Ausfiihrungen kénnen wir sie sowohl als Abbildung

VxV >R

als auch als Abbildung
Vv

auffassen. Dies nutzt man, wenn man mit einer Bilinearform einen Index senkt.
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Aus der Linearen Algebra kennt man die folgenden (teils nur im Endlichdimen-
sionalen giiltigen) Isomorphismen:

LV,L(VVR) = L(V,V) =2 L2(V,V;R)Z LV V,R) = (Ve V) =V V"

Den zweiten Isomorphismus haben wir oben bereits diskutiert, den Zusammenhang
mit Tensoren verfolgen wir hier nicht weiter; er erklért jedoch, dass die hier be-
trachteten Tensoren dasselbe wie die in der Linearen Algebra betrachteten Objekte

sind.

Zunéchst ist die Bilinearform G eine Abbildung G: V*xV* — R. Seien {,{ € V'*

mit £ =

mit

(&)1<i<n und ¢ = ({;)1<i<n, S0 ergibt sich
G(£,¢) = GV

GY =G (ei,ei) .

Die Bilinearform G kénnen wir aber auch analog zu oben als Abbildung

Vi V2V

auffassen. Fiir £ = (&;)1<i<n ist G(+,§) € V** 2V baw.

G¢;

sind die Komponenten eines Vektors in V', da der eine freie Index ein oberer ist.

ANHANG B. EXTREMALEIGENSCHAFTEN DER EIGENWERTE

Bemerkung B.0.1.

(i)

(iii)

Vermoge

oz, z) = (z, f(x)) = (x, Az)
iibertragen sich die folgenden Ergebnisse auch auf symmetrische Bilinear-
formen oder symmetrische Matrizen.
Wenn nicht anders vermerkt sind alle Skalarprodukte in diesem Abschnitt
Standardskalarprodukte auf R”, alle Normen die davon induzierten Normen
mit ||z]|? := (x,2) und alle selbstadjungierten Endomorphismen seien be-
ziiglich des Standardskalarproduktes selbstadjungiert. Wir setzen S"~! :=
{z e R": ||z|]| = 1}.
Sei U ein Unterraum von R™. Sei f ein symmetrischer Endomorphismus
von R™ mit Standardskalarprodukt. Dann gilt aus Homogenitdtsgriinden

(z, f(2))

sup (z, f(2) = sup N
zeSn—1NU .ﬁ[é |||

Dieser letzte Quotient heifst Rayleigh-Quotient. Dir Resultate dieses Kapi-

tels konnen wir mit beiden Varianten formulieren.

Sucht man Eigenwerte einer Bilinearform ¢ beziiglich einer positiv definiten
o(z,x)
P (z,z)
beziehungsweise ¢(z, ) auf der Menge {x € R™: ¢(x, 2) = 1}. Details dazu

lassen wir als Ubung.

Bilinearform 1), so betrachtet man nachfolgend Quotienten der Form

B.1. Analysisnaher Diagonalisierbarkeitsbeweis. Zunéchst geben wir in den
folgenden drei Theoremen einen neuen analysisnahen Beweis fiir die orthogonale
Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen. In den folgenden Beweisen hétte man
auch die Lagrangesche Multiplikatorregel verwenden kénnen.
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Theorem B.1.1. Sei f: R™ — R" selbstadjungiert. Dann gilt fir den gréfsten
Eigenwert A\, von f

An = sup (z, f(x)) = sup @“;ﬁf»

zeSn—1 :1:5715(;"
Das Supremum wird in einem Eigenvektor zum Eigenwert A\, angenommen.
Beweis. Aufgrund der Kompaktheit von S~ ! wird das Supremum in einem Punkt
g € S"71 angenommen. Sei ¢ > 0 und 7: (—¢,e) — S"7! eine C1-Kurve mit
~v(0) = zo. Dann nimmt die Funktion ¢t — (y(¢), f(v(t))) in t = 0 ein Maximum
an. Somit gilt 0 = (v/(0), f(x0)) + (o, f(7'(0))). Sei x1 € S*~! mit (zg,z1) = 0.
Dann ist y(¢) := cost - xg + sint - z; eine Kurve in S"~! wie oben betrachtet mit
~'(0) = 1. Da f selbstadjungiert ist erhalten wir

0= <331,f($0)> + <Z’0, f(x1)> = 2<.T1,f(330)>

Somit ist f(xg) ein Vielfaches von ¢ und daher ist ¢ ein Eigenvektor. Da fiir jeden
Eigenvektor y € S*! von f zum Eigenwert A

A=y, f(y))

gilt, liefert die obige Formel auch den gréftten Eigenwert und das Maximum wird
am Eigenvektor xo angenommen. O

Ahnlich wie in Theorem B.1.1 finden wir nun auch die anderen Eigenwerte.

Theorem B.1.2. Sei f: R" — R” selbstadjungiert. Sei 1 < k < n — 1 und sei-

en Ggy1,--.,0, paarweise orthogonale Figenvektoren von f zu den Eigenwerten
M1y -3 An. Setze U := (ag41, ..., an). Dann wird das Supremum in
x, f(z
A= sup (z, f(x)) = sup <f7(2)>
zeSt—1INUL JLE;ZOJ- .’E”

in einem zu U orthogonalen Eigenvektor ay von f zum FEigenwert A\, angenommen
und Ay, st der gréfite Eigenwert von f, der in der obigen Liste noch nicht mit seiner
vollen geometrischen Vielfachheit auftaucht. Insbesondere gibt es also einen weite-
ren Figenvektoren ayp und ag,ak41,...,a, sind paarweise orthogonal zueinander
und somit linear unabhdngig.

Beweis. Werde das Supremum in a; € S"~! N UL angenommen. Sei b € U+ mit
(b,ar) = 0 und ||b]] = 1 beliebig. Betrachte eine Kurve wie oben, hier R 5 ¢
cost - ay +sint - b. Wiederum folgt 0 = (b, f(ay)) fiir alle Vektoren b € UL N (ax)*;
die Normierung benétigen wir hier nicht. Sei v € U ein beliebiger Eigenvektor zum
Eigenwert \. Dann gilt (v, f(az)) = (f(v), ar) = Mv,ax) = 0. Sei w € S"~1 N {a)*
beliebig. Dann kénnen wir w = v + b mit v € U und b € UL N (ag)* schreiben.
Somit folgt (w, f(ax)) = (v, f(ar)) + (b, f(ag)) = 0 fiir alle w € S*~1 N (ax)*.
Daher ist a; € UL ein Eigenvektor von f; der zugehorige Eigenwert ist wie bei
jedem normierten Eigenvektor durch (ay, f(ar)) = Ax gegeben.

Aufgrund der Orthogonalitit ist ax kein Eigenvektor zu einem Eigenwert, der
bereits entsprechend seiner geometrischen Vielfachheit in Agiq,..., A, auftaucht.
Zu allen Eigenwerten, die noch nicht entsprechend ihrer geometrischen Vielfachheit
in A\gi1,..., A\, auftauchen, gibt es jeweils einen (normierten) Eigenvektor in U+.
Da in a; das Supremum angenommen wird, folgt also, dass A der grofste solche
Eigenwert ist. O

Somit erhalten wir

Theorem B.1.3. Sei f: R™ — R"™ selbstadjungiert. Dann besitzt f eine Orthonor-
malbasis aus Figenvektoren.
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Proof. Wir zeigen per Induktion nach k € {1,...,n}, dass die grofiten k Eigenwerte
von f, entsprechend ihrer geometrischen Vielfachheit gegebenenfalls mehrfach auf-
gefithrt, mit zugehorigen paarweise orthonormalen Eigenvektoren existieren. Da-
bei ist Theorem B.1.1 der Induktionsanfang und Theorem B.1.2 der Induktions-
schritt. (]

B.2. Min-Max-Charakterisierung der Eigenwerte.

Bemerkung B.2.1. In diesem Kapitel verstehen wir unter den angeordneten Ei-
genwerten A\; < ... < ), die nach Grofe aufsteigend geordneten reellen Eigenwer-
te eines selbstadjungierten Endomorphismusses bzw. einer symmetrischen reellen
Matrix, wobei wir einen Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit k genau k-mal
auffithren.

Fiir das folgende Theorem bendtigen wir einen kleinen Hilfssatz:

Lemma B.2.2. Sei f: R" — R" selbstadjungiert mit angeordneten Eigenwerten
A < ..o < A\, Set U ein k-dimensionaler Unterraum von R™. Dann gibt es ein
r e UNS" ! mit (xz, f(z)) > M.

Beweis. Wahle eine Orthonormalbasis {a;}1<i;<n, aus Eigenvektoren von f mit
f(a;) = Aia;. Setze W := (ag, ..., a,). Aus Dimensionsgriinden ist U N W # {0}.

Seizx € UNW mit ||z|| = 1. Aus x € W mit 2 = Y z'a; folgt

i=k
(x,f(x)>:<2x ai,Zx]f(aj)>:Z(m) Ai =Xy (2 =M
i=k j=k —Xoa, i=k >k i=k
= Jllj =
Somit ergibt sich die Behauptung. O

Theorem B.2.3. Sei f: R” — R™ selbstadjungiert. Sei Uy, die Menge aller k-di-
mensionalen Unterrdume von R™. Dann gilt fiir die angeordneten Eigenwerte Ay <
<A
A = inf su z, f(x)).
k Uely, JcESTL—Il)mU< f( )>
Beweis. Das Supremum wird stets angenommen, da S"~! N U kompakt (= be-
schriankt und abgeschlossen) ist und da z — (z, f(x)) stetig ist.
Sei {ai}i<i<n eine Orthogonalbasis von R™ mit f(a;) = Aa;. Setze W :=

k
{ai,...,ax). Dann gilt fir z = Y z%a; € Uy mit ||z| =1, also z € S*~!
i=1
(@, f(@) = Y a'al(ai, f(a;)) = Y @'a/ Ny (aia;) = > (a')" A
ij=1 ij=1 té’_’ i=1
b e
<MY (@) = Ml = A
i=1

Insbesondere folgt also
(ak, flak)) == sup (z, f(2)).
zeSP—1NW
Lemma B.2.2 zeigt, dass
inf  sup (z,f(z)) 2 A= sup (z,f(z))
Uy gesn-1ny zeSn—1nw

gilt. Somit folgt Gleichheit in der obigen Ungleichung und damit die Behauptung.
O
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Theorem B.2.4. Seia > 0. Sei (—a,a) 3t — A(t) € R™*™ stetig und sei A(t) fiir
alle t € (—a,a) symmetrisch. Seien A\ (t) < Aa(t) < ... < A\, (1), t € (—a,a), die
angeordneten Figenwerte von A(t). Seii € {1,...,n} fiziert. Dann ist t — X\;(t)
stetig.

Ist © ein topologischer Raum und > ¢ — A(t) € R™*"™ stetig, so folgt die
stetige Abhéngigkeit der Eigenvektoren quasi mit demselben Beweis.

Beweis. Wir wollen Theorem B.2.3 benutzen. Seien ¢y € (—a, a) und € > 0 beliebig.
Gelte A(t) = (aé(t))lgi,jgn' Dann gibt es 6 > 0, so dass (to — d,t9 + 9) C (—a,a)
und ‘aﬁ(t) - aé(t0)| < Sfiirallel <i4,j <nundte(to—d,ty+0) (dat— A(t)

stetig ist) gelten. Sei z € S"~! beliebig. Wegen 1 = (z,z) = (.1‘1)2 gilt ‘xll <1
i=1
fiir alle ¢ € {1,...,n}. Wir erhalten also
[(z, A(t)z) — (2, Ato)z)| = |(z, (A(t) — A(to))z)|

n

=| X oy (ah(t) - al(to)) o*

<1

Es folgt nach Theorem B.2.3 (wobei U, wieder die Menge aller k-dimensionalen
Unterrdume von R™ bezeichnet)
Ak(t) = inf su x, A(t)x
W)= ot swp (. A()e)
< inf su x, A(ty)x) + ¢
T Uely xeSn—Isz< (fo)z)
= )\k (to) +e€.

Hierfiir schreibe man die obige Abschétzung zuerst als Ungleichung ohne Betrige
um und gehe dann zun&chst auf einer Seite zum Supremum bzw. Infimum iiber.
Analog folgt die umgekehrte Ungleichung und daher die Stetigkeit. O

B.3. Charakterisierung positiver Definitheit. Als Anwendung erhalten wir
eine Charakterisierung positiver Definitheit.

Bemerkung B.3.1.

(i) Das folgende Theorem gilt auch fiir symmetrische und hermitesche Ma-
trizen, siehe [5, Theorem 7.2.5]. Wir lassen es als Ubung, die Min-Max-
Charakterisierung der Eigenwerte auf hermitesche Matrizen zu iibertragen.

(ii) Fiir positiv semidefinite Matrizen gilt es nicht mit ,, > 0*.

(iii) Wir schreiben K statt R oder C.

Theorem B.3.2. Sei A = (ai»

J)1§z‘,j§n
den beiden Aussagen dquivalent:
(i) A ist positiv definit,
(i) alle Unterdeterminanten det (a;)lgmgk =detAg, k = 1,...,n, erfillen
det Ay, > 0 (und sind im hermiteschen Fall reell).

€ K™*™ hermitesch. Dann sind die folgen-

Beweis.
e (i) = (ii)*: Sei A positiv definit. Betrachte A = (a};)1<ij<k fiir ein k

mit 1 < k < n. Dann ist auch Ay positiv definit. Ay ist aiég_onalisierbar

und hat positive Eigenwerte. Somit ist auch das Produkt dieser Eigenwerte,

det Ay, positiv.
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e . (ii) = (i)*: Per Induktion. Sei die Aussage bereits fiir (n — 1) x (n — 1)-
Matrizen gezeigt, A, _1 also positiv definit. Nach Theorem B.2.3, mit In-
fimum und Supremum vertauscht um die groferen Eigenwerte zuerst zu
bekommen, besitzt A mindestens (n — 1) positive Eigenwerte, da wir schon
fiir die spezielle Wahl U = (eq,...,ex) mit 1 < k < n — 1 auch k posi-
tive Werte erhalten die dann untere Schranken fiir die Eigenwerte von A
sind. Das Produkt der Eigenwerte ist aber ebenfalls positiv. Somit sind alle
Eigenwerte positiv. O
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