SCHMUCKSTUCKE DER ANALYSIS

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Inhalt dieser Vorlesung sind einige ausgewéhlte Kapitel
der Analysis, die in den Grundvorlesungen der Analysis leider keinen Platz
finden.
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1. RAUMFULLENDE KURVEN

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis, dass es eine stetige surjektive Abbil-
dung [0,1] — [0,1]? gibt. Dies widerspricht der naiven Vorstellung, dass das die
Dimension, geeignet definiert, unter einer stetigen Abbildung nicht wachsen kann.

1.1. Algorithmus, Programm und Visualisierung. Die zu Grunde liegende
Konstruktion wollen wir anhand eines Computerprogramms vorfithren. Es nutzt das
freie python-nahe Computeralgebrasystem sagemath, das auch ohne Installation
auf dem eigenen Rechner im Netz in einer online Version nutzbar ist.

Bemerkung 1.1.1 (Der Algorithmus). Wir beschreiben die Bilder als Folge von

aneinandergehéngten Linien der Lange 1 in die Richtungen (englisch) up, down,

left und right entsprechend den Buchstaben u, d, 1 und r in einer Zeichenkette.
Ist eine Kurve gegeben, so bestimmen wir daraus die nichste Kurve, indem wir

e zunichst die Kurve riickwarts und um 90° gedreht durchlaufen,
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eine Einheit nach oben gehen,

die bisherige Kurve an den neuen Endpunkt anhéngen,

eine Einheit nach rechts gehen,

nochmals die bisherige Kurve an den neuen Endpunkt anhéngen,

eine Einheit nach unten gehen

und schlieklich die Kurve riickwérts und um 270° gedreht an den letzten
Endpunkt anhéngen.

Entscheidend ist die Zeile
aktuell = drehl + ’u’ + aktuell + ’r’ + aktuell + ’d’ + dreh2

in der unter Verwendung der aktuellen Kurve, gespeichert als Buchstabenfolge, eine
neue Kurve erzeugt wird.

Das zugehorige Programm ist:

# Nutzt up, down, left, right

aktuell = 7?

for i in range(6):
# umgedrehter string
rueck = aktuell[::-1]
rueck = rueck.replace(’u’,’D’) .replace(’d’,’U?)
rueck = rueck.replace(’r’,’L’).replace(’1’,’R’)
rueck = rueck.lower()

# Drehung um 90 Grad nach rechts
drehl = rueck

drehl = drehl.replace(’u’,’R’) .replace(’d’,’L’)
drehl = drehl.replace(’r’,’D’).replace(’1’,°U’)
drehl = drehl.lower()

# Drehung um 90 Grad nach links

dreh2 = rueck

dreh2 = dreh2.replace(’u’,’L’).replace(’d’,’R’)
dreh2 = dreh2.replace(’r’,’U’).replace(’1’,’D’)
dreh2 = dreh2.lower()

aktuell = drehl + ’u’ + aktuell + ’r’ + aktuell + ’d’ + dreh2
punkte = [[0,0]]

x =0
y=0
for b in aktuell:
if b == ’r’:
x=x+1
if == 2]17:
x=x -1
if == Ju’:
y=y+1
if == ’4’:
y=y-1

punkte.append([x,y])

print (£"{i}: {aktuelll}")
p = list_plot(punkte, plotjoined=True, thickness=2, \
aspect_ratio=1, figsize=8, axes=False, color=’black’)
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Programm erzeugt die folgende Ausgabe:
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Die Ausgabe ist jeweils auf [0, 1]? skaliert. Die Bilder zeigen im fj, ..., im f; und
im f5 .

1.2. Begriindung. Wir wollen hier nicht formal vorgehen.

Theorem 1.2.1 (Raumfiillende Kurven). Es gibt eine surjektive Abbildung

f:00,1] — [0,1]%

Beweisidee.

(i)

(iii)

(iv)

Sei f,: [0,1] — [0, 1]? eine stetige Abbildung mit Bild wie bei der Programm-
ausgabe. Wir unterteilen [0, 1]? zunichst in vier Teilquadrate. Die Aufteilung
in Teilquadrate ist dabei jeweils wie mit gepunkteten Linien angedeutet. Wir
kénnen die Parametrisierung der Kurve f,, so wéhlen, dass f,

|[O l} fiir alle

’4

n € N stets in das linke untere Teilquadrat abbildet, fn|[; 2] fir allen € N
44

stets in das linke obere Teilquadrat, .... Unter der Wahl einer Parametrisie-

rung verstehen wir dabei die Verkniipfung von f,, mit einem Hom&omorphis-
mus ¢: [0,1] = [0, 1]; wir betrachten also f,, o statt f,,, bleiben jedoch bei der
Bezeichnung f,,. Letzlich kénnen wir die Kurve mit konstanter Geschwindig-
keit durchlaufen; lediglich beim ersten und letzten Geradenstiick verwenden
wir halbe Geschwindigkeit.
Unterteilen wir [0, 1]? in 4 x 4 Quadrate, so kénnen wir die Parametrisierungen
sogar so wahlen, dass f, [, fiir alle ¢ € {0,...,15} fiir alle n > 1 stets in
eines dieser Teilquadrate abbildet und wir eine Bijektion ¢ «— Teilquadrate
haben.

Unterteilen wir [0,1]? in 2% x 2% Quadrate, so kdnnen wir die Parametrisie-
rungen so wahlen, dass f"‘[ﬁ;—;] fir alle i € {0,...,2%*} und allen > k—1

stets in eines dieser Teilquadrate abbildet und wir eine Bijektion ¢ +— Teil-
quadrate haben.

Cauchyfolge: Unterteilen wir in 22 Teilquadrate, so hat jedes den Durch-
messser % Sei € [0,1] fest. Da f,(z) und f,(z) fiir n,m > k — 1 im
gleichen der 2%* Teilquadrate liegen, folgt

V2

Umgedreht kénnen wir k£ = min{m, n} + 1 wihlen und erhalten

V2

”fn - meCO < W

Somit bilden die Funktionen f,, eine Cauchyfolge in C° bzw. konvergieren
gleichméfig. Daher ist

0.0 5 01 mit f(z) = lim f,(2)

als gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen selbst wieder stetig.

Surjektivitiit: Seien p € [0,1]2 und € > 0 beliebig. Wihle k > 1, so dass

g < ¢ ist. Dann folgt fiir alle n,m > k — 1 die Abschéitzung || f, — fim|lco <&

und daraus im Grenzwert m — oo auch ||f, — f]lco < e. Dan > k—1 ist, gibt

es z. € [0,1], so dass f,(zc) in einem Teilquadrat (Achtung: nur eindeutig,

wenn p nicht auf der Seite eines Teilquadrates liegt) der 22 Teilquadrate mit
V2

Durchmesser 37 liegt, das auch p enthélt. Somit folgt

|f(ze) = pl < |f(ze) = falze)| + [fu(ze) — p| < 26
Betrachte nun die Folge (x;)  C [0,1]. Da [0, 1] kompakt ist, konvergiert
n/ne

eine Teilfolge davon gegen ein x € [0, 1]. Ohne Einschriankung gelte z1 — «
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fiir n — oo. (Aufgrund unserer Konstruktion kann man sogar die gesamte
Folge als Cauchyfolge wihlen.) Aus ‘ f (ac 1 ) — p’ < % erhalten wir vermoge

der Stetigkeit von f fir n — oo im Grenzwert |f(z) — p| = 0, also f(z) = p
und daher die Surjektivitét. (]

Bemerkung 1.2.2.

(i)
(if)

Man iiberzeugt sich direkt anhand unserer Konstruktion, dass f nicht injektiv
ist.

Sei g: [0,1] — [0,1]? eine andere surjektive und stetige Abbildung. Dann ist
auch g nicht injektiv. Sonst wire némlich g bijektiv und daher nach einem
Satz aus der Topologie ein Homéomorphismus. Dies widerspricht aber einer
Folgerung aus dem Satz iiber die Gebietsinvarianz, die wir im Kapitel iiber
den Abbildungsgrad behandeln werden.

2. BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ

2.1. Sperners Lemma. Wir folgen [1].

Bemerkung 2.1.1. Seien v; € R.

(i)

(i)
(iii)
(iv)

(v)

(vii)

Wir definieren die Konvexkombination der Vektoren vy, ..., v, 41 durch
Konv{vy,...,vp41}
n+1 n+1
= {ZAH%: D> X =1und 0 <\ fiir alle i = 1,...n—|—1}.

i=1 i=1
(Man kann auch 0 < A\; <1 fordern.)
Seien vy, ...,v,11 € R! linear unabhiingig. Dann heiftt Konv{vi,...,vpq1}
ein n-Simplex.
Sei Konv{vy,...,vn41} ein n-Simplex. Dann heifien die Vektoren vy, ..., vn41
Ecken von Konv{vy,...,vp41}-
Die Menge Konv{vy,...,v;—1,Vit1,...,Uns1} heillt i-te Seite des n-Simplex
Konv{vy,...,v,41}. Ein n-Simplex besitzt n 4+ 1 Seiten. Jede Seite ist ein

(n — 1)-Simplex.

Wir teilen den Standard 2-Simplex Konv{es, ez, e3} C R3, ein gleichseitiges
Dreieck, in kleinere gleichseitige Dreiecke, und zwar im ersten Schritt in 4 Drei-
ecke, die durch Skalierung um den Faktor % und eine affin lineare Abbildung
aus dem urspriinglichen Dreieck hervorgehen. Dann teilen wir wiederum jedes
dieser 4 gleichseitigen kleineren Dreiecke in jeweils 4 noch kleinere gleichseiti-
ge Dreiecke und erhalten so im zweiten Schritt 42 Dreiecke. Iterativ erhalten
wir damit im r-ten Schritt 4" Dreiecke. Dabei schrumpft der Durchmesser der
Dreiecke jeweils um den Faktor 2.

In n Dimensionen kénnen wir nicht mehr in kleinere kongruente n-Simplices
unterteilen, jedoch mit Hilfe einer baryzentrischen Unterteilung in kleinere
nicht kongruente n-Simplices, deren Durchmesser ebenfalls beliebig klein wer-
den. Bei dieser Unterteilung gehoren Seiten stets zu genau zwei kleineren
n-Simplices oder zum Rand des grofsten n-Simplex.

Solch eine Unterteilung nennen wir Triangulierung.

Theorem 2.1.2 (Sperners Lemma). Eine Triangulierung eines n-Simplices S kann
mit den ,Farben“ {1,...,n + 1} so eingefdrbt werden, dass jede Ecke der kleinen
n-Simplices auf eine Zahl in {1,...,n+ 1} abgebildet wird, so dass keine Ecke in
der i-ten Seite von S nach i abgebildet wird. Dann g¢ibt es in der Triangulierung
ein kleines n-Simplex, dessen Ecken n + 1 verschiedene Farben besitzen. Genauer:
Die Anzahl der kleinen n-Simplices mit n + 1 verschiedenen Farben ist ungerade.
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Beweis. Wir gehen per Induktion vor.

e n = 0: Ist klar, da es nur einen Punkt gibt, der nach 1 abgebildet wird.

e n = 1: Hier haben wir eine Strecke, auf der endlich viele Punkte sind, die
nach 0 oder 1 abgebildet werden. Einer der Endpunkte wird auf 0, der
andere auf 1 abgebildet. Daher &ndert sich die Farbe der Punkte ungerade
oft, wenn wir der Strecke folgen. Dies liefert die Behauptung.

e n = 2: Diese Situation veranschaulichen wir in Abbildung 1. Die Farben der
Ecken sind Blau, Griin und Rot. Wir zeichnen hier nun eine dicke schwarze
Linie zwischen solche Mittelpunkte kleiner benachbarter Dreiecke, deren
Schnitt Ecken in Blau und Griin besitzt. Ebensolche Linien zeichnen wir
nach drauften iiber Seiten/Kanten ein, deren Ecken Blau und Griin sind.

Die Regeln iiber das Einfarben verlangen, dass das grofse Dreieck genau

eine rote, eine blaue und eine griine Ecke besitzt. Die Seite zwischen der
blauen und der griinen Ecke weist nur blaue und griine Ecken kleinerer
Dreiecke auf. Entsprechendes gilt fiir die anderen Seiten. Somit gibt es nach
Induktionsannahme eine ungerade Anzahl von Linien von aufien iiber die
blau-griine Seite in das Dreieck.

Unsere Regeln fiir das Einzeichnen von dicken schwarzen Linien liefern

uns:

— In einem Mittelpunkt eines kleinen Dreiecks kénnen sich maximal zwei
schwarze Linien treffen.

— Endet ein Linienzug in einem Mittelpunkt, so weist das zugehorige
kleine Dreieck Ecken in drei verschiedenen Farben auf.

— Linienziige nach aufien kénnen wieder nach aufsen fiihren. Solche Lini-
enziige gehoren zu einer geraden Zahl von Linien, die aus dem Dreieck
nach auflen fiihren.

— Da jedoch eine ungerade Anzahl schwarzer Linien von auflen in das
Dreieck hineinfiihrt und sich Linienziige nicht verzweigen konnen, muss
eine ungerade Anzahl von Linienziigen in ein kleines Dreieck mit jeweils
Ecken in drei verschiedenen Farben fiihren.

— Es mag weitere Linienziige schwarzer Linien geben, die innerhalb des
Dreiecks geschlossen sind. Diese dndern die Anzahl kleiner Dreiecke
mit drei verschiedenen Eckfarben nicht.

— Linienziige mit zwei Endpunkten innerhalb des Dreiecks enden in zwei
verschiedenen kleinen Dreiecken mit jeweis drei verschiedenen Eckfar-
ben.

— Da genau in kleinen Dreiecken mit drei verschiedenen Eckfarben ein
schwarzer Linienzug endet, folgt, dass die Anzahl dieser Dreiecke un-
gerade sein muss.

e n > 3: Wir verfahren nun wie im Falle n = 2 und zeichnen dicke schwar-
ze Linien zwischen Mittelpunkten kleiner n-Simplices ein, deren Schnitt
ein n — 1-Simplex ist, dessen Ecken die Farben 1, 2, ..., n — 1 aufweisen.
Geméfs unserer Induktionsannahme kommt wiederum eine ungerade An-
zahl schwarzer Linien von auften in das Dreieck hinein. Auch hier kénnen
sich nicht drei oder mehr dicke schwarze Linien in einem Mittelpunkt ei-
nes kleinen n-Simplexes treffen. Schwarze Linienziige enden genau in den
Mittelpunkten kleiner n-Simplices, deren Ecken n + 1 verschiedene Farben
aufweisen. Somit gibt es auch hier wieder eine ungerade Anzahl von kleinen
n-Simplices, deren Ecken n 4 1 verschiedene Farben aufweisen. O
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ABBILDUNG 1. Einfarbung einer Triangulierung wie in Sperners Lemma

Theorem 2.1.3. Seir >0 und D := B.(0) CR", n € N. Sei
fiD—=D

stetig. Dann gibt es einen Fizpunkt xo € D, also einen Punkt xo € D mit f(xzg) =
xXo-

Beweis. Sei S € R"*! das Standard n-Simplex. Dann gibt es (Ubung) einen Ho-
moéomorphismus ¢: D — S. Wir werden nachweisen, dass die Abbildung F' :=
pofopl:S — S einen Fixpunkt x; besitzt. Dannn ist ¢~ !(z;) ein Fixpunkt
von f. Daher werden wir nachfolgend die Existenz eines Fixpunktes fiir eine stetige
Abbildung f: & — S nachweisen.

Wir unterteilen nun das n-Simplex S in kleinere n-Simplices, so dass bei jedem
Schritt der Durchmesser dieser Simplices um einen festen Faktor reduziert wird und
iterieren dies. Gegebenenfalls iiberspringen wir einen Schritt. So erhalten wir im k-
ten Schritt, k = 1,2, ..., eine Triangulierung von S in n-Simplices vom Durchmesser
kleiner oder gleich % Die Ecken der kleinen n-Simplices aus dem k-ten Schritt
bezeichnen wir mit V.

Nun mochten wir die Ecken einfirben und Sperners Lemma anwenden. Dazu
fixieren wir k¥ € N und = € Vj, und betrachten die Komponenten f(z) — z*. Da x
und f(z) Punkt in S sind, erhalten wir

n+1

d (filw)—a')=1-1=0.

i=1
Gilt fi(z) —a2' = 0 fiir alle 1 <i < n+1, so ist = ein Fixpunkt und die Behauptung
folgt. Sonst gibt es ein minimales ig mit 1 < iy < n + 1, so dass f(z) — z% < 0
gilt. Dieser Ecke x wollen wir die Farbe iy zuweisen. Dies ist eine Farbung wie
in Theorem 2.1.2: Gehort ndmlich 2 zur [-ten Seite von S, so gilt ! = 0 und
somit 79 # [. Daher konnen wir Theorem 2.1.2 anwenden und finden ein kleines
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n-Simplex mit den Ecken yj 1,...,Yknt+1 € Vi und n + 1 verschiedenen Farben.
Nach Umbenennung dieser Ecken diirfen wir

F'Yki) —yri <0
fiir ¢ mit 1 < ¢ < n+ 1 annehmen. Da die Menge S kompakt ist, konvergiert
eine Teilfolge von (yi.1)ken zu einem Punkt z € S. Ohne Einschrédnkung wollen
wir annehmen, dass y;1 — z fiir & — oo gilt. Fiir jedes i mit 1 <7 < n+1
impliziert die Durchmesserschranke |y ; — yi.1] < % Folglich konvergieren auch die
Folgen der anderen Ecken und wir erhalten y;; — 2 fiir £ — oo und jedes ¢ mit

1 <i<n+1. Nun gehen wir in den obigen Ungleichungen zum Grenzwert iiber,
nutzen die Stetigkeit von f und erhalten

(2.1) fi(z)—2"<0

n+1 . .
fiir alle 1 < i < n. Wie oben benutzen wir z, f(z) € S und folgern > (fi(z) — 2%) =
i=1

1—1 = 0. Das ist jedoch nur moglich, wenn wir in (2.1) fiir alle 4 bereits Gleichheit
haben, wenn also fi(z) — 2° = 0 fiir alle 1 < i < n gilt. Daher folgt

f(z) =z

und wir haben, wie behauptet, einen Fixpunkt von f gefunden. O

2.2. Page Rank Algorithmus und Perron-Frobenius.

Theorem 2.2.1 (Perron-Frobenius). Sei A € R™*" mit Eintrigen a’ > 0, 1 <
i,j < n. Dann gibt es einen Vektor v € R™ \ {0} mit Eintrigen v* > 0 und A € R
mit A > 0, so dass v ein Figenvektor von A zum FEigenwert \ ist; es gilt also

v = Av bzw.
n
Aot = Zaévj fiir alle 1 <i <mn.
j=1
Beweis. Betrachte den abgeschlossenen positiven Orthanten
ry:= {mER":xiEOfﬁrallelgign}.

Gibt es w € ' \ {0} mit Aw = 0, so sind wir fertig. Sonst gilt fiir alle w € T'; \ {0}
auch Aw € I'; \ {0}. Insbesondere gilt Aw € T'; \ {0} fiir alle x € 'y NS"~!. Somit

ist

A
F_‘_ﬂS"*le»—)ﬁelﬂ_ﬁSn*l

eine stetige Selbstabbildung. Nun sind Konv{ey,...,e,} und I'y NS"~! vermdge

Konv{ey,...,en} 2w — |Zj—| = % e, NS !
)
i=1
und
NS 'swe — € Konv{es,...,e,}

2w
i=1

homodomorph zueinander. (Den Nachweis der Stetigkeit und dass diese Abbildungen
invers zueinander sind, lassen wir als kleine Ubungsaufgabe.) Somit gibt es nach
dem Brouwerschen Fixpunktsatz einen Punkt v € I'y N S"~! mit v = ﬁ. Wir
setzen A = |Av| > 0 und erhalten unsere Behauptung. O
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Bemerkung 2.2.2 (Page Rank Algorithmus). Ziel ist es, Webseiten eine Wich-
tigkeit in R>( zuzuordnen, so dass Treffer in einer Suchmaschine entsprechend ih-
rer Wichtigkeit angeordnet werden konnen. Grundidee ist, dass eine Webseite mit
Wichtigkeit @ > 0 allen anderen Webseiten, auf die einer ihrer k Links fiihrt, die
Wichtigkeit # vermittelt. Fiir die Zielwebseiten werden diese vermittelten Wichtig-
keiten aufsummiert.

Wir nummerieren die Webseiten mit ¢ mit 1 < 7 < n und bezeichnen ihre Wich-
tigkeiten mit v*. Der Vektor der vermittelten Wichtigkeiten ergibt sich dann als Awv,
wobei A = (ag)lgw,gn ist und, falls von der Webseite j genau k Links starten,
k )

0  sonst.

a/i, =

{1 falls es einen Link ,,j — ¢ gibt,
J

Idealerweise sollten die Wichtigkeiten und die vermittelten Wichtigkeiten iiberein-
stimmen, also Av = v gelten.

Nach dem Satz von Perron-Frobenius gibt es ein w € R" NI'y und A € R>o mit
Aw = Aw. Nach Konstruktion der Matrix A gilt

S owi = (Aw) =Y Alwl.
i=1 i=1 i,j=1
Summieren wir in der Eigenwertgleichung auf beiden Seiten, so folgt A = 1. Daher

gibt es solch einen Vektor von Wichtigkeiten, der dieselben Wichtigkeiten vermittelt.

3. DER SATZ VON STONE-WEIERSTRASS

Wir folgen [3] In diesem Kapitel sei E stets ein kompakter metrischer Raum.
Der Satz von Stone-Weierstrals ist bereits fiir Intervalle E interessant.

3.1. Vorbereitungen.

Bemerkung 3.1.1. Die Menge der stetigen Funktionen C°(E,R) = C°(E) bilden
eine R-Algebra:

e Sie sind ein R-Vektorraum und
e das Produkt (f,g) — f-g mit (f-g)(z) = f(x) - g(x) ist bilinear.
Wegen ||f - gllco < ||fllco - ||lgllco ist das Produkt sogar stetig.

Notig: Abschluss ist wieder Algebra?

Definition 3.1.2. Eine Teilmenge A C C°(E) trennt Punkte, wenn fiir alle
x,y € Emit x #yein f € Amit f(z) # f(y) existiert.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis von

Theorem 3.1.3 (Satz von Stone-Weierstraf).
Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei A C C°(E) eine Unteralgebra, die alle
konstanten Funktionen enthdlt und Punkte trennt, so ist A dicht in C°(E).

Lemma 3.1.4. Es gibt eine monoton wachsende Folge (uy,)neny C C°([0,1]) reeller
Polynome u,,, die auf [0,1] gleichmdfig gegen t +— \/t konvergiert.

Bemerkung 3.1.5. Die Monotonie bedeutet dabei, dass w,11(t) > u,(t) fiir alle
t € [0,1] und alle n € N gilt. Wir schreiben auch w,+1 > up,.

Beweis von Lemma 3.1.4.
(i) Wir definieren induktiv wg := 0 und

(3.1) Up41(t) 1= un(t) + % (t—wui(t)) fiirn>0.

Es ist klar, dass alle Funktionen u,, Polynome sind.



10 SCHMUCKSTUCKE DER ANALYSIS

(ii) Wir weisen zunichst per Induktion nach, dass u,(t) < v/¢ fiir alle ¢ € [0, 1]
und alle n € N gilt.

(iii) Induktionsanfang n = 0: Es gilt up = 0. Daher erhalten wir unsere Behaup-
tung fiir n = 0.

(iv) Induktionsschritt: Seien die Behauptung bereits fiir n € N nachgewiesen. Wir
wollen sie nun fiir ,n + 1“ ebenfalls zeigen. Wegen (3.1) gilt die Identitét

0 < VE— g (6) = VE — un(t) — 3 (1 — (1)

— (\/Ef un(t)) : (1 - % (ﬁ+un(t)))
=A-B.

Aus der Induktionsannahme wu,(t) < Vit folgern wir A > 0. Weiterhin ist
Vt < 1. Somit erhalten wir v/#+u,(t) < 2/t < 2 und folglich B > 1—12 = 0.
Daher ist u,,1(t) < V1.
(v) Wir behaupten nun, dass 0 < u,(t) < v/t fiir alle t € [0, 1] und alle n € N gilt.
(vi) Wir behaupten, dass 0 < w, fir alle n gilt und zeigen dies ebenfalls per
Induktion. Der Induktionsanfang ist wegen ug = 0 klar.
(vii) Induktionsschritt. Gelte 0 < w,,. Dann erhalten wir zusammen mit (ii) durch
Quadrieren 0 < uZ(t) < t beziehungsweise ¢ — u2(t) > 0. Somit ist nach
Definition (3.1) auch w41 > uy, > 0.
(viii) Im Induktionsschritt haben wir bereits die Monotonie gezeigt: Fir alle n € N
und alle ¢ € [0,1] gilt wpt1(t) > un(t).
(ix) Fiir festes t € N ist die Folge (un(t))nen C R monoton wachsend und be-
schrankt und konvergiert daher. Wir kénnen daher in der Definition (3.1)
zum Grenzwert n — oo iibergehen und erhalten mit 7}1_}1{.10 unp(t) =: v(t) die

Identitit 0 = t — v2(t). Wegen v(t) > ug = 0 folgt daher v(t) = /1.
(x) Da v stetig ist und wu,, monoton wachsend ist, ist die Konvergenz aufgrund des
Satzes von Dini wie behauptet gleichméfig. O

Lemma 3.1.6. Sei I eine Menge, A C C°(E) eine Unteralgebra und f € A. Dann
ist |f| € A.

Beweis. Wir setzen a := | f||co. Betrachte u, (f?/a?). Da die Funktionen u,, Poly-
nome sind, liegt auch wu, ( 2/ a2) in der Algebra. Nach Lemma 3.1.4 ist der gleich-

méfige Grenzwert (f2/a2)1/2 = |f|/a und liegt in A. Dies gilt dann auch fiir |f|
wie behauptet. O

Lemma 3.1.7. Sei E eine Menge, A C C°(E) eine Unteralgebra und f,g € A.
Dann gilt auch min{f, g}, max{f, g} € A.

Beweis. Es gelten max{f, g} = 5(f+g+|f—gl) sowie min{f, g} = 3(f+g—[f—9l).
Nach Lemma 3.1.6 konnen wir |f — g| gleichméfig approximieren und somit auch

min{ f, g} und max{f,g}. d

Lemma 3.1.8. Sei E eine Menge und A C C°(E) eine Unteralgebra, die Konstan-

ten enthdlt und Punkte trennt. Seien x,y € E mit x # y und seien «, 5 € R. Dann
gibt es f € A mit f(x) =« und f(y) = 5.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass o # [ gilt; sonst leistet
f = a das Gewiinschte. Sei g € A mit g(z) # ¢(y). Wir definieren f durch

=« 6_70[ z)—g(x ir z

Wir sehen direkt, dass f die vorgegebenen Funktionswerte annimmt. O
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Lemma 3.1.9. Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei A C C°(E) eine Un-
teralgebra, die Konstanten enthdlt und Punkte trennt. Seien © € E, € > 0 und
g € C°%E) beliebig. Dann gibt es eine Funktion f € A mit f(z) = g(z) und
f(y) < g(y) +e¢ fir alley € E.

Beweis. Nach Lemma 3.1.8 gibt es zu jedem z € E \ {x} eine Funktion h, € A
mit h,(x) = g(z) und h,(2) < g(2) + ¢/2. Im Fall x = 2 gilt eine entsprechende
Behauptung trivialerweise. Zu jedem z € FE gibt es aufgrund der Stetigkeit von g
und A, eine Umgebung U(z) von z mit h,(y) < g(y) + ¢ fiir alle y € U(z). Endlich
viele solche Umgebungen iiberdecken die kompakte Menge E: Es gibt N € N und

N
Punkte z; € E,0 < ¢ < N, mit |J U(z;) = E. Nach Lemma 3.1.7 ist auch
i=0

f:= min h, € A.
0<i<N
Da jedes y € E auch y € U(z;,) fir ein ig € N mit 0 < iy < N erfiillt, folgt die
Behauptung. O

3.2. Beweis. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Satz von Stone-Weier-
strall beweisen. Dazu gehen wir nochmals dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.1.9
VOr.

Beweis von Theorem 3.1.3. Seien € > 0 und f € C°(E) beliebig. Sei z € E. Dann
gibt es nach Lemma 3.1.9 eine Funktion g, € A mit g, (z) = f(z) und g,(y) < f(y)+
¢ fir alle y € E. Aufgrund der Stetigkeit von g, und f finden wir eine Umgebung
U(x) von = mit g, (y) > f(y)—e fiir alle y € U(z). Endlich viele solche Umgebungen
iiberdecken die kompakte Menge E: Es gibt N € N und Punkte z; € F,0 <17 < N,

N _
mit |J U(z;) = E. Nach Lemma 3.1.7 ist auch ¢ := sup g, in A. Da jedesy € E
i=0

= 0<i<N
zu einer Menge der Form U(z;) gehort, folgt f(y) —e < w(y) < f(y) + € fiir alle
y € E. Wir erhalten also || f — ¢[|co(g) < €. Also gilt f € A wie behauptet. O

4. SARDSCHER SATZ UND NULLMENGEN
4.1. Nullmengen.

Definition 4.1.1 (Erinnerung). Eine Teilmenge C' C R™ hat das Maft Null, wenn
es zu jedem ¢ > 0 eine Folge von Wiirfeln W; C R™ mit

Cc UWZ und Z|Wl| <E.
i=1 i=1
gibt. Eine Menge C' C R™ vom Maf Null heifst Nullmenge.

Bemerkung 4.1.2.
(i) Die abzéihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge (2~
Argument).
(ii) Eine dquivalente Definition erhilt man fiir offene oder abgeschlossene Wiirfel,
Quader oder Kugeln. Auch dquivalent ist die Definition, wenn man lediglich
achsenparallele Wiirfel oder Quader betrachtet.

Lemma 4.1.3. Sei U C R™ offen, C C U habe Maf§ Null. Sei f : U — R™
Lipschitz, dann hat auch f(C) das MafS Null.

Beweis. Sei L > 0 mit |f(z) — f(y)] < L- |z — y] fiir alle z,y € U. Sei € > 0 und

i5—

Cc GWZ mit i|W1|<€

i=1 =1
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Habe der Wiirfel W5 die Kantenlédnge a > 0. Dann gilt diam(W;) < y/n-a. Aufgrund
der Lipschitzstetigkeit folgt fir z,y € Wy

|f(@) = f)| < L-lz—y|<L-vVn-a.

Fixiere z € W;. Folglich ist f(W}) in einem Wiirfel W, der Kantenlénge 2-L-/n-a
um f(z) enthalten. Es folgt

‘Wl‘ <on L " at =27 LM R Wl = C(n, L) - [WA.

Eine analoge Argumentation fiir die anderen Wiirfel liefert

fe)ycf (U WZ) = Jrw) c U W,

i=1 i—
und
S|l <cmn Y mi<cm ).
i=1 i=1
Da C(n, L) eine feste Konstante ist, folgt die Behauptung. O

4.2. Komplemente von Nullmengen sind dicht. Hauptanwendung fiir Null-
mengen hier ist die Aussage, dass das Komplement einer Nullmenge dicht ist.

Theorem 4.2.1. Sei N C R" eine Nullmenge. Dann ist CN dicht in R™. Es gilt
also CN = R™ oder

Ve €R"Ve>03y € B.(0): y ¢CN.
Als Vorbereitung dazu starten wir mit einer Erinnerung.

Lemma 4.2.2 (Lebesguezahl). Sei X ein kompakter metrischer Raum und (U;);cr
eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es € > 0, so dass jede e-Kugel um ein
beliebiges x € X wvollstindig in einer Menge U; enthalten ist:

Je>0Vexe X3iel: B(x)CU,.
Beweis. Falls nicht, so gibt es zu jedem n € N ein € X mit
Bin(v,) ¢ U;  fiir beliebige i € I.
Da X kompakt ist, gibt es eine Teilfolge von (x,)nen C X, ohne Einschrinkung
(Zn)nen und ein = € X, so dass
z, —x firn — oo

gilt. Daher existiert ¢ € I mit « € U;. Da U; offen ist, gibt es § > 0 mit Bs(z) C U;.
Sei nun n € N mit % < % und d(z,,z) < %. Dann folgt aufgrund der Dreiecksun-
gleichung

(4.1) B% (l’n) C Bg(:l?) c U;.

Widerspruch. Die Behauptung folgt.
Details zu (4.1): Sei y € B1(z,). Dann gilt aufgrund der Dreiecksungleichung
5§ 6
Somit ist y € Bs(z). O
Lemma 4.2.3. Sei K = [0,1]" C R". Seien Q; C R™, i € I, achsenparallele

Quader mit positiven Volumina |Q;|, definiert als das Produkt ihrer Kantenlingen.
Ist

KclJai,

el
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so folgt
> o1Qil = K[ =1.

iel
Beweis. Sei e > 0. Dann gibt es zu jedem Quader Q; einen offenen Quader Q; mit

QcQ wmd |Q <+ Qi

Diese offenen Quader finden wir, indem wir sdmtliche Quaderseiten vorsichtig ver-
langern und |Q;| > 0 nutzen.

Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Quader Q;, die K iiberdecken. Gelte
ohne Einschriankung

N
K C UQZ

i=1
Wir zerlegen nun [0, 1] in Teilintervalle [#, %], 0 < j < m — 1. Betrachte dann
beliebige kartesische Produkte dieser Teilintervalle. So erhalten wir m™ Wiirfel mit
jeweils gleichem Durchmesser v/n - L

Sei e > 0 die Lebesguezahl der Uberdeckung (CZ) . Wir fixieren nun m € N
1<i<N
so grok, dass /n - % < ¢ gilt. Jeder solche Wiirfel ist daher in (mindestens) einem
Quader Q; enthalten. Sei a; die Anzahl solcher Wiirfel, die in Q; enthalten sind.
Dann erhalten wir

ZaiZm" und ’QZ
i=1

1
>a; - — furallel <7< N.
m"L

Zusammengenommen folgt somit

n

m
1:W§Z — _Z\Qz <(L+e)- Z|Q|< (1+e)- ngl
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Analog oder durch Skalieren erhalten wir

Korollar 4.2.4. Sei K C R" ein achsparalleler Wiirfel mit Kantenlinge L > 0.
Seien Q; C R™, i € I, achsparallele Quader mit positiven Volumina |Q;| und K C
U Q. Dann gilt
icl

Z |Qil > L".

il
Beweis von Theorem 4.2.1. Wir benutzen hier, dass wir Nullmengen dquivalent mit
Uberdeckungen mit achsparallelen Quadern definieren kénnen. Sei N C R"™ eine
Nullmenge. Sei L > 0. Betrachte eine Zerlegung des R™ in Wiirfel der Form
=[[ e L. (al, +1) L], ameZ', meN.

i=1

W

Da N eine Nullmenge ist, gibt es eine Uberdeckung von N durch achsparallele

Quader Q;, i € I, mit
1
i < =L™.
dolQil <5

iel
Nach Korollar 4.2.4 iiberdecken die Quader @); keinen der Wiirfel W, , vollsténdig,
da diese jeweils das Volumen L™ haben. Somit liegt in jedem Wiirfel W,  min-
destens ein Punkt aus CN. Da L > 0 beliebig war, ist CN C R”™ wie behauptet
dicht. O
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4.3. Sardscher Satz.

Theorem 4.3.1 (Sard). Sei 2 C R™ offen. Sei f: Q — R™ eine C*-Funktion mit
k> ™ —1. Sei C die Menge der kritischen Punkte. Dann hat f(C) das Maf§ Null.

Den Sardschen Satz werden wir in Ubungen weiterverfolgen. Hier zeigen wir nur
eine einfacher zu zeigende Variante mit m = n und k = 2. Der Beweis dazu findet
sich beispielsweise in [4].

Theorem 4.3.2 (Sardscher Satz bei gleichen Dimensionen). Sei Q C R™ offen und

f: Q=R von der Klasse C%. Sei C C Q die Menge der kritischen Punkte von f.
Dann hat f(C) das Maf3 Null.

Beweis.

(i) Sei ohne Einschrankung I™ = [0,1]" C Q. Wir zeigen nur, dass f(C NI")
eine Menge vom Mafs Null ist. Die allgemeine Aussage folgt daraus, da €2
abzéhlbare Vereinigung solcher Wiirfel ist und die abzéhlbare Vereinigung
von Nullmengen wieder Nullmengen sind.

(ii) Auf der kompakten Menge I" ist || D f|| beschriankt. Somit gibt es M > 0 mit

1f(x) = FWll < M- [l —y| fir alle z,y € I™.
(iii) Sei ¢ € C. Dann gilt rang D f(c¢) < n. Somit ist das Bild von R™ 3  — f(c) +

Df(c){(x —¢) ein affiner Unterraum von R™ von einer Dimension strikt kleiner
als n. Wir kénnen daher eine affine Hyperebene H mit f(¢)+Df(c){x—c) C H
fiir alle 2 € I™ fixieren. Wir definieren nun den Restterm R(z) durch
fx) = f(e) + Df(e)(z = ¢) + R(x).
Da f € C? ist, gibt es nach Taylor ein C' > 0 mit
IR(z)| < C - [lz —c|?

fiir alle z € I"™. Zusammengenommen erhalten wir fir z € I™

d(f(z), H) < |[f(z) = (f(c) = Df(e)(z = )] = [IR(@)|| < C- & — c]]*.

(iv) Fiir x mit ||o — c|| < ¢ liegt f(z) also héchstens C - €% von H und M - € von
f(c) entfernt. Somit liegt das Bild von {z: |z —¢|| < €} in einem Quader vom
Volumen

(2C€?) - (2Me)" ' = 2"OM™ e

(v) Sei h € N\ {0}. Wir teilen nun I™ in h" Wiirfel der Kantenlinge  auf.
Betrachte nun nur noch Wiirfel, in denen es mindestens einen kritischen Punkt
¢ € C gibt. Fiir z und ¢ im gleichen Wiirfel der Kantenliinge + gilt |lz — ¢|| <

%. Wir wenden die obige Abschéitzung nun fiir jeden der kleinen Wiirfel, die

einen kritischen Punkt enthalten, an und erhalten mit ¢ = %, da es maximal
h™ solche Wiirfel gibt, fiir das Gesamtvolumen derer Bilder die obere Schranke

nt1
n n—11 2 n
2"CM T -h"™.
Da dies fiir h — oo gegen Null konvergiert, folgt die Behauptung. O

5. ABBILDUNGSGRAD

In diesem Kapitel wollen wir den Brouwergrad fiir Abbildungen zwischen Teil-
mengen des R™ untersuchen. Wir wihlen einen analytischen Zugang und folgen [6].
Einen alternativen Zugang bietet die algebraische Topologie. Unterschiedliche Ver-
allgemeinerungen des Abbildungsgrades finden sich in der Funktionalanalysis oder
Topologie.
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5.1. Definition und Eigenschaften.
Definition 5.1.1 (Brouwergrad). Sei  C R™ offen und beschrénkt,
feC® (QR")NC(Q,RY).

Sei y € R™\ f(09) ein regulirer Wert von f|q. Dann definieren wir den Brouwer-
grad durch

d(f,Q,y) == Z sgndet df (x).
zef~(y)
Manchmal schreibt man auch deg(f,,y) statt d(f,Q,y).

Mit Hilfe einer Reihe von Lemmata wollen wir diese Definition auch auf C°-
Funktionen und nicht reguldre Punkte iibertragen.

Bemerkung 5.1.2.

(i) Zunéchst einmal ist der Abbildungsgrad definiert, denn die Summe ist endlich:
Sei y regulér und sei (z,)nen eine Folge aus paarweise verschiedenen Punkten
in f~(y). Da Q kompakt ist, kdnnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass z, — = € Q konvergiert. Falls 2 € Q ist, ist 2 wegen f(z) = y ein
reguldrer Punkt von f und somit ist f in einer kleinen Umgebung von =z
injektiv. Widerspruch zu z,, — = und f(z,) = f(z) = y. Ist z € 99, so liefert
die Stetigkeit von f, dass auch f(x) = y gilt, wir hatten aber y ¢ f(9Q)
angenommen. Somit ist f~1(y) endlich.

(if) In R™\ f(09) ist die Menge der reguldren Werte relativ offen und die Menge
der singuldren Werte relativ abgeschlossen. Nach dem Sardschen Satz ist die
Menge der reguldren Werte auch dicht in R™\ f(052).

Lemma 5.1.3. Sei Q C R"™ offen, sei F € C* (Q x (a,b),R™) und sei z eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Kurve (d.h. |2'| = 1) mit F(z(s)) = 0 fir alle
s € (8o, 81). Schreibe z(s) = (z(s),t(s)) € Q x (a,b). Dann gilt

#(s) det (FZ(’ES”) — det Fy(2(s)).

Hat F, den Rang n, so ist det ( ) # 0.

Beweis. Aus F(z(s)) = 0 folgt dF(z(s))(z'(s)) = 0 und in Komponenten

n+l k k k
F F F
(5.1) 8821 = § 0 (=) + Oy
1=1 1=1

8xl ot
firalle k=1,...,n

Wire det <};f) = 0 und rang F, = n, so gibe es Ay € R mit (zl)/ = > X %‘Zf.
k=1

Somit folgte
n n+1

n+1 k
=3 ZAkZaF (=1 =0,
=1

k=1 =

=0 (5.1)
Widerspruch.
Auch fiir die andere Behauptung verwenden wir am Ende (5.1).

oF* OFF OFF OFF t’
tl - det Ox! ot — det Ox! ot

(@) v (@)
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() (%e+som <zl>’)
(!

’) <>+z<)

= det

aFk k
= det ( = det oF O
() ) ot
Unter kleinen Stérungen der Funktion dndert sich der Abbildungsgrad nicht.

Lemma 5.1.4. Sei Q C R" offen und beschrdankt. Seien fq, f1 € C’O( R")

C?(,R"). Seiy € B\ fo(09), 0 1= sup |fo(x) — f1(x)] < pi= inf |fole) ~ ]
e z
Sei y ein reguldrer Wert von fy und f1. Dann ist

d(fo, 2 y) = d(f1,Q2,y).

Beweis. Vorbemerkung: Sei y ein regulirer Wert von f, f erfiille die Voraus-
setzungen an f;. Gelte ohne Einschrinkung y = 0. Dann tritt fiir ein hinreichend
kleines € > 0 einer der folgenden Fille ein:
(i) fH(Be(y) =0
(ii) Wir definieren z; durch f~'(y) = {1,...,2,»} und wihlen Umgebungen
Uj(x;) von x5, so dass f|y,(a,): Uj(w;) = Be(y) fiir 1 < j < m ein Diffeomor-
phismus ist und f‘l(Be(y)) = Ul(xl) .UUp () gilt: Nach Bemerkung
5.1.2 ist das Urbild endlich. Dann gibt es zu jedem Punkt x; eine Umgebung
Vj, so dass f|y, ein Diffeomorphismus auf das Bild ist. Durch Verkleinern der
Umgebungen V kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass diese Men-
gen paarweise dlsjunkt sind. Die Mengen f(V}) sind jeweils offene Umgebun-
gen von y. Somit ist auch ihr Schnitt eine Umgebung von y. Wahle nun € > 0

so klein, dass B.(y) C ﬂ V; gilt. Wenn wir nun Uj(z;) := (f|v,) " (B:(y))

wahlen, folgt die Behauptung
In beiden Féllen ist

d(f,Q,y) =d(f,Q,z) fur alle z € B:(y).

Nun zum eigentlichen Beweis: Gelte ohne Einschrénkung y = 0. Definiere

F(xz,t) :== (1 —t)fo(z) + tf1(x)

fir 0 < ¢t < 1 und wahle € > 0 so, dass die Vorbemerkung fiir fo und fir f;
gilt. Wihle einen reguldren Wert z von F' mit |z| < min{e,p — o}. Wegen |z| < ¢
ist z ein reguldrer Wert fiir fo und f;. Aufgrund der Vorbemerkung erhalten wir
d(fj, Q, 0) = d(fj, Q7 Z) fur ] = 07 1.

Die Menge F~1(2) N (22 x [0,1]) ist kompakt, da fiir (x,t) € 9Q x [0, 1]

|F(x,t) — 2| = [fo(z) + t(f1(z) — fo(z)) — 2| = p—0 —[2| > 0

gilt. Schreibe f;l(z) = {le, .. .,x;nj} fiir j = 0,1. Nach Voraussetzung ist z ein
reguldrer Wert von fo = F(-,0) und f; = F(-,1). Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen gibt es daher ein § > 0, so dass die Mengen F~1(z) N (Q x [0,4]) und
F~1(2) N (2 x [1 — 6,1]) entweder leer sind oder aus mgy bzw. m; disjunkten C-
Kurven bestehen. Diese beschreiben wir als Graphen der Funktionen ag» (t),7=0,1,
i=1,...,m;,0<t<dbzw. 1 —§ <t <1 Es gilt a?(j):xé.

Nach Voraussetzung ist z auch ein regulirer Wert von F. Daher ist F~1(2) ei-
ne kompakte eindimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand (Benutze,

dass F' fiir ein kleines ¢ > 0 auch fir ¢t € (—(,1+ () in z regulér ist. Das Urbild
von z unter der Fortsetzung ist dann eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Da z
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fir fo = F(-,0) und f; = F(-,1) regulér ist, konnen wir nahe t = 0 und ¢ = 1 jede
Zusammenhangskomponente als Graph iiber der t-Achse schreiben. Der Rand ist
F~1(2)N(Q x {0,1}). Aus diesen Uberlegungen geht hervor, dass das Urbild genau
eine Mannigfaltigkeit im spéter noch zu definierenden Sinn ist, dass es also lokal dif-
feomorph zu [0, 1) oder (0, 1) ist.). Die endlich vielen Zusammenhangskomponenten
sind also diffeomorph zu S! oder [0, 1]. Sei W eine Zusammenhangskomponente von
F~1(2), die zu [0, 1] diffeomorph ist. Wir parametrisieren W nach der Bogenlinge
und erhalten W = {w(s) = (z(s),t(s)): so < s < s1}. Es gilt t(sp),t(s1) € {0,1}.
Weiterhin ist #(s;) # 0: Sei némlich ¢t € [0,0] oder ¢ € [1 — §,1], so ist wegen

2(s) = 0 (1(s))
1= u'(s)| = ]((a;‘.)’t'(s),t'(s))] = |t'(z)] - ]((a;’.)’@)\.

Es treten drei Falle auf:

(i) W hat beide Randpunkte in  x {0}: Dann gelten t'(sg) > 0 und #'(s1) < 0.
(ii) W hat beide Randpunkte in € x {1}: Dann gelten t'(sg) < 0 und ¢'(s1) > 0.
(iii) W hat einen Randpunkt in © x {0}, ohne Einschriankung w(t(sp)), und einen

Randpunkt in ©Q x {1}: Dann gelten ¢'(sg) > 0 und ¢'(s1) > 0.

Auf der Menge F~1(z) hat dF den Rang n. Somit kann sich nach Lemma 5.1.3

das Vorzeichen von det (Sf = det (‘%5) auf einer Zusammenhangskomponen-

te W nicht dndern. Mit Lemma 5.1.3 folgt daher aufgrund des ggf. auftretenden
Vorzeichenwechsels zwischen t'(sg) und t'(s1) in den jeweiligen Féllen

(i) sgndet Fy(z(s0),0) = —sgndet F(z(s1),0),
(i) sgndet Fy(z(so),1) = —sgndet F,(x(s1),1),
(iii) sgndet F,(x(s0),0) = sgndet F,(x(s1),1).
Nun ist Fy(z,j) = df;(z) fiir j = 0,1. Aufsummieren in der Definition des Abbil-
dungsgrades liefert daher
d(f07 Qa Z) = d(fh Qv Z)
Da diese Abbildungsgrade nach Uberlegungen von oben mit denen im Ursprung

iibereinstimmen, folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Lemmas koénnen wir den Abbildungsgrad fiir beliebige, d. h. nicht
notwendigerweise regulire, Werte definieren.

Definition 5.1.5. Sei 2 C R" offen und beschrénkt. Sei
feC’(QR")NC*(Q,R")
und sei y € R™\ f(9€Q). Dann definieren wir
a(f,0) = d(f, 9, 2),
wobei z ein reguléirer Wert von f mit |z — y| < 1 dist(y, f(9Q)) = 5p ist.

Lemma 5.1.6.
(i) d(f,9Q, z) ist unabhdngig von der speziellen Wahl von z.
(i) Lemma 5.1.4 gilt ohne die Voraussetzung, dass y reguldr ist.

Bewets.
(i) Seien zp, 21 reguldre Werte von f und gelte |z; — y| < %p. Setze f; == f — z;.
Dann folgt d(f,Q,z;) = d(f;,9,0) fir j =0,1. Es gilt

o = sup |fo(x) — fi(x)] =20 — 21| < |20 —yl + |y — 21| < 5p
e
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und fiir x € 01 ist

[fol@)| =1f(x) =20 > |f(2) =yl — |y — 20| = p— 30 = 3p.

3
Nach Lemma 5.1.4 folgt daher d(fo, 2,0) = d(f1,,0). Zusammengenommen
folgt die Behauptung.

(ii) Sei y & fo(99). Damit gilt aufgrund der Voraussetzungen von Lemma 5.1.4
auch y & f1(09). Wahle einen reguldren Wert g fiir fy und f; mit |§ —y| <
dist(y, f;(09)), 7 = 0,1 und (die folgende Ungleichung gilt nach Vorausset-
zung von Lemma 5.1.4 bereits fiir y statt §)

sup [fo = fil =t o < dist(y, fo(09)).
Nach Lemma 5.1.4 und nach der Definition des Abbildungsgrades fiir nicht
reguldre Werte folgt

d(fo, 0 y) 2= d(fo, 2, §) 22 d(f1,9Q,5) 2= d(f1,92,y). 0

Wir erweitern die Definition auch auf stetige Abbildungen.

Definition 5.1.7. Sei Q C R” offen und beschrinkt. Sei f € C° (ﬁ, R”) und sei
y € R™\ f(09), so definieren wir

d(fa Q7 y) = d(f07 Qa y)y
wobei fo € C°° (R™,R™) mit sup | f(z) — fo(z)| < 3 dist(y, f(0R)) ist.
€N

Lemma 5.1.8.

(i) Der Abbildungsgrad fir stetige Funktionen ist wohldefiniert, hingt also nicht
von der speziellen Wahl der glatten Funktion ab.

(ii) Lemma 5.1.4 gilt auch fir fo,f1 € C° (ﬁ, R”) und nicht notwendigerweise
reguldre Werte.

Bewets.
(i) Seien fy, f1 € C (R™",R™) mit sup |f(x) — fi(z)| < %dist(y,f(aﬂ)) = %p,
€N
i =0,1. Es folgt sup|fo(z) — fi(x)| < p. Weiterhin gilt
Q
dist(y, fi(9Q)) > dist(y, f(0Q)) — sup f=fil>p—3p=73p

fiir i = 0, 1. Nach Lemma 5.1.6 folgt d(fo,Q,y) = d(f1,Q,y). Wir erhalten die
Wohldefiniertheit.
(ii) Seien fo, f1 € C° (€, R™) und sei y € R™\ fo(9£2) mit

0 i= sup |fo = ful < dist(y, fo(092)) =: p.

Somit ist dist(y, f1(992)) = p— 0o > 0. 3
Wiéhle nun fo, f1 € C*° (R™,R"™) mit sup |fj — fj| < %(p — o), also
Q

Slép |fj — f]’ < %dist(y,fj(aQ)) fir j =0,1.
Wir erhalten
sup |f0 - f~1‘ < sup |f0 - f0| +sup |fo — f1| +sup {fl - f1|
Q Q Q Q

<ilp—o)t+o+3(p—0)=3p+30
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und
dist (y, fo(09)) > dist(y, fo(09)) — Sup | fo — fol

>p—3(p—0)=3p+ 30

Wir erhalten insgesamt mit Lemma 5.1.6
r Lem. 1 Def.
Afo, 2 y) 2= d (o, 0 y) 22 d (f1,0.y) 2= d(f1,20). O

Definition 5.1.9 (Homotopie).
(i) Seien X,Y topologische Rdume und f,g: X — Y stetige Abbildungen. Dann
heift eine stetige Abbildung ®: X x [0,1] = ¥ mit ®(-,0) = fund &(-,1) =g
eine Homotopie von f nach g.
(ii) Gibt es eine Homotopie von f nach g, so heifien die Abbildungen f und g
homotop zueinander.
(iii) Die Homotopieklasse einer stetigen Abbildung f: X — Y besteht aus allen
stetigen Abbildungen g: X — Y, so dass f und g homotop zueinander sind.

Def.

Theorem 5.1.10 (Eigenschaften des Brouwer-Grades). Sei Q@ C R™ offen und
beschrinkt.
(i) Ist F € C° (2 x[0,1],R") eine Homotopie und y ¢ F(0Q x [0,1]), so ist
d(F(-,t),,y) von t unabhingig. (Homotopieinvarianz)
(it) Ist f € C° (L, R™) und y € R™\ f(09), so ist d(f,Q,y) = d(f —y,Q,0) und
d(f,8,-) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von R™ \ f(09Q) konstant.
(iii) Ist y € R™\ f(0) und d(f,Q,y) # 0, so existiert x € Q mit f(x) =y.
(iv) Sei Q = QUQy mit disjunkten offenen Mengen Q; und ist y € R™\ f(0Q; U
003), so ist
d(f7 Qa y) = d(fa Qla y) + d(f7 927 y)
(v) Sei A C Q abgeschlossen und y € R™\ f(0Q U A). Dann ist

d(f7Q7y) = d(f7Q\A7y)'
(Ausschneidungseigenschaft)

Bewets.
(i) Da 99 x [0, 1] kompakt ist und F stetig ist, ist p := dist(y, F (0 x [0, 1])) > 0.
Da F auf Q x [0,1] gleichmiiRig stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle
t,to € [0,1] mit ‘t—t0| <

sup F(z,t) — Fla,to)| < p
Q

gilt. Nach Lemma 5.1.8 ist
d(F(a t)7 Qa y) = d(F(7 tO)a Q7 y)
fiir solche ¢y, t. Die Behauptung folgt.
(ii) Die Behauptung d(f,9Q,y) = d(f —y,Q,0) ist fiir f € C? und regulire Werte

y von f trivial. Der allgemeine Fall folgt daher mit Lemma 5.1.6 und Lemma
5.1.8.

Zur Konstanz auf Zusammenhangskomponenten: Seien yo,y1 € R™\ f(99)
Punkte in derselben Zusammenhangskomponente von R™ \ f(9€2) . Sei nun
~v:[0,1] = R™\ f(09) ein stetiger Weg mit v(0) = yo und v(1) = y;. Setze
F(z,t) := f(z) —~(¢). Dann ist 0 ¢ F(9Q x [0,1]), also folgt aufgrund der
Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades

d(.ﬂvaO) :d(f - yO,an) = d(f - 7(0)70’0) = d(F(7O)’Q7O)
:d(F(’ 1)7970) = d(f - yl,Q,O) = d(fa97y1)~
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(iii) Sei y & f(ﬁ) Setze p = dist (y,f(ﬁ)) > 0. Wahle fy € C>(R",R")
mit sup|fo — f| < $p. Dann ist d(f,Q,y) = d(fo,9,y) nach Lemma 5.1.8
Q

und es gilt dist (y, fo (ﬁ)) > %p. Waéhle einen reguldren Wert yo von fj
mit |y — yo| < %p. Nach Lemma 5.1.6 ist d(fo,Q,y) = d(fo,,y0) und
dist (yo, fo (ﬁ)) > %p — %p > 0. Daher ist d(fo,Q,y0) = 0, denn yo besitzt in
der allerersten Definition des Abbildungsgrades keine Urbilder in Q. Somit ist
auch d(f,Q,y) = 0.

(iv) Dies ist fir f € C°(Q,R™) N C* (2, R") und einen reguléiren Wert y trivial
und folgt sonst mit Hilfe von Lemma 5.1.6 und Lemma 5.1.8.

(v) Esist 9(Q\A) C 0QUA. Day & f(O(Q\A)) ist, ist d(f, 2\ A, y) wohldefiniert.
Da weiterhin 9Q U A kompakt ist, ist p := dist(y, f(0Q2U A)) > 0. Wihle nun
fo € C°° (R™,R™) mit Slgllp | f—fol < p und einen reguléiren Wert yo von fo mit

ly—yo| < %p. Wie im Beweis von Teil (iii) folgt d(f, Q\ 4, y) = d(fo, 2\ A4,y0)-
Aus yo € fo(0Q U A) folgt die erste Gleichheit in

d(angvyO):d(vaQ\AayO):d(fvg\Aay) O

Die Homotopieinvarianz impliziert, dass d(f, €2, y) nicht von f insgesamt sondern
nur von f|aq abhéngt.

Korollar 5.1.11. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt. Seien fo, f1 € C° (ﬁ, R”) mit
folaa = filaa. Dann gilt

d(fo, % y) = d(f1,Q,y)
fiiry & fo(02) = f1(0%).

Beweis. Wende die Homotopieinvarianz auf die Homotopie F(z,t) = (1 —1t)fo(z) +
tf1(x) an und beriicksichtige, dass F'(z,t) = fo(z) = f1(z) fur alle (z,t) € 9Qx]0,1]
gilt. O

5.2. Anwendungen des Abbildungsgrades.

Theorem 5.2.1 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f: B1(0) — B1(0) stetig. Dann
besitzt f einen Fizpunkt, d. h. es gibt ein x € B1(0) mit f(x) = x.

Beweis. Definiere F(z,t) := x — tf(z) fir (z,t) € B1(0) x [0,1]. Fiir || = 1 und
0<t<1list]|F(zt)|>1—t>0.Nehme an, dass f keinen Fixpunkt auf 9B;(0)
besitzt. Dann gilt F(z,t) # 0 fiir (z,t) € dB1(0) x [0, 1]. Somit ist aufgrund der
Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades

und somit existiert ein z € By(0) mit (id —f)(z) = 0. O

Korollar 5.2.2. Sei X homdéomorph zu B1(0). Dann besitzt jede stetige Abbildung
f: X — X eine Fizpunkt.

Beweis. Ubung. (]

Theorem 5.2.3. Sei n ungerade. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 € Q. Sei
f: 09 — R™\ {0} stetig. Dann gibt es x € 00 und X # 0, so dass f(x) = \x gilt.

Beweis. Sei ohne Einschrankung f zu f € C° (ﬁ, R") fortgesetzt. Da n ungerade
ist, gilt d(—id,2,0) = —1. Ist d(f,,0) # —1, so besitzt die Homotopie H (z,t) :=
(1—1t)f(x)+t(—x) eine Nullstelle (zo,%0) € Q2% (0,1). Es folgt f(xo) = 130 xo. Ist
d(f,€Q,0) = —1, so wenden wir dasselbe Argument mit der Identitét und H(z,t) :

(1 =1t)f(x) + tx an.

Ol
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Korollar 5.2.4 (Satz vom Igel). Sein ungerade. Sei V': 9B1(0) — R™ ein stetiges
tangentiales Vektorfeld an die Sphdre, d. h. gelte (V (z),z) = 0 fir alle x € dB1(0).
Dann besitzt V' eine Nullstelle.

Bemerkung 5.2.5. Ist n gerade, so gibt es ein nicht verschwindendes tangentiales
Vektorfeld auf S*~!, nimlich

4 (.’K17 e ’me) = (—.’EQ,Z']', —15471'3, B _1,277'7,71,2771—1) .

Definition 5.2.6 (Abbildungsgrad fiir Sphiiren). Sei f: S?*~1 — S"~! stetig und
f: B}(0) — B7(0) sei eine stetige Fortsetzung von f, z. B.

Foy {|a:|f(§.|), z #0,

/(@) 0, z=0.

Definiere den Grad von f, deg(f), durch

deg(f) == d(f,B1(0),0).

Bemerkung 5.2.7.

(i) Seien fo und f; zwei verschiedene Fortsetzungen von f. Dann ist H(z,t) :=
(1 —t)fo(z) + tfi(z) eine Homotopie zwischen diesen beiden Fortsetzungen
mit festen Randwerten. Somit ist d(fo,Bl(O), 0) = d(fl, B1(0), 0) und deg f
ist wohldefiniert.

(i) Seien fo, fi: S~ — S"~! zwei homotope Abbildungen. Setzen wir eine Ho-
motopie F(x,t), (z,t) € S*! x [0,1] mit F(-,0) = fo und F(-,1) = f; zu
einer Homotopie F(z,t), (z,t) € B1(0) x [0, 1], fort, so folgt

deg fo = d(F(-,0), B1(0),0) = d(F(-, 1), B1(0),0) = deg f.

Somit hiangt deg f nur von der Homotopieklasse von f ab.

(iii) Fiir f: S™~! — S"~! besteht R™ \ f (S"71) D R™\ S"~! wegen f (S"7!) C
S*~! aus maximal zwei Zusammenhangskomponenten. Handelt es sich um nur
eine Zusammenhangskomponente, so ist f nicht surjektiv und es gilt deg f = 0.
Die Umkehrung ist i. a. falsch (warum?).

Der Abbildungsgrad charakterisiert eine Abbildung f: S*~! — S*~! sogar bis
auf Homotopie.

Theorem 5.2.8 (Satz von Hopf). Seien f,g: S™ — S™ stetig. Dann sind f und g
genau dann homotop, wenn deg f = degg gilt.

Beweis. Siehe [5, Kor. 4.25]. (Dort wird unter Verwendung von Homotopietheorie
gezeigt, dass m, (S") = Z gilt.) O

Theorem 5.2.9 (Produktsatz von Leray). Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei
feco (ﬁ, R") und seien Zy,Zy,... die Zusammenhangskomponenten von R™ \

f(09Q). Sei Zy die unbeschrinkte Komponente. Sei g € C° (R™,R") eigentlich (d. h.
Urbilder kompakter Mengen sind kompakte < |g(x)| — oo fir |z| — oo). Sei
y €R™\ (go f(09Q)). Dann ist y & g(0Z;) und es gilt

d(go f,2,y) = dlg, Zi,y) - d(f,2, Z:),

i>1

wobei d(f, 2, Z;) den konstanten Wert von d(f,Q,-) auf Z; bezeichnet.

Die wesentliche Beweisidee ist, geeignet zu approximieren und Kettenregel und
Determinantenmultiplikationssatz zu verwenden.
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Beweis. Beachte zunéchst, dass d(f,Q, Zy) = 0 ist, da Zy unbeschrankt und ()
beschréinkt ist, siche Eigenschaft (iii) des Brouwer-Grades.
Wegen 0Z; C f(09Q) folgt y & g(0Z;) fiir alle i. Setze p := dist(y, go f(9)) > 0.
Dann ist dist(y, g(0Z;)) > pfiir allei. Esist g~ ' ({y}) = ¢~ '(y) € U Z;. Dag~(y)
i>1

m
kompakt ist, existiert m, so dass ¢~ *(y) € |J Z; gilt. Somit ist d(g, Z;,y) = 0 fiir
i=1

=
¢ > m und die obige Summe ist endlich. (Beachte, dass die Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten selbst fiir f € C° nicht endlich zu sein braucht.) Wih-
le R > 0, so dass f(ﬁ) C Bg(0) gilt. Wahle g € C* (R™,R") eigentlich mit

sup |g(x) — go(z)] < p. Es folgt sup |g o f(x) — go o f(x)] < p. Weiterhin folgt
2| <R e

y & go(f(0)). Aufgrund der Homotopieinvarianz erhalten wir d(g o f,Q,y) =
d(go o f,Q,y) und d(g, Z;,y) = d(go, Zi,y) fir alle ¢ > 1. Daher wollen wir ohne
Einschrankung g € C*° (R™,R™) annehmen.

Es ist g7 1(y) N f(09) = 0 und g~ !(y) ist kompakt. Daher ist

§ :=dist (g7 (v), £(09)) > 0.

Wegen 0Z; C f(09Q) folgt insbesondere auch dist (g’l(y), 8Zi) > 4. Definiere V; :=
Bs/ (ZiNg~*(y)) C Z;. Dann gelten V; = 0 fiir i > m und V; N'V; = 0 fiir i # j.
Aufgrund der Ausschneidungseigenschaft erhalten wir

und
(5.3) dist(V;, £(09)) > 5.

Wihle jetzt fo € C* (R™,R™) mit
)
sup |f(z) — fo(z)| < b}
Q
und
Sup lgo f(x) —go fo(z)| <p=dist(y,g o f(09)).

Aufgrund der Homotopieinvarianz und (5.3) erhalten wir

(5.4) d(go f,Q,y) =d(go fo,2y)
und
(5.5) d(f,Q, Z;) =d(f,Q,v) = d(fo, Q,v) fiir alle v € V.

m
Wiihle einen reguliiren Wert 1o von g o fo so nahe bei y, so dass ¢~ 1(y0) € U Vi,
i=1

und
(57) d(gof()vgay) :d(gof()vayO)

gelten. Nach Kettenregel gilt d(g o fo)(x) = dg(fo(z)) - dfo(x). Da yo ein reguli-
rer Wert von g o fy ist, ist yo auch ein reguldrer Wert von g (Kettenregel). Setze
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g Y(yo) =: {z1,...,2n}. Weiterhin sind die Punkte z; fiir f reguliir (wieder Ket-
tenregel). Wir setzen fy'(2;) N Q = {x;: k= 1,..., M;}. Somit erhalten wir

d(gOf7Q7y) d(gof07Q7y0)
N M;
=Y _ssndetd(go fo)(zj)
=1 k=1

YT Y emdadte) sdendi(o)

it zj€Vizef—1(z;)

(5-4),(5.7)

= Z Z sgndet dg(z;) - Z sgn det dfo()

i z;€V; xef~1(z;)
= Z Z sgndet dg(z;) - d(fo,, z;).
i ZjEVi

Nun ist z; € V; und nach (5.5) folgt daher d(fo,Q,2;) = d(f,Q,Z;). Wegen
d(f,$, Zp) = 0 kann die Summation bei ¢ = 1 starten. Es folgt weiter

d(go f,Qy) =Y d(f,Q,Z)- Y sgndetdg(z))

i>1 z; €V}

= Zd(f, Q, Zz) . d(gv ‘/ia yO)

i>1

5.6),(5.2

i>1

wie behauptet. O

Als Korollar erhalten wir eine n-dimensionale Verallgemeinerung des Jordan-
schen Kurvensatzes.

Theorem 5.2.10 (Satz von Jordan-Brouwer). Sei f: S"=! — R"™ stetig und ein-
eindeutig (= injektiv). Dann besitzt R™\ f (S"~1) genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten.

Als Vorbereitung/Wiederholung halten wir folgendes fest

Bemerkung 5.2.11.
(i) Sei A C R™ abgeschlossen und sei f: A — [a,b] stetig. Dann existiert eine
stetige Fortsetzung f: R — [a, b].
(ii) Sei A C R™ kompakt und sei f: A — R™ stetig, so existiert eine eigentliche
stetige Fortsetzung nach R™.
(iii) Sei f: A — B eine stetige bijektive Abbildung zwischen kompakten (= {iber-
deckungskompakt und 75) Mengen A und B. Dann ist f~ stetig.

Bewets.
(i) Dies ist der Fortsetzungssatz von Tietze.
(ii) Benutze den Fortsetzungssatz; Ubung.
(iii) Topologievorlesung oder Ubung. O

Beweis des Satzes von Jordan-Brouwer, Theorem 5.2.10.

Seien Zy, Z1, ... die (Zusammenhangs-)komponenten von R™ \ f (S”_l). Sei Zg die
unbeschriinkte Komponente. Betrachte S*~! € R”™. Ohne Einschrinkung nehmen
wir an, dass die Abbildungen f: S"™' — R" und g := f~': f(S"7!) — R" stetig
und eigentlich auf ganz R™ fortgesetzt sind. Wéhle z; € Z;. Es gilt g o f = id auf
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S*=1 = 9B1(0) und fog=idauf Z; C f(S*~'). Somit folgt nach Homotopiein-
varianz

d(go f,B1(0),0) =d(id, B1(0),0) = 1
und
(58) d(f og, ZZ‘, Zj) = d(ld, ZZ‘, Zj) = 51]

Fixiere i > 0. Es ist g(0Z;) C S"!. Somit besitzt R™ \ ¢g(0Z;) maximal zwei
Komponenten.

Wir wollen zunéchst ausschliefen, das R™ \ ¢(0Z;) aus nur einer Komponente
besteht. Nehme dies an. Eine einzelne Komponente ist unbeschrinkt. Somit liefert
der Produktsatz von Leray, Theorem 5.2.9,

d(fog,Zi,z) = Z =0.
0
Dies widerspricht (5.8).
Also besteht R™ \ ¢(0Z;) aus genau zwei Komponenten. Dies ist nur moglich,
wenn g(87;) = S"~! gilt. Wir erhalten R \ g(9Z;) = B1(0)JU(R"™ \ B;(0)). Nun
liefert der Leraysche Produktsatz

L=d(go f,B1(0),0) =Y d(g, Z;,0) -d(f, B1(0), Z:)

i>1 . _
und
::bj =a;
Wir erhalten also a;b; = d;; und > a;b; = 1. Dies ist nur moglich, wenn die
i>1
Summe nur den Term fiir ¢ = 1 enthéalt. R™\ f (S”_l) besteht also aus genau zwei
Zusammenhangskomponenten: Zy und Z. U

5.3. Satz von Borsuk *.

Definition 5.3.1.
(i) Sei Q@ C R™. Dann heift 2 symmetrisch, falls Q = —Q gilt.
(ii) Sei Q C R™ symmetrisch. Sei f: Q — V fiir einen Vektorraum V. Dann heift
f ungerade, falls f(—x) = —f(z) fiir alle z € Q gilt.

Als Vorbereitung zeigen wir zwei technische Lemmata: Ist die Dimension des
Zielraumes grofs genug, so kann man stetige Abbildungen so fortsetzen, dass auch
die Fortsetzung einen Punkt vermeidet.

Lemma 5.3.2. Sei K C R™ kompakt, f € C°(K,R"\ {0}) mit n > m. Dann
existiert eine Fortsetzung F € C° (R™,R™ \ {0}) von f.

Beweis. Setze § = i?{f|f| > 0. Wihle go € C'(R™,R™) mit sup|f — go| < %.
K

Wegen go € C* und m < n ist go (R™) eine Lebesgue-Nullmenge in R™. Somit gibt

es yo € Bssa(0) \ go (R™). Setze g := go — yo. Dann ist g(z) # 0 fiir alle 2 € R™.

Nach Dreiecksungleichung gilt p := sup|f — g| < 2. Somit ist i}l{f lg| > &. Definiere
K

nun

sonst.

2" Tg(@)]
Esist G € C° (R™,R"). In ganz R™ gilt |G(z)| > $. In K ist |g| > $ und somit gilt
dort G' = g. Nach dem Fortsetzungssatz von Tietze gibt es ein H € C° (R™,R")

g9(z), falls |g(z)| > §,
G(z) == {5 g(x) ?
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mit H|g = f — g und |H(z)| < p fiir alle z € R™. Definiere F := G + H. Dann
ist Flx =g+ (f —g) = f und es gilt |F(z)| > |G(z)| — |H(z)| > § — p > 0 nach
Definition von p. U

Aufserhalb des Ursprunges existiert auch eine ungerade Fortsetzung.

Lemma 5.3.3. Sei Q2 C R™ offen, beschrinkt und symmetrisch. Sei 0 ¢ Q. Sei f €
C° (09, R"™ \ {0}) ungerade mit n > m. Dann existiert eine ungerade Fortsetzung

F e (@R {0}).

Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach m.
Sei m = 1. Setze QT := {z € Q: 2z > 0} und Q™ = —QF. QT besteht aus
hochstens abzéhlbar vielen offenen Intervallen Iy, = (ay, by). Setze p := 1811£ |f| >0

(09 ist kompakt). Nochmals aufgrund der Kompaktheit gibt es 6 > 0, so dass
|f(z) = f(y)| < § fiir |z —y| < 6. Auf allen Intervallen I; der Lénge < ¢ wihlen wir

F als affin lineare Fortsetzung von F|sy,. Dann ist F auf |J I, stetig (Ubung).
[Tx| <6

Wegen |F(x)—F(ay)| = |F(x)—f(ar)| < § fiir x € I, folgt |F(x)| > [ f(ar)|—5 > §.

Somit ist F' dort auch nullstellenfrei.

Auf den verbleibenden endlich vielen Intervallen I, wahlen wir I als eine belie-
bige stetige Kurve in R™\ {0} mit Endpunkten f(ax) und f(by). Wegen n > 2 geht
dies. Auf Q= definieren wir F(x) := —F(—x). Wegen 0 ¢  ist F stetig.

Induktionsschritt: Setze Qy = {z € Q: 2™ = 0} C R™~ L. Es ist 99y C 9.
floa, € CY (00, R™ \ {0}) ist ungerade. Somit existiert nach Induktionsannahme
eine ungerade Fortsetzung Fy € C° (Qp, R™ \ {0}) mit Fyloa, = flo,. Setze Q1 :=
{x € Q: 2™ > 0}. Dann ist QT = 9tQ U Qp mit 9+Q = {z € 90: 2™ > 0}.
Definiere f: 9O+ — R™\ {0} durch

x) fiirz € 07Q,
Fra)= I Hre e o
Fo(z) fir x € Q.
Es gilt f+ € C° (00T, R\ {0}). Nach Lemma 5.3.2 existiert eine Funktion F'™ €
CO(§+,R" \ {0}) mit F[pq+ = fT. Setze nun

[Pt @), z e OF,
F(.’l?) T {F+(l’), xeﬂiz{xEQZIEm<0}. -

Ist m = n, so gibt es eine ungerade Fortsetzung, die auf einer Hyperebene keine
Nullstellen hat.

Korollar 5.3.4. Ist Q2 C R" offen, beschrinkt und symmetrisch mit 0 € Q und f €
CO (092, R™ \ {0}) ungerade, so existiert eine ungerade Fortsetzung F € C° (Q,R™)
von f mit F(x) #0 fir 2™ = 0.

Beweis. Setze Qy = QN {z" = 0}, QT := QN {z" > 0} und O~ = —QF.
Nach Lemma 5.3.3 gibt es eine ungerade Abbildung Fy € C° (Q9,R™\ {0}) mit
F0|aQO = f|6QO. Setze

o f), z €Nt
Fiw)= {Fo(m), x € Q.

Nach dem Tietzeschen Fortsetzungssatz gibt es F'+ € C° (sT+, R”) mit FT g+ =
ft = f*]aq+. Die gesuchte Fortsetzung ist dann

_JF(2), € QF,
Fla) = {—F"’(—x), reQ. -
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Nun kénnen wir den Abbildungsgrad fiir ungerade Abbildungen berechnen.

Lemma 5.3.5. Sei Q C R" offen, beschrinkt und symmetrisch mit 0 & Q. Sei

feC?(00,R"\ {0}) ungerade. Dann ist d(f,€,0) =0 (mod 2).

Beuweis. Setze QF = QN {£a" > 0}. Sei F € C°(Q,R"\ {0}) eine ungerade

Fortsetzung von f mit F(x) # 0 fiir z € 9Q+T U 9N~ Sei F, € C (R",R™) eine

Folge mit sup [F}, — F| — 0 fiir k — oco. Nach Ersetzen von Fj, durch 3(Fj(z) —
Q

Fy(—z)) diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass F}, ungerade ist. Fiir k& >
ko ist dann F(z) # 0 fiir 2 € 0QT U9Q~. Somit gilt d (F,QF,0) = d (Fy, QF,0).
Mit Hilfe der Ausschneidungseigenschaft und der Additivitat des Abbildungsgrades
erhalten wir

(5.9) d(Fy,, Q,0) = d (Fi,, 2F,0) +d (Fy,Q7,0) .

Sei Z* die Zusammenhangskomponente von 0 in R™ \ Fy (9Q%). Wihle ¢ > 0 mit
B.(0) C Z* N Z~ und einen reguliren Wert z € B.(0) von Fy. Ein z € Q7 erfiillt
Fy(x) = z genau dann, wenn —z € Q~ die Gleichung Fj(—x) = —z erfiillt. Dies
bedeutet, dass QT NF ' (2) = — (2~ N F},*(—z)) ist. Die Funktion F} ist ungerade,
also ist 2£% gerade und somit folgt det dFy(x) = det dFj(—z). Insbesondere ist —z

oxd
ein reguldrer Wert von Fj. Es gilt

d(F,Q%,0) =d (F,QF,0) = d (F;, QF, 2)
= Y detdFy(x) = > det dFy,(z)

zeF T (2)NQ+ z€F M (—2)NQ-
=d(Fp,Q,—2) =d(F,,Q7,0) =d (F,Q7,0).
Benutzen wir nun (5.9), so folgt, dass d(Fy, §2,0) = d(F,,0) gerade ist. O

Theorem 5.3.6 (Satz von Borsuk). Sei Q C R"™ offen, beschrinkt und symme-
trisch mit 0 € Q. Sei f € C° (ﬁ, R”) ungerade und 0 & f(0R2). Dann ist d(f,$2,0)
ungerade.

Beweis. Wir wollen ohne Einschrénkung annehmen diirfen, dass f glatt ist und
df (0) # 0 gilt. Dazu approximieren wir f und addieren ¢ - id fiir ein kleines ¢ > 0.
Somit gilt

d(f,,0) = d(f, 2\ B:(0),0) +d(f, B-(0),0)
fiir ein kleines € > 0 mit 0 ¢ f(0B.(0)). Nach Lemma 5.3.5 ist der erste Term auf
der rechten Seite gerade. Der zweite Term ist ungerade, da fiir kleines € > 0 genau
ein Urbild existiert und 0 ein reguldrer Wert ist. Die Behauptung folgt. O

Korollar 5.3.7. Se1 Q C R™ offen, beschrinkt und symmetrisch mit 0 € €. Sei
f € CY(QR™) und gelte f(z) # 0 fir x € O0. Ist

f(z) y f(=2)

|f@)]* |f (=)
fiir alle x € 99, so ist d(f,Q,0) ungerade.
Bewets. Betrachte die Homotopie

h(z,t) = (1 —t)f(z) + 5(f(z) — f(-2))
= (1-3) f(2) = 3f(-2)

zwischen f und seinem ungeraden Anteil. Dann folgt die Aussage aus dem Satz von
Borsuk, Theorem 5.3.6, wenn wir nachweisen konnen, dass h # 0 auf 9Q x [0, 1]
gilt. Falls dies doch der Fall ist, so erhalten wir fiir ein solches (z,t) € 09 x [0, 1]
mit h(z,t) =0 auch Lf(—z) = (1 - %) f(z). Aus f(z) # 0 fiir z € 9Q folgt 0 < ¢.
Damit sind f(x) und f(—z) aber positive Vielfache voneinander. Widerspruch. O
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Wir erhalten weitere wichtige Korollare. Vergleiche auch [2]. Haufig wird der Satz
von Borsuk-Ulam auch nur fiir Q = B;(0) formuliert.

Theorem 5.3.8 (Satz von Borsuk-Ulam). Sei Q C R™ offen, beschrinkt und sym-
metrisch mit 0 € . Sei f: 00 — R™ stetig und sei m < n. Dann gibt es ein
x € 90 mit f(x) = f(—x).

Beweis. Sei f ohne Einschrinkung nach Q fortgesetzt. Vermoge R™ C R™ konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass f:  — R™ x {0} C R" ist.

Definiere g(z) := f(z) — f(—z). Dann ist g ungerade. Wir diirfen annehmen,
dass g(z) # 0 auf dem Rand gilt, denn sonst sind wir fertig. Nach dem Satz von
Borsuk ist dann aber 0 # d(g,Q,0) = d(g,Q,y) fiir alle y € B-(0) fiir € > 0 klein
genug. Somit ist BZ(0) C g (2) € R™ x {0} C R™. Dies ist aus Dimensionsgriinden
unmoglich. O

Wir kénnen die Gebietsinvarianz fiir stetige Funktionen folgern.

Theorem 5.3.9 (Satz von der Gebietsinvarianz). Sei Q2 C R™ offen und f: Q@ — R"
stetig und lokal injektiv (d. h. fiir jeden Punkt x € € gibt es eine > 0, so dass f|p_(x)
injektiv ist). Dann ist f eine offene Abbildung. Insbesondere ist f(2) C R™ offen.

Beweis. Sei ohne Einschrankung 0 € © und f(0) = 0. Wir wollen zeigen, dass fiir
jedes r > 0 eine Kugel um 0 = f(0) existiert, die in f(B,(0)) enthalten ist. Sei
r > 0, so dass f|m injektiv ist. Betrachte

h(z,t) = f (ﬁx) —f (—%thm) fir (z,t) € B,-(0) x [0, 1].
h ist stetig und es gilt h(-,0) = f sowie h(x,1) = f (%) —f (f%) Somit ist A(-, 1)
ungerade. Es gilt h(x,t) # 0 fir (z,t) € 0B,(0) x [0,1], da dies aufgrund der
Injektivitdt von f nur fiir (z,¢) mit 35 = —%, also fiir 0 = x ¢ 0B,(0) moglich
ist. Aufgrund der Homotopieinvarianz erhalten wir daher aus dem Satz von Borsuk
fiir alle y € B;(0) fiir ein geeignetes 6 > 0. Also ist Bs(0) C f(B,(0)). Die Behaup-
tung folgt. O

Unter Homéomorphismen ist die Dimension invariant. (Somit ist auch die Di-
mension einer C°-Mannigfaltigkeit wohldefiniert.)

Korollar 5.3.10. Seien U C R™ und V. C R™ nichtleere offene Mengen. Sei
f:U =V ein (lokaler) Homéomorphismus. Dann gilt m = n.

Beweis. Im Falle m < n wenden wir Theorem 5.3.9, den Satz von der Gebietsinva-
rianz, auf f: U — R™ C R™ an. O

Als letztes Korollar erhalten wir einen Satz, dessen Autoren in unterschiedlichen
Schreibweisen auftreten.

Theorem 5.3.11 (Satz von Ljusternik-Schnirelman). Sei S"~' = |J A;, m < n,
j=1

wobei A; abgeschlossene Mengen sind. Dann enthdlt wenigstens eine der Mengen
A; ein Antipodenpaar.

Beweis. {x,—x} € A; ist dquivalent zu € A; N (—A4;). Nehme also an, dass
A;N(=A;) =0 fir j = 1,...,m — 1 ist. Dann existieren stetige Abbildungen
fioS" = [0,1] mit fijla, = 0 und fj|—a, = 1 fiir j = 1,...,m — 1. Setze
f=(f1,..., fm—1). Nach dem Satz von Borsuk-Ulam existiert daher ein 7 € S"~!
mit f;(z) = fj(—z) fir j =1,...,m — 1. Also ist & A; U (—A;). Aufgrund der
Uberdeckungseigenschaft und durch Betrachtung von —Z erhalten wir Z € A,, N
(—=A,;,) oder, dquivalent dazu, {Z,—Z} C A,,. O
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