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Aufgabe 1: Die Sprache Lor der angeordneten Korper (,,OF“ steht fiir ,or-
dered fields“) bestehe aus den Konstantenzeichen 0 und 1, dem einstelligen
Funktionszeichen —, den zweistelligen Funktionszeichen + und - und dem
zweistelligen Relationszeichen <. Man erlaubt sich auch in der Sprache Lop
einige Bequemlichkeiten, die man sonst in der Mathematik benutzt, soweit
dies bei gutwilliger Interpretation des Lesers zu keinen Problemen fiihrt.
Zum Beispiel notiert man + und - infix unter Beachtung der ,,Punkt vor
Strich“-Regel. Man schreibt oft t1 < to statt t; < to A t1#ts, t1 < to < t3
statt t1 <o Aty < t3, 2 statt 1+ 1, t2 statt t - t, t1tats statt (t1 . tz) - t3 und
so weiter. Gib ein Axiomensystem fiir die Klasse der angeordneten Korper
in der Sprache Lor an.

Aufgabe 2: Sei U ein freier Ultrafilter auf N. Man fasse angeordnete Korper
als Lop-Strukturen auf. Es bezeichne R den angeordneten Koérper der reellen
Zahlen. Sei R := RY/i{ die Ultrapotenz von R (das heifit das Ultraprodukt
[Licy R/U) nach einem freien Ultrafilter ¢ auf N.

(a) Zeige, daBl R ein angeordneter Korper ist.
(b) Gib eine Folge (a;)ien € RY an, sodaB fiir a := [(a;)ien] € R, jeden
variablenfreien Lop-Term ¢t und die Lop-Formel ¢(x) :=t < x gilt

R E olal.

Aufgabe 3: Die Sprache Ly der Ringe bestehe aus den Konstantenzeichen
0 und 1, dem einstelligen Funktionszeichen — und den zweistelligen Funkti-
onszeichen + und -. Gib ein Axiomensystem fiir die Klasse der Ringe in der
Sprache Lg an.

Aufgabe 4: Man fasse Ringe als Lr-Strukturen auf. Es bezeichne Z den
Ring der ganzen Zahlen. Sei Z := ZN /U die Ultrapotenz von R nach einem
freien Ultrafilter ¢ auf N. Gib eine Folge (a;)ien € ZN an, so daB a :=
[(a;)ien] € Z im Ring Z ein Element ungleich null ist, dal von unendlich
vielen Primelementen geteilt wird.

Aufgabe 5: Sei L eine Sprache, K eine Klasse von L-Strukturen und CK :=

{A| A L-Struktur, A ¢ K} das Komplement von K. Zeige:

(a) K ist endlich axiomatisierbar genau dann, wenn K und CKC beide axio-
matisierbar sind.

(b) Ist K endlich axiomatisierbar, ¥ C Aus(L) und K = Mod(X), so gibt es
ein endliches A C ¥ mit £ = Mod(A).

Abgabe bis Montag, den 21. Mai 2007, um 14 Uhr.



