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Exercice 1 (5 points). Répondre par vrai ou faux en donnant un court argument (trois
lignes grand maximum) ou un contre-exemple (réponse non justifiée = 0 points).
(a) Si on munit R de la tribu borélienne, alors toute fonction mésurable R → R est continue.
(b) Sur un singleton X = {a}, il y a exactement deux tribus.
(c) Si µ est la mesure de dénombrement (comptage) sur N = {0,1,2, . . .}, alors

∫
1
2ndµ(n) = 2.

(d) La fonction indicatrice 1Q est intégrable au sens de Lebesgue.
(e) La fonction identité R → R, x 7→ x est intégrable au sens de Lebesgue.

Exercice 2. (6 points) Soit X une tribu sur N et

µ : X → R+, A 7→

{
0 si A est fini,
∞ si A est infini.

Répondre en donnant un court argument (trois lignes grand maximum).
(a) Est-ce que µ est une mesure si X = {∅,N} est la tribu grossière ?
(b) Est-ce que µ est une mesure si X = P(N) est la tribu discrète ?
(c) Donner une tribu X qui n’est ni la tribu grossière ni la tribu discrète pour laquelle µ est

une mesure.
(d) Donner une tribu X qui n’est ni la tribu grossière ni la tribu discrète pour laquelle µ

n’est pas une mesure.

Exercice 3 (9 points) Soit f ∈ L2([0,1]).
(a) Utiliser le théorème de convergence dominée pour montrer que la suite de nombres réels(∫

[0, 1
n

]
f2dλ

)
n≥1

converge vers 0.
(b) En déduire que

lim
x→0,x>0

∫
[0,x]

f2dλ = 0.

(c) Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (b) pour conclure que

lim
x→0,x>0

∫
[0,x] fdλ√

x
= 0.


