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n
AB = Z a,-jbjk
j=1

1<i<m,1<k<r
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Ist n =0, so ist AB=0 & K™ die Nullmatrix, aber m, r € Ny
konnen beliebig gewahlt werden. Nur in diesem Ausnahmefall
miisste man in die Notation A - B eigentlich m und r aufnehmen,
aber aus dem Zusammenhang ist ohnehin meist klar, was m und r
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Damit das Matrixprodukt zweier Matrizen definiert ist, muss die
erste Matrix genau so viele Spalten haben, wie die zweite Zeilen
hat. Mit anderen Worten: Die Zeilen der ersten Matrix miissen
genauso lang sein, wie die Spalten der zweiten Matrix. Der Eintrag
in der j-ten Zeile und k-ten Spalte von AB ist dann das innere
Produkt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B (,,Zeile
mal Spalte”). Dabei nennt man > ; x;y; fir x,y € K" das innere
Produkt von x und y.
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Spalten von AB:

AxD . x0) = (AxD L Ax(0)).
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(d) Sind A€ K™ und x1,...,xp, € K, so ist

X1 X1
Al |=a
Xn Xn
—— ——

cKn 6Kn><l
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Beweis.
Wegen AB € K™*" haben wir

f; f,
K" B\;ﬁf) Km
faB

so dass Definitions- und Zielmengen von fag und fa o fg
tbereinstimmen. Da beide Abbildungen linear sind, reicht es nach
6.3.4, die Gleichheit auf den Standardvektoren e, € K" zu zeigen:

Sei k € {1,...,r}. Zu zeigen ist (AB)ex = A(Bei). Da Bey die k-te
Spalte von B ist, ist A(Bey) die k-te Spalte von AB, welche natiirlich
(AB)ey ist. O
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Beim Multiplizieren von mehreren Matrizen kann man auf
Klammern verzichten [—2.1.7].
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Seien ¢, € R. Dann R,,4 = R, o Ry, und daher
M(Ry1v,€) = M(R,, e)M(Ry, e), was mit 7.1.4(a) heiBt
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Es folgen die Additionstheoreme

cos(¢ + 1) = (cos p)(cos 1p) — (sin ¢)(sin ) und
sin(ip + 1) = (sin ) (cos ) + (cos ) (sin 1)
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(auch falls K nur ein kommutativer Ring statt einem Korper)
Fir n € Ng heiBt
1

Iy = e K™"
0 .
die Einheitsmatrix der GréBe n. Falls n aus dem Zusammenhang klar
ist, schreibt man oft / statt /,. Man Uberpriift sofort
VAe K™ Al,=Aund VB € K™": |,B=B.
Eine Matrix A € K™ heiBt invertierbar (falls K ein Korper auch
regular), wenn es ein B € K"*" gibt mit

AB =1, = BA.

In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt (hat B’ dieselben
Eigenschaften, so B’ = B'l, = B'AB = I,B = B) und heiBt die zu A
inverse Matrix, in Zeichen A~1.
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Seien V ein VR mit Basis v = (v1,...,v,) und f: V — V linear.
Dann M(f,v) =1, <= f =idy.

Beweis.

7.1.1
M(f,v)=1, <= f=vec,0 f,, ocoord,
v v
:idKn
<= f = vec, ocoord,
—_———

idy
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Proposition
Seien V und W K-VRe mit Basen v = (vi,...,v,) und
w = (wi,...,w,). Sei f: V. — W linear. Dann ist M(f,v,w)

invertierbar genau dann, wenn f bijektiv ist, und in diesem Fall gilt

Beweis.
Ist f bijektiv, so gilt f o f~t =idy und f~1of =idy, also

In=M(f o f w,w) = M(f,v )M(f_l,ﬂ,z) und
In = M(f‘il 0 f7!7!) M(f 1 )M(fazaﬂ)7

das heiBt M(f,v, w) ist invertierbar mit M(f, v, w)~t = M(f~,
Sei nun umgekehrt A := M(f, v, w) invertierbar, etwa B € K™" mit

AB = I, = BA.
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Proposition

Seien V und W K-VRe mit Basen v = (vi,...,v,) und

w = (wi,...,w,). Sei f: V. — W linear. Dann ist M(f,v,w)
invertierbar genau dann, wenn f bijektiv ist, und in diesem Fall gilt

M(f,v,w) ™t = M(f 1, w, v).

Beweis.
Ist f bijektiv, so gilt f o f~t =idy und f~1of =idy, also

M(f o =1 w, w) = M(f,
-

I = v, w)M(f~*, w, v) und
Ih=M(ftof,v,v)=M( w

Lw, v)M(f, v, w),

das heiBt M(f,v, w) ist invertierbar mit M(f,v, w)~t = M(f~1 w,v).
Sei nun umgekehrt A := M(f, v, w) invertierbar, etwa B € K™*" mit
AB = I, = BA. Dann gilt fiir g := vec, ofg o coord,,: W — V:

gof = vec, ofgofgocoord, = idy, fog = vec, ofgofgocoord,, = idyy,
da fB o fA = fBA = f[n = idKn und fA o fB = fAB = f/n = idKn.

Aus 1.2.6 folgt, dass dann f bijektiv ist. O
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Proposition
Seien V und W endlichdimensionale K-VRe derselben Dimension und
f: V— W linear. Dann gilt

f injektiv <= f bijektiv <= f surjektiv.

Beweis.
Wahle eine Basis v = (v1,...,v,) von V. Nach 6.3.8 gilt:

f injektiv <= f(v1),...,f(vp) linear unabhangig in W,
f bijektiv <= f(v1),...,f(v,) bilden Basis von W,
f surjektiv <= f(v1),...,f(vn) spannen W auf.

Wegen dim W = n sind nach 6.2.26 die rechts stehenden Bedingungen
aber aquivalent. []
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Satz
Seien A,B € K"™". Dann AB=1, < BA=1,.

Beweis.

Wegen Symmetrie reicht es zu ,, = “ zu zeigen. Gelte hierzu
AB = I,. Dann fy o fg = fap = f;, = idkn, woraus folgt, dass fg
injektiv ist. Es folgt, dass fg bijektiv ist, woraus man die
Invertierbarkeit von B erhalt. Damit gilt

BA = BA(BB™') = B(AB)B™! = BB = I,

Korollar
Sei A€ K™", Dann ist A invertierbar genau dann, wenn es

xW o x(M) e Kgn

gibt mit AxU) = ¢; fiir alle j € {1,...,n}. In diesem Fall sind

x(), . x(") eindeutig bestimmt und xY) ist die j-te Spalte von A~



