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On appelle IML une inégalité de la forme
A(x) :=Ao+x1A1+ -+ x,Ap = 0 (x e R")

avec Ag, ... ,A, € SR>t
Cette inégalité correspond a la famille des inégalités linéaires

(A(x)v,v) >0 (x e R™)

paramétrée par v € R".
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Spectraedres et leurs propriétés
Si S ={xeR"| A(x) = 0} pour une IML A(x) = 0, on appelle cette
IML une représentation IML de S et on dit que S est un spectraedre.

Soit S un spectraédre. Alors
> S est convexe,
> S est un_fermé semi-algébrique de base, c.-a-d. il existent
gi € R[X] :=R[Xq,...,X,] tel que

S={xeR"[a(x)20,....8m(x) = 0},

> toutes les faces de S sont exposées.
En effet, si S = {x € R" | A(x) = 0}, alors on peut montrer que les
faces de S sont les ensembles {x € S| U C ker A(x)} ou U est un
sous-espace vectoriel de R”. Mais si U = Ru; + - - - + Ruy, alors

{x eS| UCkerA(x)} ={x €S| (A(x)u1,u1)+ - -+ (A(x)ug,ux) = 0}.
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Vers une caractérisation des spectraedres

L'ensemble {x € R? | x} + x5 < 1} est un convexe
fermé semi-algébrique de base dont toutes les faces sont exposées
mais on verra qu'il n'est pas un spectraédre.

La raison est qu'il n'est pas rigidement convexe.

Tout spectraedre non-vide est rigidement convexe dans son enveloppe
affine. La réciproque est une conjecture.

Un ensemble convexe non-vide est toujours d'intérieur non-vide dans
son enveloppe affine. Donc on peut reformuler:

Un spectraedre d'intérieur non-vide est rigidement convexe.
La réciproque est une conjecture.
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Proposition (Gérding 1959) Si S est rigidement convexe, alors le
polyndme minimale de S est RZ en tous xp € 5° et S et convexe.

On a vu qu'un spectraeédre de I'intérieur non-vide est rigidement
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Nouvelle démonstration qui ne passe plus par le non commutatif et
constructions explicites: Quarez 2008
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Soit p € R[X] RZ en 0 de degré d. Alors nous appelons

ok X
Rkp:= —— X9 p| =
P oxg OP<X0>

Xo=1

la dérivée k-ieme de Renegar. Elle est encore RZ en 0.

Théoreme (Renegar 2005) Soit S C R” rigidement convexe avec
0 € 5° et polyndme minimale de degré d. Alors

S={xeR"| p(x) >0,Rp(x) >0,...,R1p(x) > 0}

est un fermé semi-algébrique de base et toutes les faces de S sont
exposées.
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Si S ={xecR"| Iy cR¥: A(x,y) = 0} pour une IML A(x,y) = 0, on
appelle cette IML une représentation IML de S avec variables
additionnelles y et on dit que S est le projeté d'un spectraédre.

Exemple Ryo ={x € R |3y e R: ({}) = 0}

Soit S le projeté d'un spectraédre. Alors
> S est convexe,

> S est un ensemble semi-algébrique, c.-a-d. une combinaison
booléenne de fermés semi-algébriques de base.

En effet, le théoreme de Tarski dit que tout projeté d'un ensemble
semi-algébrique est semi-algébrique.

Deuxieme grande question de I'exposé:
Question (Nemirovskii, Congres International de Mathématiques,

Madrid 2006) Est-ce que tout convexe semi-algébrique est un projeté
d’'un spectraédre?
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C — xf

redondant:

_l’_
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2
X2
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_|_
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X1

D W =
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes

A

B

C
redondant:

AB

4
X2

3.4
X1%2

+

X1
2X1 X2
2

X2

2
X2

+
_|_
+

2X2

X1

D W =

Wl

VIV IV
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes

A - X +  ox +

B — xg + 2xf — 2x1X0 +

C — X12 — x22 +
redondant:

AB x3xy — ... — X3 -

AC xf + ... = x1 +

D W =
VIV IV

DW=
(AVARRVS



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes

A

B

C
redondant:
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ABC

4
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_I_

3
5
2x7

2
X1
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D W =

WD N W
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes

A - X +  ox +

B — xg + 2xf — 2x1X0 +

C — X12 — x22 +
redondant:

AB x3xy — ... — X3 -

AC xf + ... = x1 +

ABC - x4+ . = B

2 2
D xXQ -

VIV IV
o

D W =
o

O O O o

l\§<r\>w\-l> D wi=
VIV IV IV
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Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes
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B
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+
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Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes

A

B

C
irredondant:
AB

AC

ABC

D2

D?C

4
X2

_I_

y1
2xf

2
X1

+

+
_|_
+

++ +
S

D W =

'\>><|\)l\§<r\>w\-l> D wi=

VIV IV

VIV IV IV IV
o oo oo

o O
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Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes
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Tentative de linéarisation par I'ajout d'inégalités redondantes
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — x13 + X1 + 2 — 1 >
B — xg + 2x12 — 2x1%0 + )(22 — % >
4 >

C - X3 - x5 + x1 +

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — x13 + X1 + 2 — 1 >
B - x5 + 2x12 — 2% + )(22 — % >
C - X3 - x3 + x1 + 4 >

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — x13 + X1 + 2 — 1 >
B - x5 + 2x12 — 2% + )(22 — % >
C - X3 - x3 + x1 + 4 >

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(a+ bxy + cxo + dxf + exy1xe + fX22)2 >0

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - X3
B — xg + 2x12
C — X12

+

X1
2x1 X2

2
X2

+ 2% — 1
+ 4 - 3
+ xx + 4

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(a+ bxy + cxo + dxf + exy1xe + fX22)2 >0

(a+bx1+cxz+dx12+ex1xQ+fx22) (1 X1 Xo X12 X1X0

> 0
> 0
> 0
<

)
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - Xf’ + X1 + 2% — 1 > 0
B - x§ + 2x12 — 2x1x0 + )(22 — % > 0
C - X2 - x5 + x1 + 4 >0

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(a+ bxy + cxo + dx12 + exyxo + 7"x22)2 >0 —

1 a

X1 b

X2 2 2 C

(a b ¢ d e f) x12 (1 X1 X2 X{ X1X2 x2) d

X1X2 e

2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2 — 1 >
B - x§ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % > 0
C - X2 - x3 + x1 + 4 >
familles redondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
(a+ bxy + cxo + dx12 + exyxo + 7"x22)2 >0 —
1 X1 X2 X12 X1 X2 x22
X1 X2 xxa X xXExp XX
X2 X1X2 X22 X12X2 X1X22 XS
(a b cd e f) 2 3 %2 X X3 x2x2
X1 X1 1X2 1 1X2 X1X)
xixa XExa xixs xixy xEx3 x5

DO Q O T v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + x1 + 2x
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X2 - x5 +  x

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1 X1 X2 X12
X1 X7 X1X2 x13
2 2
X2 X1X2 X5 X1 X2
(a b c d e f) 2 3 e A
1 1 1712 1
X1X2 xfxz X1X5 xfxz
2 2 3 2,2

D W =

X1X2

VIV IV
o

DO Q O T v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - X3 + x1 + 2x
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X2 - x5 +  x

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1 X1 X2 X12
X1 X7 X1X2 x13
2 2
X2 X1X2 X5 X1 X2
(a b c d e f) 23 e A
1 1 1712 1
X1X2 xfxz X1X5 xfxz
2 2 3 2,2

D W =

X1X2

VIV IV
o

DO Q O T v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1 + x1 + 2x
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X2 - x5 +  x

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1 X1 X2 X12
X1 X{ X1xX2 v
2 2
X2 X1X2 X X1 X2
(a b c d e f) 2 2 L
1 Yoo oxgx2 X
X1 X2 x12x2 x1x22 x13x2
2 2 3 2.2

1 > 0

1

3 =20

4 > 0
X 2
1X2 X5 a
x2x 2 b
1X2 X1X3

2 3
x3x: 252 d| —
1X2 X1X)
2.2 3
XPX5  X1X%3 e
x5 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1 + x1 + 2x
B — Xé‘ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X2 - x5 +  x

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1 X1 X2 X12
X1 Xy X1X2 oy
2 2
X2 X1X2 X X1 X2
(a b c d e f) 2 2 L
1 Yoo oxgx2 X
X1 X2 x12x2 x1x22 x13x2
2 2 3 2.2

1 > 0

1

3 =20

4 > 0
X 2
1X2 X5 a
x2x 2 b
1X2 X1X3

2
X1X5 x23 cls (
x3x: 252 d| —
1X2 X1X)
2.2 3
XPX5  X1% e
x5 Xy f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n
B - v + 2x12
C o

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1

X1

(abcdef)

X2

2

Xi

—+

X1X2
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2x1

X1
x{
X1X2
Y1
x12x2
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X2

2
X3

+ 2X2
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+ X1

X2

X1X2
3
2

x1x22

3
X3

X
n
X: 12 X2
xf
Xf’ X2

2.2
X1X)

DW= =

X1X2

2
X1X2

VIV IV
o

N DO Q O T v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n
B - v + 2x12
C - X2

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1

X1

(abcdef)

X2

2

X1
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X1X2

2

X2

X1

2X1 X2

X1
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X1X22
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+ 2X2
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X1X2
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3
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n
X: 12 X2
xf
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X1X)
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »n + X1
B — o 4+ 2y3 — 2xix
C - 3 - x5

+ 2X2
+ X3
+ X1

—+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 3
X X1X2
(a b ¢ d e f) 2
3 n
X1X2 x12x2
2 2

X2
X1X2

X1X2
X X2
172
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »n + X1
B — Y2 4+ 2y3 — 2x1x
C - 3 - x5

+ 2X2
+ X3
+ X1

—+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 3
X2 X1X2
(a b ¢ d e f)
3 n
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2 2
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172
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ xi
B — yo + 23 — 2y
C - 3 - X

+ 2X2
+ X3
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 y3
(a b ¢ d e f) X2y
3 1
Vo xExo
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ xi
B — yo + 23 — 2y
C - 3 - X

+ 2X2
+ X3
+ X1
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D W =
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes
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B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+
- 2

X1
7!
Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X1
¥3
Y4
n
X1 X2
X1X5

X2
Ya
Y5
X{ X2
X1X5
2

VZ!
X3X
1X2

VIV IV
o

Y5

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes
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i
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+

X1

- 2y

Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X2
Ya
Y5
Y6

X1X22

Ye
X1X5
Xl3 X2
X1 X2
X1X5

VIV IV
o

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 3 ya Y1 Yo o M1 b

3

(@ bcder|@x s X o %2 1 >0
Y3 Y1 Yo X{ Xpxe X{X3 d
e v v e xbd g | |e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 3 ya Y1 Yo o M1 b

3

(@ bcder |2y Y o % 1 >0
Y3 Y1 Yo Xi Xpxe X{X3 d
o v v e xbd g | |e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b

3

Y3 Y1 Yo o ¥s8  XgXa X{X) d
v v xo xbd g | | e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 y3 ya 1 Y ¥ b

3

Y3 Y1 Yo o ¥s8  XgXa X{X) d
v v xo xbd g | | e
Vs yi X3 Xix3 X3y f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

C - vz — ¥ + xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 x1 x y3 ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b
Y3 Y1 Yo ¥s8  XiXa X{X) d
ya Yo Y7 Xf’ X2 X12 X22 X1X§’ e
Y5 Y1 Yo XPx3 xx3 v f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

C - vz — ¥ + xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x y3 ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b
Y3 Y1 Yo ¥s8  XgXa X{X) d
Vi v v i xbE | e
Y5 Y1 Yo XPx3 xx3 v f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
C - yv3 — yv5 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I x1 x2 y3  ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo oy b
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo X{X3 d
Ya Yo Y7 Yo XpxE x4 e
Y5 Y7 Yo X12 X22 X1X§’ Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
C - yv3 — yv5 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I x1 x2 y3  ya ¥ a
X1 Y3 Ya oy Y6 y7 b
(a b ¢ d e f) X2 Y4 Y5 Ve yr %/92 c >0
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo X{X3 d
Ya Yo Y7 Yo Xpx3 x4 e
Y5 Y7 Yo X12X22 X1X§’ Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

I X1 x y3 ya ¥
X1 Y3 Ya »n Y6 y7
(a b ¢ d e f) X2 Y4 Y5 Yo Y7 Yo
Y3 Y1 Yo Y8 Yo yu
Ya Yo Y7 Yio Yi1  X1X
Ys Yr Yo Y11 X1X23 y2
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 x1 2 y3 wa ¥s a
X1 Y3 Ya Y1 Y6 y7 b
(abcdef) X2 Y4 Y5 Yo yr Yo CZO
Y3 Y1 Yo Y8 Yo yu d
Ya Yo Y7 Yo Y11 X1X§’ e
f

Ys Yr Yo Yyi1i X1X Y2



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I X1 x2 y3 ya ¥ a
X1 Y3 Ya Y1 Yo Y1 b
(abcdef) X2 Y4 ¥Ys Yo Y1 Y9 CZO
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo Yii d
Ya Yo Y7 Y0 Yi1 Y12 e
Ys Y1 Yo yii Yi2 Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

I x1 x ys3 ya s
X1 Y3 ya Yy Yo Y7
X2 ya Y5 Yo Y1 Yo 0
Y3 Y1 Ye Y8 Yio yYn
Ya Yo Y7 Y0 Yi1 Y12
Ys Yr Yo Yir Yi2 )2



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2 — 1 >
B — x§ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % >
2 4 Z

C - X3 - x5 + x1 +

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2% — 1 >
B — xg + 2x12 — 2x1%0 + x22 — % >
C . x3 4+ x3 + 4 >

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2% — 1 >
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22 — % >
C . x3 4+ x3 + 4 >

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a+ bxy + cx0)?(—x2 —x2 +x1+4) >0

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2x — 1
B - x5 + 2x12 — 2% + x22 — %
C . x3 + x1 + 4

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):
(a+ bxy 4+ cx2)?(—x2 —x3 +x1 +4) >0

1

(—xi—x +x1+4)(a b o)lx] (1 x x)
X2
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - Xf’ + X1 + 2% — 1 > 0
B - x§ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % > 0
C — xl2 — X22 + xx + 4 > 0

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):
(a+ bxy 4+ cx2)?(—x2 —x3 +x1 +4) >0 =

1 a
(a b ¢ (—xF —x3 +x1+4) | x (1 x© x)|b|=0
X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - Xf’ + X1 + 2% — 1 > 0
B - x§ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % > 0
C — xl2 — X22 + xx + 4 > 0
familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):
(a+ bxy 4+ cx2)?(—x2 —x3 +x1 +4) >0 =

1 X1 X2 a
(a b ¢ (—xF =3 +x1+48) [ x x xix bl >0
X2  X1X2 X22 C



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf + X1 + 2xo
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X3 - X3 4+ xi

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):

_X12 — x§ +x1+4
(@ b o) | = —xxd +xF +4x

—x12x2 — xg’ + x1x0 + 4xo

OS]

VIV IV

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — X13 + X1 + 2xo
B — x§ + 2x12 — 2x1%0 + x22
C - X3 - X3 4+ xi

familles redondantes (paramétrisées par a,b,c):

_X12 — x§ +x1+4
(@ b o) | = —x1xd +xF +4x

—x12x2 — xg’ + x1x0 + 4xo
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Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yv1 + x1 + 2% — 1 >
B — x§ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % >
C - X3 - x3 + x1 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—X12—x22+x1+4 a
(a b c) —yl—x1x22—|—x12+4x1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yv1 + x1 + 2% — 1 >
B — Xé‘ + 2x12 — 2x1x0 + x22 — % >
C - X3 - x3 + x1 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—X12—x22+x1+4 a
(a b c) —y1—x1x22—|—x12+4x1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — v + x1 + 2% — 1 >
B — y + 23 - 2ax + X2 - % >
C - X - 3 4+ x1 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—X12—x22+x1+4 a
(a b c) —y1—x1x22—|—x12+4x1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — v + x1 + 2% — 1 >
B — y + 2F - 2ax + X3 — % >
C - X - 3 4+ x1 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—X12—x22+x1+4 a
(a b c) —y1—x1x22+x12+4x1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yv1 + xx1 + 2% — 1 >
B — o+ 23— 20 + X — % >
C - y3 - x5+ x3 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—x22+x1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4X1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yv1 + xx1 + 2% — 1 >
B — o+ 23— a0 + X — % >
C - y3 - x5+ x3 + 4 >
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—x22+x1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4X1 b

—X12X2—X5’+X1X2—|—4X2 c

o

Y



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B — v+ 23 — 2 + X — 3 =20
C - 3 — X22 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—x22+x1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4x1 bl >0

—x12X2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B — 2+ 23 — 2 + X3 — 3 >0
C - 3 — X22 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—x22+x1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4x1 bl >0

—x12X2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—y5+X1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4x1 bl >0

—x12X2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—y5+X1+4 a
(a b c) —yl—x1X22+y3+4x1 bl >0

—x12X2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—y5+X1+4 a
(a b C) —v1—Ye +y3+4x1 bl >0

—x12X2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—y5+X1+4 a
(a b C) —v1—Ye +y3+4x1 bl >0

—x12x2—x§’+y4+4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yn + x3 + 20 — 1 >0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—ys+x1+4 a
(a b C) —vi—Ye +y3+4x1 bl >0
—y7 = X3+ ya+4x c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yn + x3 + 20 — 1 >0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—ys+x1+4 a
(a b C) —vi—Ye +y3+4x1 bl >0
—y7— X3+ ya +4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - yn + x3 + 20 — 1 >0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):
—y3—ys+x1+4 a
(a b C) —y1— Yo +y3+4x1 bl >0
—y7—Yys+ys+4x c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
C - yv3 — yv5 + xx + 4 > 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

—y3—ys+x1+4
- —Yet+tys+4xy ... ... =0
—y7—Yys+yat4dx
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» R[X]x polyndmes de degré au plus k

> gi,....8m € R[X] polynémes qui définissent. . .
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g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .

...I'ensemble § :={x € R" | g1(x) > 0,...
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R[X]?, deg(ss8°) < k}
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X = (X1,...,X,) variables

R[X]x polynémes de degré au plus k

g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .
...I'ensemble § :={x € R" | g1(x) > 0,...,gm(x) > 0}

Ti = A{ Cscqonyn s&r’ - &ar | 55 € S RIX]?, deg(ss8”) < k}
cone convexe dans R[X]y
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X = (X1,...,X,) variables

R[X]x polynémes de degré au plus k

g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .

...I'ensemble § :={x € R" | g1(x) > 0,...,gm(x) > 0}

Ty = {256{0,1}'" s(;glfl .. ’gr(;m | s5 € ZR[)_(]27deg(s(;g5) < k}
cone convexe dans R[X]y

Li:={L|L:R[X]x = R,L(1)=1,L(Tx) € Rxo}

ensemble des solutions du systeme “linéarisé”

(spectraedre dans I'espace vectoriel R[X]x)



X = (X1,...,X,) variables

R[X]x polynémes de degré au plus k

g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .

...I'ensemble § :={x € R" | g1(x) > 0,...,gm(x) > 0}

Ty = {256{0,1}'" s(;glfl .. ’gr(;m | s5 € ZR[)_(]27deg(s(;g5) < k}
cone convexe dans R[X]y

> Lio={L|L:R[X]x = R,L(1) =1,L(Tx) C Rxo}

ensemble des solutions du systeme “linéarisé”

(spectraedre dans I'espace vectoriel R[X]x)

> S = {(L(X1),...,L(Xy)) | L € Lk} projeté

k-iéme relaxation de Lasserre
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X = (X1,...,X,) variables

R[X]x polynémes de degré au plus k

g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .
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> Lio={L|L:R[X]x = R,L(1) =1,L(Tx) C Rxo}

ensemble des solutions du systeme “linéarisé”

(spectraedre dans I'espace vectoriel R[X]x)

> S = {(L(X1),...,L(Xy)) | L € Lk} projeté

k-iéme relaxation de Lasserre
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X = (X1,...,X,) variables

R[X]x polynémes de degré au plus k

g1, . -,8m € R[X] polyndmes qui définissent. . .

...I'ensemble § :={x € R" | g1(x) > 0,...,gm(x) > 0}

Ty = {256{0,1}'" s(;glfl .. ’gr(;m | s5 € ZR[)_(]27deg(s(;g5) < k}
cone convexe dans R[X]y

> Lio={L|L:R[X]x = R,L(1) =1,L(Tx) C Rxo}

ensemble des solutions du systeme “linéarisé”

(spectraedre dans I'espace vectoriel R[X]x)

> S = {(L(X1),...,L(Xy)) | L € Lk} projeté

k-iéme relaxation de Lasserre
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OnaSCconvSC...C5 CS5CS5CS.
La question est si convS = Sy pour un k € N.
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Le théoréeme suivant est basé sur des constructions des certificats de

positivité impliquant des sommes de carrés (S. 2002, S. 2004, S. 2005,
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Théoreme (Helton & Nie 2008) Soit S compact.
Si on a pour tout x € S et pour tout i tel que gj(x) = 0:

> x €05,

> Dgi(x) #0,

> D?gi(x)|(ker Dg;(x)) (ker Dgi(x)) < 0-
Alors S = S, pour un k € N.
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‘Supposons S convexe et S° # (). ‘

Théoreme (Netzer & Plaumann & S. 2008) Si S = Sk pour un k € N,
alors toutes les faces de S sont exposées.

Exemple S = {(x1,%2) € R? | =1 < x1, X3 < x2, 0 < xp < 1}

X2

/ Vk € N: S # Sk

(n'importe comment on choisit g1, - . . ,&m)

22272777

0200000
X1

face non-exposée

Proposition (Helton & Nie 2008) Si Us,...,Us C R" sont des projetés
de spectraédres bornés non-vides, alors conv Ule Ui I'est aussi.
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