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Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n
B - v + 2x12
C - X2

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, ...

1

X1

(abcdef)

X2

2

X1

—+

X1X2

2

X2

X1

2X1 X2

X1
¢
X1X2
Y1
x12x2

X1X22

2
X3

+ 2X2
+ X3
+ X1

X2

X1X2
3
2

x1x22

3
X3

X
n
X: 12 X2
xf
Xf’ X2

2.2
X1X)

DW= =

X1X2

2
X1X2

VIV IV
o

N 0O Q0O T L



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »n + X1
B — o 4+ 2y3 — 2xix
C - 3 - x5

+ 2X2
+ X3
+ X1

—+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 3
X X1X2
(a b ¢ d e f) 2
3 n
X1X2 x12x2
2 2

X2
X1X2

X1X2
X X2
172

(AVAIAVARLY]
o

N DO Q O T v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »n + X1
B — Y2 4+ 2y3 — 2x1x
C - 3 - x5

+ 2X2
+ X3
+ X1

—+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 3
X2 X1X2
(a b ¢ d e f)
3 n
X1X2 X12X2
2 2

X2
X1X2

X1X2
X X2
172

(AVAIAVARLY]
o

N 0O Q0O T L



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ xi
B — yo + 23 — 2y
C - 3 - X

+ 2X2
+ X3
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 y3
(a b ¢ d e f) X2y
3 1
Vo xExo
2 2

VZ!

VIV IV
o

X2

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ xi
B — yo + 23 — 2y
C - 3 - X

+ 2X2
+ X3
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 X1
X1 y3
(a b ¢ d e f) X2y
3 1
Vo xExo
2 2

VZ!

VIV IV
o

X2

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+
- 2

X1
7!
Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X1
¥3
Y4
n
X12X2
X1X5

X2
Ya
Y5
Xl X2
X1 X2
X3

VZ!
X3X
1X2

VIV IV
o

Y5

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+
- 2

X1
7!
Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X1
¥3
Y4
n
X1 X2
X1X5

X2
Ya
Y5
X{ X2
X1X5
2

VZ!
X3X
1X2

VIV IV
o

Y5

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+
- 2

X1
7!
Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X1
¥3
VZ!
n

Y6

X1X22

X2
Ya
Y5
Y6

X1X22

X5

Ye
X1X5
Xl3 X2
X1 X2
X1X5

VIV IV
o

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A _
B - y2 + 2
C _

i
Y3
y3

+

X1

- 2y

Y5

+ 2X2
+ ¥
+ X1

_l’_

D W =

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

(abcdef)

X2
Ya
Y5
Y6

X1X22

Ye
X1X5
Xl3 X2
X1 X2
X1X5

VIV IV
o

N O QA 0O T O



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 3 ya Y1 Yo o M1 b

3

(@ bcder|@x s X o %2 1 >0
Y3 Y1 Yo X{ Xpxe X{X3 d
e v v e xbd g | |e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 3 ya Y1 Yo o M1 b

3

(@ bcder |2y Y o % 1 >0
Y3 Y1 Yo Xi Xpxe X{X3 d
o v v e xbd g | |e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b

3

Y3 Y1 Yo o ¥s8  XgXa X{X) d
v v xo xbd g | | e
Vs yi X3 Xix3 X3 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x2 ys  ya ¥ a
X1 y3 ya 1 Y ¥ b

3

Y3 Y1 Yo o ¥s8  XgXa X{X) d
v v xo xbd g | | e
Vs yi X3 Xix3 X3y f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

C - vz — ¥ + xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 x1 x y3 ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b
Y3 Y1 Yo ¥s8  XiXa X{X) d
ya Yo Y7 Xf’ X2 X12 X22 X1X§’ e
Y5 Y1 Yo XPx3 xx3 v f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0

B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0

C - vz — ¥ + xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
1 x1 x y3 ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo ¥ b
Y3 Y1 Yo ¥s8  XgXa X{X) d
Vi v v i xbE | e
Y5 Y1 Yo XPx3 xx3 v f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
C - yv3 — yv5 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I x1 x2 y3  ya ¥ a
X1 Y3 ya 1 Yo oy b
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo X{X3 d
Ya Yo Y7 Yo XpxE x4 e
Y5 Y7 Yo X12 X22 X1X§’ Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
C - yv3 — yv5 + xx + 4 > 0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I x1 x2 y3  ya ¥ a
X1 Y3 Ya oy Y6 y7 b
(a b ¢ d e f) X2 Y4 Y5 Ve yr %/92 c >0
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo X{X3 d
Ya Yo Y7 Yo Xpx3 x4 e
Y5 Y7 Yo X12X22 X1X§’ Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

I X1 x y3 ya ¥
X1 Y3 Ya »n Y6 y7
(a b ¢ d e f) X2 Y4 Y5 Yo Y7 Yo
Y3 Y1 Yo Y8 Yo yu
Ya Yo Y7 Yio Yi1  X1X
Ys Yr Yo Y11 X1X23 y2

N O Q0O T L



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - v+ x1 + 2 — 1 > 0
B — 2 + 2y3 — 2% + y5 — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

1 x1 2 y3 wa ¥s a
X1 Y3 Ya Y1 Y6 y7 b
(abcdef) X2 Y4 Y5 Yo yr Yo CZO
Y3 Y1 Yo Y8 Yo yu d
Ya Yo Y7 Yo Y11 X1X§’ e
f

Ys Yr Yo Yyi1i X1X Y2



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ - y3 — y5s + x1x + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):
I X1 x2 y3 ya ¥ a
X1 Y3 Ya Y1 Yo Y1 b
(abcdef) X2 Y4 ¥Ys Yo Y1 Y9 CZO
Y3 Y1 Y6 Y8 Yo Yii d
Ya Yo Y7 Y0 Yi1 Y12 e
Ys Y1 Yo yii Yi2 Y2 f



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - 1+ x1 + 20 — 1 > 0
B - v+ 23 — 2 + y5s — 3 >0
¢ -y - ¥+ xx + 4 >0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c,...):

I x1 x ys3 ya s
X1 Y3 ya Yy Yo Y7
X2 ya Y5 Yo Y1 Yo 0
Y3 Y1 Ye Y8 Yio yYn
Ya Yo Y7 Y0 Yi1 Y12
Ys Yr Yo Yir Yi2 )2



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + X1 + 2% - 1 >
B - xg + 2xf — 2x1X2 + X22 — % >
C — X12 — x22 + xx + 4 >

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + X1 + 2% - 1 >
B - xg + 2xf — 2x1X2 + X22 % >
C — X12 — x22 + xx + 4 >

familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):

(a+ bxy + cx0)?(—x2 — x5 +x1+4)>0

o



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - X + xx1 + 2% — 1 > 0
B - xg + 2xf — 2x1x0 + X22 % > 0
C — X12 — x22 + xx + 4 > 0

familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
(a+ bxy + cx)?(—x —x3 +x1+4) >0 —

0 oo
v
o

(_X12 - X22 +x1 + 4)(3 + bxi + CX2) (1 X1 x2)



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + x1 + 2 — 1 > 0
B - xg + 2xf — 2x1x0 + X22 % > 0
C — X12 — x22 + xx + 4 > 0

familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
(a+ bxy + cx)?(—x —x3 +x1+4) >0 —

1 a
(—X12 - X22 + X1+ 4) (3 b C) X1 (]. X1 XQ) bl >0
X2 C



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + x1 + 2 — 1 > 0
B - xg + 2xf — 2x1x0 + X22 % > 0
C — X12 — x22 + xx + 4 > 0

familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
(a+ bxy + cx)?(—x —x3 +x1+4) >0 —

1 a
(a b c) (—xl2 — X22 +x14+4) [ x (1 X1 xz) bl >0
X2 Cc



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + X1 + 2% - 1 >
B - xg + 2xf — 2x1X2 + X22 % >
C — X12 — x22 + x31 + 4 >
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
(a+ bxy + cx)?(—x —x3 +x1+4) >0 —
1 x1 X2 a
2 2 2
(@ b co)(—xt—x+x1+4)|xx x xx b
X2  X1X2 X22 Cc

o

v



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — xf’ + X1 + 2% - 1 >
B - xg + 2xf — 2x1X2 + X22 — % >
C - X3 - X2 + xa + 4 >
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22+x1—|—4 a
(@ b )| F—xd+x¢+4xa ... ...] |b

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c

o

A\



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A — Xf + X1 + 2% - 1 >
B - xg + 2xf — 2x1X2 + X22 % >
C - X3 - X2 + xa + 4 >
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22+x1—|—4 a
(@ b )| xd—xd+x¢+4xq ... ...] |b

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c

o

A\



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + x1 + 2% — 1 >0
B - xg + 2xf — 2x1x0 + X22 — % > 0
C — X12 — X22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22+x1—|—4 a
(@ b )| —vi—xB+xi+4a ... ... bl >0

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + x1 + 2% — 1 >0
B - Xg + 2xf — 2x1x0 + X22 — % > 0
C — X12 — X22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22+x1—|—4 a
(@ b )| —vi—xB+xi+4a ... ... bl >0

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + x1 + 2% — 1 >0
B - Y2 + 2X12 — 2x1x0 + X22 % > 0
C — X12 — x22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22+x1—|—4 a
(@ b )| —vi—xE+xi+4a ... ... bl >0

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + x1 + 2% — 1 >0
B - Y2 + 2X12 — 2x1x0 + X22 % > 0
C — xf — x22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—X12—X22—|-X1—|-4 a
(a b c) —y1—x1X22+X12+4x1 b| >0

—X12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + xx1 + 2% — 1 > 0
B — v 4+ 23 — 2% + X $ >0
C - y3 - x22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—x22+x1—|—4 a
(@ b o) —mn—xd+y+da ... ... b| >0

—12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - n + xx1 + 2% — 1 > 0
B — v 4+ 23 — 2% + X3 $ >0
C - y3 - x22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—x22+x1—|—4 a
(@ b o) —mn—xd+y+da ... ... b| >0

—12X2—X§’+X1X2+4X2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B — v+ 23 — 2 + X 3 =20
C - y3 - X22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—x22+x1—|—4 a
(@ b o) |-n—xE+ys+dx ... ... b| >0

—12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B — 2 + 25 — 2 + X I >0
C - y3 - X22 + xx + 4 > 0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—x22+x1—|—4 a
(@ b o) |-n—xE+ys+dx ... ... b| >0

—12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - »3 - 5+ xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—v3—ys+x1+4 a
(@ b o) |-n—xE+ys+dx ... ... b| >0

—12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - »3 - 5+ xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—v3—ys+x1+4 a
(a b c) —y1—x1x22+y3+4xl bl >0

—12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - 3 — ¥5 + xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—v3—ys+x1+4 a
(a b C) —y1—Ye+ys+4xy ... ... bl >0

—12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - 3 — ¥5 + xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—v3—ys+x1+4 a
(a b C) —y1—Ye+ys+4xy ... ... bl >0

—X12X2—x23+y4—|—4x2 c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - 3 — ¥5 + xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—ys+x1+4 a
(@ b o) [—-n—ye+ys+4x b| >0
—yr — X3 + ya +4x c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - 3 — ¥5 + xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—ys+x1+4 a
(@ b o) [-nn—ye+ys+4x b| >0
—y7 — X3 + ya + 4xo c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - »3 - 5+ xx + 4 >0
familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):
—y3—ys+x1+4 a
(@ b o) [-nn—-yv+ys+4dx bl >0
—yr =Ygt ya+4x c



Systeme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation par I'ajout de familles d’'inégalités redondantes

A - »nn + x1 + 2x — 1 > 0
B - v+ 23 — 2+ y5 — 3 >0
C - w3 - ¥y + xx + 4 >0

familles irredondant (parametrisées par a,b,c,...):

—y3—Ys+x1+4
- —Yet+tys+4xy ... ... >0
—y7—Yystystidx



<




Inégalité matricielle linéaire

Vo yi X2 n a
(a b C) Y2 1 1 b > 0
yi yi y2 c
1+ a,b,c indépendants

et distribués normalement




Inégalité matricielle linéaire

Vo yi X2 n a
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cbne convexe dans R[X]y
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ensemble des solutions du systeme “linéarisé”
(définie par une inégalité matricielle linéaire)
» S’ = {(L(X1),...,L(Xp)) | L € Lk} projeté
k-ieéme relaxation de Lasserre
OnaSCconvSCS C...C5 CSCS CSsy.
La question est si convS = S, pour un k € N.
Si S n'est pas compact, alors on a souvent convS # S’ et donc la
bonne réponse est souvent “non”. Si S est compact, alors nous verrons

que conv S = S’ mais Parrilo a donné un exemple pour lequel la bonne
réponse est quand méme “non”.
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sur les degrés qui ne dépend que de n, m, g1,....,g8n, d = degf et ”%H
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Theorem (Pdlya 1928). Supposons que f € R[X] soit homogene et
f>0sur Ap:={xe€RL[x +  +x, =1} Alors, pour N € N
suffisamment large, (Xi +--- + X,)Vf n'a que des coefficients positifs.



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Schmiidgen 1991). Pour tout f € R[X]:
f>00nS = 3ps € RIX]"": f=35001) PspPg &°



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen.



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen. En fait, ils démontrent un théoreme plus général ol
I'ensemble S est définie elle-méme par une inégalité matricielle linéaire.



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen. En fait, ils démontrent un théoreme plus général ol
I'ensemble S est définie elle-méme par une inégalité matricielle linéaire.
Le cas spécial ci-dessus s'en déduit en identifiant F € R[X]*** avec la
famille (,),cs: 1 des polyndmes f, := a’ Fa € R[X] et appliquant ma
construction uniformément et simultanément pour tout a € St~!



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen. En fait, ils démontrent un théoreme plus général ol
I'ensemble S est définie elle-méme par une inégalité matricielle linéaire.
Le cas spécial ci-dessus s'en déduit en identifiant F € R[X]*** avec la
famille (,),cs: 1 des polyndmes f, := a’ Fa € R[X] et appliquant ma
construction uniformément et simultanément pour tout a € St~!
(utiliser compacité de st-1. pas besoin d'étendre Pdlya aux matrices;
Pélya habituel rend des coefficients nonnégatifs paramétrisés c,cg:—1
qui correspondent a des formes quadratiques semidéfinies positives).



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen. En fait, ils démontrent un théoreme plus général ol
I'ensemble S est définie elle-méme par une inégalité matricielle linéaire.
Le cas spécial ci-dessus s'en déduit en identifiant F € R[X]*** avec la
famille (,),cs: 1 des polyndmes f, := a’ Fa € R[X] et appliquant ma
construction uniformément et simultanément pour tout a € St~!
(utiliser compacité de st-1. pas besoin d'étendre Pdlya aux matrices;
Pélya habituel rend des coefficients nonnégatifs paramétrisés c,cg:—1
qui correspondent a des formes quadratiques semidéfinies positives).
De cette maniére, on obtient également des bornes sur le degré
similaires a celles pour le théoreme de Schmiidgen.



Supposons que S soit compact. ‘

Théoreme (Hol & Scherer 2008). Pour tout F € R[X]E*E:
F=0onS = 3P e RIX|”": F = Y501, PsPI&°

Hol et Scherer montrent ce théoréme en étendant le théoreme de Pdlya
aux polyndmes dont les coefficients sont des matrices symétriques et
en imitant mes constructions algébriques pour le théoreme de
Schmiidgen. En fait, ils démontrent un théoreme plus général ol
I'ensemble S est définie elle-méme par une inégalité matricielle linéaire.
Le cas spécial ci-dessus s'en déduit en identifiant F € R[X]*** avec la
famille (,),cs: 1 des polyndmes f, := a’ Fa € R[X] et appliquant ma
construction uniformément et simultanément pour tout a € St~!
(utiliser compacité de st-1. pas besoin d'étendre Pdlya aux matrices;
Pélya habituel rend des coefficients nonnégatifs paramétrisés c,cg:—1
qui correspondent a des formes quadratiques semidéfinies positives).
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Ce résultat de Hol et Scherer (mais pas celui qui est plus général et
dont nous n'avons pas besoin) est une conséquence immédiate du
théoreme de Schmiidgen: Etant donné F € R[X]"™* avec F > 0 sur S,
on considere f := Y € R[X,Y] et on observe que f > 0 on

Sk :={(x,y) e R™ | x € S, y valeur propre de F(x)}
={(x.y) | 81(x) = 0,....gm(x) = 0,pr(x,y) = 0}

ol Pr € R[X][Y] = R[X,Y] est le polyndme caractéristique de F.

Or nous obtenons une representation de f = Y par le théoréme de
Schmiidgen. Il suffit de remplacer Y par f et d'utiliser que

PF()_<,F) = 0 d’aprés Cayley-Hamilton de sorte que pr disparait dans
cette représentation. .. Probleme: De cette facon, on n'obtient pas les
bornes exigées sur le degré.
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Définition. Soit p € R[X] et U C R".

p strictement concave sur U <= D?p <0on U <—
Vx e U: Vv € R"\ {0}: D2p(x)[v,v] <0

p strictement quasi-concave sur U <=
Vx € U: Yv € R"\ {0}: (Dp(x)[v] =0 = D?p(x)[v,v] < 0)
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Théoreme (Helton & Nie 2008). Soit S compact, convexe et de
I'intérieur non-vide. Supposons de plus que chaque g; soit strictement
quasi-concave sur 05 N {g; = 0}, que g; s'annule nulle part dans
I'interieur de S et la dérivée de g; s'annule nulle part sur

0SN{gi =0}. Alors S = S; pour un k € N.
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beaucoup plus simple semble possible. Expliquer au tableau noir.
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Remarque. Tout projeté IML est (bien siir) convexe et
(par I"élimination de quantificateurs) semialgébrique.
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Un convexe semialgébrique, est-il toujours un projeté IML?

Lemme (Helton & Nie). Si Ui, ...,Us C R" sont des projetés IML
bornés non-vides, alors conv Ule U; est un projeté IML.

Théoreme (Helton & Nie). Soient S compact, chaque g; strictement
quasi-concave sur S N (O convS)N{g =0} et SN IconvS contenu
dans la cl6ture de I'intérieur de S. Alors conv S est un projeté IML.

Démonstration. Utiliser le lemme et le premier théoreme de
Helton & Nie.

Au Congrés International des Mathématiciens a Madrid en 2006,
Arkadii Nemirovskii a demandé si tout convexe semialgébrique est un
projeté IML: “Cette question semble étre entierement ouverte.”
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