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Aufgabe 2.1 (Minimierende Kurven sind Geoditen)

a) Sie ¢ : [a,b] = M eine stiickweise glatte Kurve und V : [a,b] — TM ein stiickweise glattes
Vektorfeld lings c (d.h. es gilt V (t) € T,y M fiir alle t € [a, b]). Zeigen Sie, dass es eine stiickweise
glatte Variation o : (—¢,¢) X [a,b] — M von ¢ gibt mit ds0(0,t) = V (¢) fir alle ¢ € [a, b].

(Hinweis: Versuchen Sie einen dhnlichen Ansatz fiir o wie zu Beginn des Beweises des Gauf-Lemmas,

d.h. nutzen Sie die Exponentialabbildung.)

b) Beweisen Sie mit Hilfe von Teil a) und dem Satz iiber die erste Variation der Bogenlénge, dass
kritische Punkte des Bogenlédngenfunktionals L : €, , — R fiir gegebene p,q € M Geodéten sind
(insbesondere also glatt).

Aufgabe 2.2 (Differentialoperatoren auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit)
Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, f € C*°(M) und X,Y € I'*°(T'M). Wir definieren
grad f € I'*(T'M), div(X) € C®°(M), A f € C*°(M) und Hess(f) € I'*°(T*M ® T*M) durch

glgrad f, X):=Df(X), div(X):=tr(Z— VzX),
A f:=div(grad f) und Hess(f)(X,Y):=Vx(Df(Y)) —Df(VxY)

a) Bestimmen Sie die lokalen Koordinatendarstellungen dieser Ausdriicke.

b) Beweisen Sie die folgenden Identitéiten:

(i) grad(fg) = feradg + ggrad f (iii) A(fg) = fAg+gAf+2(grad f,gradg).
(iv) Hess(fg) = fHess(g) + g Hess(f)
(i) div(fX) = Df(X) + fdiv(X) +Df ® Dg+ Dg® Df

Aufgabe 2.3 (Rechnen in Koordinaten)
Sei RP? der zweidimensionale projektive Raum (Raum der Ursprungsgeraden in R3), zur Erinnerung:

RPQ:(RS\{O})/N7 wobei x ~y <= INER:z =Xy
und ein Atlas fiir RP? ist zum Beispiel gegeben durch folgende drei Karten:

{ [1,29,23] € RP2} o1([1, x2, x3]) = (22, 23),
{ x1,1,23] € RPQ} va2([z1, 1, 23]) = (21, 23) ,
U3 = { x1,x9,1] € RPQ}, w3([x1, 22, 1)) = (21, 22) .
Seien F' : R? — RP? und ein Vektorfeld X € T'™°(TR?) gegeben durch F(z,y) := [z,y,1] und
Xz = :L'aay — y%. Zeige, dass es ein Vektorfeld Y € I'*°(TRP?) mit DpF(X|,) = Y|p(y, fiir alle
p € R? gibt. Gib das Vektorfeld Y weiterhin beziiglich aller drei obigen Koordinatensysteme an.

Hinweis: F bildet in eine der drei Koordinatenumgebungen ab. Driicke DF(X) zunéchst beziiglich der dortigen
Koordinatenvektorfelder aus und nutze das Ergebnis als Ausgangspunkt der Definition von Y.

Aufgabe 2.4 (Zum Satz von Hopf-Rinow)
Beweisen Sie die in der Vorlesung (dem Skript) ausgelassenen Beweisteile des Satzes von Hopf-Rinow,
also die beiden Implikationen (iii) = (i) und (i) = (iv).



