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Aufgabe 6.1 (Beispiele fiir Untermannigfaltigkeit)
Betrachte die folgenden eingebetteten Untermannigfaltigkeiten des R3:

o P :={(n,y,2) €R®: 2z =2%+y*} o Py:={(n,y,2) eR?: 2?2 + ¢y - 22 =1}
o Pyi={(m,y,2) eR®: 2 =2%—y?} o Py:={(2,y,2) €R? : y? + y? = cosh?(2)}

Visualisiere die Flichen (z.B. mit einem Computer). Gib jeweils eine Einheitsnormale an und be-
stimme die zugehorige Weingartenabbildung und mittlere Kriimmung. Bestimme anschliefend die
Schnittkriimmung von P.

Hinweis: Wegen dim P = 2 ist die Schnittkriimmung einfach eine skalare Funktion (gleich der Gaukriimmung).

Aufgabe 6.2 (Clifford Torus)
Sei P:={(z,y) € RZxR? : |z|> =1 und |y|> = 3} C R?* der sogenannte Clifford-Torus. Durch

(cos 8, sin b, cos p, sin ¢)

z(0,p) = —
(0, ¢) 7
sind (fiir geeignete Definitionsbereiche) lokale Parametrisierungen von 7' gegeben.

a) Wieso ist P ein Torus?
Mache dir klar, dass durch

e1 := (—sinf,cos6,0,0), ez :=(0,0,—singp,cosyp),

1
(cosf,sinf, cos p,siny), vy := —(—cosf, —sin b, cos p,sin ¢)
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(globale) Orthonormalrahmen ej, es von T'P bzw. vq,v5 von NP definiert werden.

Bestimme die Matrixdarstellung der Formoperatoren S, und S,, beziiglich der Basis (e, e2).
Bestimme weiter die zugehorigen Hauptkriimmungen sowie den mittleren Kriimmungsvektor.

b) Es gilt P C S3. (Wieso?) Zeige, dass P eine minimale Hyperfliche in S ist, d.h. mit mittlerer
Kriimmung identisch 0.

c) Berechne die Schnittkriimmungen von P einmal als Untermannigfaltigkeit von R* und einmal
als Untermannigfaltigkeit von S3.

Aufgabe 6.3 (In Koordinaten rechnen)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und P C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit.
Seien ', . .., 2" Koordinaten auf U ¢ M und u!,. .., «" Koordinaten auf UNP. Seien IIj; € C>®(UNP)

fira=1,...,nund 4,5 = 1,..., k definiert durch H(a?ﬂ’ %) =: I%% Zeige:
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wobei M I'3., die Christoffelsymbole von (M, g) bzgl. der z® und Ffj die von (P, g) bzgl. der u® sind.
Anmerkung: Fiir R” und 2!, ..., 2" euklidische Koordinaten fillt der mittlere Term heraus. Je nach Vorwissen

ergibt sich dann eine bekannte Formel fiir die zweite Fundamentalform iiber die zweiten (kovarianten) Ablei-
tungen des Einbettungsvektors.



Aufgabe 6.4 (Mittlere Kriimmung von geodétischen Sphéren in Modellriume)

a) Sei zunéchst (M, g) eine allgemeine vollstéindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien p € M,
¢: R — M eine Geodéte mit ¢(0) = p und |¢| =1 und b < inj(p). Zeige:

e Es gibt eq,...,ep—1 € I®°(c*T'M) orthonormal und orthogonal zu ¢ mit Ve = 0.
Definiere nun R;- € C*°(R) und S;- € C*((0,b)) durch

Sery(ei(t)) =: S(t)e;(t)  und  R(e;(t), é(8)elt) =: RI(t)e;(t),

wobei S;;) der Formoperator der geodétischen Sphire S(p,t) beziiglich der Normalen ¢(t) ist.
Zeige:

o 5= (S]’) und R = (R;) sind symmetrische (n — 1) x (n — 1) Matrizen.

o Es gilt Si(t) ~ 36} fir t — 0.

Hinweis: Beachte ¢ = grad r mit r = d(p, -). Wie sieht r in Normalkoordinaten aus? Wie lisst sich

der Formoperator der Sphéren iiber r ausdriicken?

e Es gilt die Riccati-Gleichung S’ + S? + R = 0.

b) Sei nun n € N> und x € R und sei M der zugehorige Modellraum wie in Definition 2.10.
Bestimme die Formoperatoren und die mittleren Kriimmungen der geodétischen Sphéren um
einen beliebigen Punkt durch Losen der Riccati-Gleichung.

Hinweis: Uberlege zunichst, wieso es ausreicht, diagonale Lasungen der Riccati-Gleichung zu betrachten.



