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Aufgabe 6.1 (Beispiele für Untermannigfaltigkeit)
Betrachte die folgenden eingebetteten Untermannigfaltigkeiten des R3:

• P1 := {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2}

• P2 := {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 − y2}

• P3 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 1}

• P4 := {(x, y, z) ∈ R3 : y2 + y2 = cosh2(z)}

Visualisiere die Flächen (z.B. mit einem Computer). Gib jeweils eine Einheitsnormale an und be-
stimme die zugehörige Weingartenabbildung und mittlere Krümmung. Bestimme anschließend die
Schnittkrümmung von P .

Hinweis: Wegen dimP = 2 ist die Schnittkrümmung einfach eine skalare Funktion (gleich der Gaußkrümmung).

Aufgabe 6.2 (Clifford Torus)
Sei P :=

{
(x, y) ∈ R2 × R2 : |x|2 = 1

2 und |y|2 = 1
2

}
⊂ R4 der sogenannte Clifford-Torus. Durch

x(θ, ϕ) :=
1√
2

(cos θ, sin θ, cosϕ, sinϕ)

sind (für geeignete Definitionsbereiche) lokale Parametrisierungen von T gegeben.

a) Wieso ist P ein Torus?

Mache dir klar, dass durch

e1 := (− sin θ, cos θ, 0, 0) , e2 := (0, 0,− sinϕ, cosϕ) ,

ν1 :=
1√
2

(cos θ, sin θ, cosϕ, sinϕ) , ν2 :=
1√
2

(− cos θ,− sin θ, cosϕ, sinϕ)

(globale) Orthonormalrahmen e1, e2 von TP bzw. ν1, ν2 von NP definiert werden.

Bestimme die Matrixdarstellung der Formoperatoren Sν1 und Sν2 bezüglich der Basis (e1, e2).
Bestimme weiter die zugehörigen Hauptkrümmungen sowie den mittleren Krümmungsvektor.

b) Es gilt P ⊂ S3. (Wieso?) Zeige, dass P eine minimale Hyperfläche in S3 ist, d.h. mit mittlerer
Krümmung identisch 0.

c) Berechne die Schnittkrümmungen von P einmal als Untermannigfaltigkeit von R4 und einmal
als Untermannigfaltigkeit von S3.

Aufgabe 6.3 (In Koordinaten rechnen)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und P ⊂ M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit.
Seien x1, . . . , xn Koordinaten auf U ⊂M und u1, . . . , uk Koordinaten auf U∩P . Seien IIαij ∈ C∞(U∩P )

für α = 1, . . . , n und i, j = 1, . . . , k definiert durch II( ∂
∂ui
, ∂
∂uj

) =: IIαij
∂
∂xα . Zeige:

−IIαij =
∂2xα

∂ui∂uj
+ MΓαβγ

∂xβ

∂ui
∂xγ

∂uj
− PΓkij

∂xα

∂uk
,

wobei MΓαβγ die Christoffelsymbole von (M, g) bzgl. der xα und PΓkij die von (P, g) bzgl. der ui sind.

Anmerkung: Für Rn und x1, . . . , xn euklidische Koordinaten fällt der mittlere Term heraus. Je nach Vorwissen

ergibt sich dann eine bekannte Formel für die zweite Fundamentalform über die zweiten (kovarianten) Ablei-

tungen des Einbettungsvektors.



Aufgabe 6.4 (Mittlere Krümmung von geodätischen Sphären in Modellräume)

a) Sei zunächst (M, g) eine allgemeine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien p ∈M ,
c : R→M eine Geodäte mit c(0) = p und |ċ| = 1 und b < inj(p). Zeige:

• Es gibt e1, . . . , en−1 ∈ Γ∞(c∗TM) orthonormal und orthogonal zu ċ mit ∇c∂tei = 0.

Definiere nun Rij ∈ C∞(R) und Sij ∈ C∞((0, b)) durch

Sċ(t)(ei(t)) =: Sji (t)ej(t) und R(ei(t), ċ(t))ċ(t) =: Rji (t)ej(t) ,

wobei Sċ(t) der Formoperator der geodätischen Sphäre S(p, t) bezüglich der Normalen ċ(t) ist.

Zeige:

• S = (Sij) und R = (Rij) sind symmetrische (n− 1)× (n− 1) Matrizen.

• Es gilt Sij(t) ∼ 1
t δ
i
j für t→ 0.

Hinweis: Beachte ċ = grad r mit r = d(p, ·). Wie sieht r in Normalkoordinaten aus? Wie lässt sich

der Formoperator der Sphären über r ausdrücken?

• Es gilt die Riccati-Gleichung S′ + S2 +R = 0.

b) Sei nun n ∈ N≥2 und κ ∈ R und sei Mn
κ der zugehörige Modellraum wie in Definition 2.10.

Bestimme die Formoperatoren und die mittleren Krümmungen der geodätischen Sphären um
einen beliebigen Punkt durch Lösen der Riccati-Gleichung.

Hinweis: Überlege zunächst, wieso es ausreicht, diagonale Lösungen der Riccati-Gleichung zu betrachten.


