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1. Langen, Abstdnde und Geoditen

1.1. Die metrische Struktur einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit

Es sei stets (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 1.1. Eine stickweise glatte Kurve ist eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — M
mit der Eigenschaft, dass es eine Zerlegung a = a1 < as < ... < axr1 = b gibt, sodass
Clla;,a:5,) glatt ist fiir jedes i = 1,...,k ist. In diesem Fall ist die (Bogen-)Ldinge von c

definiert durch
k ;41 )
(c) == Z/ |le(t)| dt. (1.1)

i=1"7%

Definition 1.2. Fiir p,q € M definieren wir den Pfadraum
Q4 = {c: c ist stiickweise glatte Kurve von p nach ¢} . (1.2)
Weiter definieren wir (beachte, dass €, 4 # 0, da M zusammenhéingend ist)

d(p,q) = ceigf lc). (1.3)

Beispiel 1.3. Im flachen euklidischen Raum R”™ minimieren Geraden die Bogenléinge,
wie man fiir eine glatte Kurve einfach mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sieht:

o b (eft),c0) — (D) ., )
/a |¢(t)]odt > /a ) — e 94t = ... (Hauptsatz) = |¢(0) — c¢(1)]o -

Im Allgemeinen muss dagegen das Infimum in (1.3)) iiberhaupt nicht angenommen wer-
den, wie schon das einfache Beispiel M = R?\ {(0,0)} mit der euklidischen Metrik zeigt,
sieche Abbildung

Abbildung 1.1.: In R?\ {(0,0)} gibt es im Allgemeinen keine kiirzesten Verbindenden.



1. Lédngen, Abstidnde und Geodéten

Satz 1.4. Die durch (1.3) definierte Funktion d : M x M — [0,00) ist eine Metrik auf
M und die von dieser Metrik induzierte Topologie stimmt mit der von M fiberein.

Beweis. Positivitdt und Symmetrie sind klar. Beziiglich der Transitivitit seien p, q,r €
M und € > 0 gegeben. Wihle ¢; € Q,, und ¢ € Qg, mit £(c1) < d(p,q) — ¢ und
l(cp) < d(q,r) —e. Sei c € ,, die aus ¢; und ¢y zusammengesetzte Kurve, dann gilt:

d(p,r) < l(c) = L(c1) + L(c2) < d(p,q) +d(g,7) — 2¢.

Da ¢ > 0 sowie p,q,r € M beliebig waren, zeigt dies die Transitivitit. Es bleibt zu
zeigen, dass d(p, q) # 0 fiir alle p,q € M mit p # g gilt. Seien dazu p,q € M mit p # ¢
gegeben. Wir miissen zeigen, dass Kurven von p nach ¢ nicht beliebig kleine Lénge haben
konnen. Dazu machen wir eine lokalen Vergleich mit der euklidischen Geometrie:

Wihle eine Karte (U, z) um p mit z(p) = 0 und betrachte auf U die euklidische Metrik
go = 6;; dz* da?. Wir indizieren alle zu gy gehdrenden Grofien mit einer 0. Wihle £ > 0
mit B%(p,2¢) C U und setze

m = min{g;;(x)v'v’ : @ € BY(p,e),v € R", |v|3 = 1},
M := max{g;;(z)v"v? : x € BO(p,e),v € R",|v|3 = 1}.

Diese existieren aus Stetigkeits- und Kompaktheitsgriinden und es gilt

m |off < gij(@)v'e! < M |vl3 (%)
fiir alle z € B%(p,¢) und alle v € R™.
Indem wir ¢ > 0 eventuell nochmals verkleinern, diirfen wir von q ¢ B°(p, €) ausgehen.
Sei nun ¢ € Q, 4, definiert auf [a,b]. Dann gilt im(c) ¢ B°(p,e) und somit folgt ¢y :=
inf{t € [a,b] : c(t) ¢ B%(p,e)} € (a,b). Mit (*) folgt:

0(c) > €(cliate) > Vm lcliagy) > Vmdo(p, c(to)) = Vme.

Hieraus folgt weiter d(p,q) > /me > 0.

Damit ist gezeigt, dass d eine Metrik ist. Dass die von d induzierte Topologie auf M
gleich der gegebenen Topologie von M ist, kann man sich iiberlegen, indem man mittels
() die Metrik d beidseitig durch dy abschiitzt. Dies sei als Ubung iiberlassen.

Wenig iiberraschend findet man /mdo(p,q) < d(p,q) < VMdy(p,q) fir alle ¢ € B°(p,e).

O

1.2. Erste Variation der Bogenlange, Geodaten und
Exponentialabbildung

Wir untersuchen, wie sich die Bogenldnge unter ,, lokalen Deformationen“ einer Kurve im
folgenden Sinne verdndert: Zu einer stiickweise glatten Kurve ¢ : [a,b] — M betrachten
wir stetige Abbildungen o : (—¢,¢) X [a,b] = M, (s,t) — 04(t) := o(s,t) mit o9 = ¢. Die
Abbildung s — o, ist dann eine Kurve im Raum der stetigen Kurven in M, die durch ¢
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verlduft. Zusétzlich werden wir verlangen, dass es eine Zerlegung a = a1 < ...agx11 =0
gibt, sodass o|(_c)x[ap fiir alle i = 1,...,k glatt ist. Man spricht dann von einer
stiickweise glatten Variation von c. Fir eine solche sind insbesondere die Abbildungen
s+ o(s,t) mit festem ¢ glatt und wir konnen eine Abbildung V' : [a,b] — T'M durch

V(t) = g"(o t) = (D(07t)0)(29‘(07t)> (1.4)

definieren. Diese wird Variationsvektorfeld von o genannt und ist ein Vektorfeld langs
der Kurve ¢, d.h. V € T>®°(c*TM )E| Allgemeiner konnen wir ¢ in jedem Punkt, wo o
differenzierbar ist, nach jeder der beiden Variablen ableiten. Dafiir verwenden wir die
Notation

0 := 00 :=Do(0;,) und o :=0ds0:= Doc(0s), (1.5)

Die beiden Abbildungen & und ¢’ sind (auf glatten Teilen) Vektorfelder lings o.

Beachte schliellich noch, dass fiir eine stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — M in jedem
Punkt ¢ € (a,b) die einseitigen Ableitungen ¢(¢t~) und ¢(t1) als Ableitungen der beiden
(glatten) Einschrinkungen c[j,_. 4 bzw. ¢ ;44 fiir € > 0 hinreichen klein definiert sind.
Die beiden stimmen genau dann iiberein, wenn c in t differenzierbar ist.

Satz 1.5 (Erste Variation der Bogenlénge). Sei o : (—¢,¢) X [a,b] = M, (s,t) — o5(t)
stetig und a = a1 < ... < agy1 = b, sodass J](_E,E)X[ai,aiﬂ] fir allet =1,...,k glatt ist.
Sei weiter angenommen, dass ¢ := g nach Bogenlinge parametrisiert ist. Dann gilt

di Z /aprl ))dt — Z (V(ai), —é(a;)) + (V (1), é(t)) ’ .

wobei V 1= 050|s=¢ und ¢ := gté'

Beweis. Fiir jedes i = 1,...,k gilt:

Aj+41 Q41 1
/ |a|dt—d/ (6,5)% di
Ai+1 1
/ &2 9, (6,6 dt

az+1 1

T2 (Vg 6,6)dt
az+1
- / (6,0)”

Setzen wir nun s = 0, so wird das Skalarprodukt zu 1, da ¢ = 0¢ nach Voraussetzung
nach Bogenlidnge parametrisiert ist. Im zweiten Skalarprodukt entsteht das Variations-

t\.’)\»—‘

(Vo' ¢)dt.

!Strikt gesprochen natiirlich nur alle Einschrinkungen auf Stiicke, wo o (und damit auch ¢ und V)
glatt sind. Wir erlauben uns diese kleine Ungenauigkeit in der Notation ...
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vektorfeld V' = 050(0, -). Damit rechnen wir weiter:

d Qit1 _ Qit1 . )
& 80/ |O'|dt:/ <VatV,c>dt
' ;¢+1
:/ (00 (V&) = (V. V) ) at
Z . — . J’_ a2+1 .
= <V(az~+1),c(ai+1)> - <V(a,~),c(ai )> _/ (V,¢e)ydte.
Aufsummieren iiber ¢ = 1, ...,k liefert die Behauptung. O

Jeder der drei Terme auf der rechten Seite von (1.6]) hat eine anschauliche Bedeutung;:

e Der erste Term zeigt, dass man die Lange von ¢ verkiirzen kann, wenn man sie in
Richtung ihrer Kriimmung ¢ deformiert.

o Der zweite Term zeigt, dass man die Lénge von c¢ verkiirzen kann, wenn man sie in
einem Knickpunkt in das ,Innere* des von ¢(a;") und é(a; ) aufgespannten Winkels
deformiert. (Skizze!)

e Der letzte Term zeigt, dass man die Ladnge von ¢ verkiirzen kann, wenn man den
Anfangspunkt in Richtung der ,, Anfangsgeschwindigkeit“ oder den Zielpunkt ent-
gegengesetzt der ,,Endgeschwindigkeit* verschiebt.

Wir werden spéter zeigen, dass man zu einer gegebenen Kurve und einem gegebenem
Vektorfeld V' ldngs dieser stets eine Variation konstruieren kann, deren Variationsvek-
torfeld genau V' ist. Daraus wird folgen, dass fiir kritische Punkte von ¢ (bei festgehal-
tenen Endpunkten) die ersten beiden Terme verschwinden miissen. Insbesondere muss
die Kurve also differenzierbar sein und ¢ = 0 erfiillen. Mit dieser Differenzialgleichung
beschiéftigen wir und uns nun genauer.

Definition 1.6. Eine glatte Kurve ¢: I — M mit ¢ = V¢ £ 0 heiBt Geodite.
Ende der

ersten Lemma 1.7. Ist I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine Geoddte, so ist |¢| konstant.
Vorlesung(22.10.)

Beweis. Aufgrund der Metrizitiat (A.33) des Levi-Civita-Zusammenhangs léngs ¢ gilt

d

: d .. ¢ .
a|c|2 = —(¢,¢) =2(V§¢,¢) =0.

dt
O

Aus der lokalen Formel (A.30)) fiir den zuriickgezogenen Zusammenhang V¢ folgt:
Sind (U, z) lokale Koordinaten, dann lautet die Geodétengleichung fiir eine glatte Kurve
c¢: I — U mit ¢! := 2’ o ¢ in diesen Koordinaten

&) +T5(c)é )@ (t) =0  (firallek=1,...,n) (1.7)
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Dies ist eine (nichtlineare) gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit glatten
Koeffizienten, auf die sich die iiblichen Existenz- und Eindeutigkeitsresultate anwenden
lassen. Aufgrund der Eindeutigkeit lassen sich lokal in Karten konstruierte Losungen
zusammenkleben, &hnlich wie man dies fiir Integralkurven von Vektorfeldern kennt. Der
folgende Satz fasst einige wichtige dieser Aussagen zusammen.

Satz 1.8 (Existenz und Eindeutigkeitsaussagen fiir Geodéten).
(i) Zuv € TM existiert eine eindeutige maximale Geodite ¢, : I, — M mit ¢,(0) = v.

(i) Die Menge U = {(v,t) e TM xR :v e TM,t € I,} C TM xR ist offen und die
Abbildung ® : U — M, ®(v,t) := ¢, (t) ist glatt.

(iii) Fiir jedes KK C TM kompakt ezistiert ein € > 0 mit (—e,e) C I, fir alle v € K.

(iv) Seiv € TM mit [a,b] C I,. Dann ezistiert eine offene Umgebung V C TM von v
mit [a,b] C I, fiir alle w € V.

(v) (Homogenitdt von Geodéten) Sei v € TM und € > 0 mit (—e,e) C I,,. Seia > 0.
Dann gilt (=£,%) C Iy und cy(at) = cqy(t) fiir jedes t € (=%, %).

(vi) Fir jedes v € TM gilt: Ist I, nach oben (unten) beschrinkt, so existiert zu jeder
kompakten Menge K C M eint € I, mit c(t) ¢ K fir allet >t (t <t).

(Beachte, dass die Geoditengleichung von zweiter Ordnung ist.)

Beweis. Zu (i) - (iv): Diese Aussagen folgen analog wie bei Integralkurven von Vektor-
feldern (vgl. Kapitel 20 in [§]), indem man die entsprechenden Aussagen aus der Theorie
gewOhnlicher Differentialgleichungen mit einfachen ,, Verklebeargumenten“ kombiniert
(siehe auch die anschliefende Bemerkung). Zur Illustration zeigen wir (iv):

Wegen (iii) und der Kompaktheit von ¢, ([a, b]) C T'M existiert eine Zerlegung a = by <
by < ... < bgr1 = bund offene Umgebungen Uy, . .. ,Ugr1 C TM von éy(b1), ..., ¢y(bgs1),
sodass gilt: [0,b;41 — b;] C I, fiir alle w € Y; und alle i =1,... k.

Aufgrund der Wahl von U; gilt [a,b1] C I, fiir jedes w € Uy. Da der Fluss ® aus (ii)
stetig ist, existiert eine offene Umgebung V; C U; von v, sodass ¢,(b1) = ®(w,b1) € Us
fir alle w € V; gilt.

Aufgrund der Wahl von Us gilt dann [a, be] C I, fiir jedes w € V. Wieder aufgrund
der Stetigkeit von ® existiert eine weitere offene Umgebung Vo C V; von v, sodass
Cw(b2) = ®(w, by) € Us fiir alle w € Vy gilt.

Dies wiederholen wir, bis wir schlief$lich eine offene Umgebung V' := V. von v gefunden
haben, mit [a,b] = [a,bk11] C I, fiir alle w € V.

Zu (v) Fiir t € (=5, £) setze ¢(t) := ¢y(at). In lokalen Koordinaten (z) um ¢(0) gilt

() +TE(c)é ()& (t) = a®[Ek(at) + T (co(at))é (at)éd (at)] = 0

sowie ¢(0) = aé,(0) = av. Also 16st ¢ dieselbe Gleichung wie cq,, woraus (vi) folgt.
Zu (vi): Wegen Lemma und (v) diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass
|éy| = |v] = 1 gilt. Sei I, = (a,b) mit b < co und sei K C M kompakt. Angenommen
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es gilt ¢,(I,) C K. Dann existiert eine Folge (t;) in I, mit ¢ — b und c(tx) — p € K.
Wegen |é,| = 1 konvergiert auch eine Teilfolge von (¢é,(tx))r, ohne Einschrénkung gelte
Co(ty) = w € T,M (wenn man ganz genau sein will, wéhle man Koordinaten um p
und betrachte ¢,(tx) in den zugehorigen Koordinaten von TM). Wéihl(ﬂ nun € > 0 mit
[—&,¢e] C I, und wihle mit (iv) eine Umgebung V C T'M von w mit [—e,e] C I, fiir alle
z € V. Wihle k € N hinreichend gro8, sodass ¢,(tx) € V und ¢, —b < § gelten, und setze
z := ¢y(ty). Fiir die Geodite ¢, : I, — M gilt dann [—¢,¢] C I, wegen z € V. Wegen
der eindeutigen Losbarkeit der Geodétengleichung gilt aber auch c.(t — tx) = ¢, (t) fiir
(zumindest) alle ¢ € [tg,b). Wegen b —tp < § < ¢ liefert dann aber c, eine Fortsetzung
von ¢, iiber b hinaus. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalidt von I,, (bzw. b), also kann
nicht b < oo gelten. O

Bemerkung 1.9. Man kann die Ergebnisse fiir Integralkurven von Vektorfeldern sogar
direkt auf Geodéten iibertragen, indem man sich bewusst macht, dass es ein Vektor-
feld G € T'°(TTM) auf TM gibt, dessen Integralkurven genau den Ableitungen von
Geoditen entsprechen, d.h. eine Kurve ¢ : I — M ist genau dann eine Geodéte wenn
¢ : I — TM eine Integralkurve von G ist. In lokalen Koordinaten (x%) auf M und
zugehorigen Koordinaten (x%,v7) auf TM ist dieses Vektorfeld durch

0
ozt

ki 9
I7v' 5ok

G =1

gegeben. Man nennt G geoddtisches Vektorfeld von (M, g).

Korollar 1.10 (Kompakte Mfk. sind geodétisch vollsténdig). Ist M kompakt, so ist jede
Geodite fiir alle Zeiten definiert, d.h. es gilt I, = R fiir alle v € TM.

Korollar 1.11. Die Menge D :={v € TM : 1 € I,} C TM ist offen und fiir jedesp € M
ist die Menge Dy := D NT,M C T,M eine sternformige Umgebung von 0, € T,M.

Definition 1.12. Seien D :={v e TM : 1€ I[,} C TM und D, :=DNT,M C T,M
fir p € M wie in Korollar Die Abbildung exp : D — M, exp(v) := ¢,(1) heifit
Ezponentialabbildung und exp,, := exp |p, heiBt Ezponentialabbildung in p.

Da die Exponentialabbildung einfach die Einschrankung des geodétischen Flusses ist
(genauer der ,,Zeit-1-Fluss“), ist sie glatt. Ebenso ist die Exponentialabbildung bei p fiir
jedes p € M glatt. Aus der Homogenitéit von Geodéten folgt, dass sich jede Geodéte iiber
die Exponentialabbildung ausdriicken ldsst und die Exponentialabbildung Ursprungsge-
raden in T, M auf Geodéten durch p abbildet.

Korollar 1.13. Seiv € T,M und t € I,. Dann gilt 1 € Iy, und c,(t) = exp,(tv).

2Es folgt nun vermutlich ein Standardargument aus der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen.

10
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1.3. Lokale Geometrie in einer Normalenumgebung

Fiir die folgende Uberlegung identifizieren wir T,T,M mit T,M, wie {iblich fiir eine
Mannigfaltigkeit, die selbst schon ein Vektorraum ist. Konkret geht dies, indem man
einen Vektor w € T, M als den von der Kurve ¢ — v + tw definierten Tangentialvektor
in T,,T,M auffasst.

Satz 1.14. Seip € M. Es gilt Do exp,, = idg,rr. Folglich ist exp,, ein Diffeomorphismus
zwischen geeigneten offenen Umgebungen von 0, € T, M und von p € M.

Beweis. Fiir v € T,M gilt:

d
(Do exp,)(v) = Tt o exp,,(tv) = 5 tzocv(t) =v.
Die zweite Aussage folgt aus der ersten und dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit. [

Mit der Exponentialabbildungen lassen sich folglich unter anderem Koordinaten von
T,M nach M iibertragen, in denen dann die lokale Geometrie von M nahe p mit der
Geometrie des euklidischen Vektorraums 7, M verglich werden kann.

Definition 1.15 (Normalenumgebung und Normalkoordinaten). Seip € M und sei V' C
T, M eine sternférmige offene Umgebung von 0, auf der exp,, ein Diffeomorphismus ist.

Dann nennt man U := exp,(V) C M Normalenumgebung von p. Ist weiter (e1,...,en)
eine Orthonormalbasis von T}, M mit dualer Basis (el,...,e"), so nennt man die durch
zii=c'o (exp,, )t (1.8)

definierten Koordinaten auf U Normalkoordinaten um p.
Beachte:

e Auf einer Normalenumgebung gibt es viele verschiedene Normalkoordinatensyste-
me, je eines fiir jede Orthonormalbasis von T),M. Je zwei Normalkoordinatensys-
teme héngen durch eine (feste) orthogonale Transformation zusammen.

e Ist U eine Normalenumgebung mit Normalkoordinaten xz und zugehoriger Ortho-
normalbasis (e1,...,e,) von T,M, so gelten:

Vg e U : (exp, lv)"q) = 2%(q)e; und xj(expp(viei)) =/, (1.9)

Zweites besagt, dass die Koordinatendarstellung der Exponentialabbildung beziig-
lich der durch (e, ...,ey,) auf T, M induzierten Koordinaten und der Normalkoor-
dinaten (z!,...,2") auf U C M gerade die Identitit ist.

e Von zwei Normalenumgebungen muss nicht notwendigerweise eine in der ande-
ren enthalten sein, vgl. Abbildung Ebenso gibt es im Allgemeinen auch keine
,grofite Normalenumgebung®, die alle anderen enthélt. Wir werden spéter spezi-
elle Normalenumgebungen betrachten (z.B. geodétische Bélle), von denen es eine
maximale solche Normalenumgebung geben wird. Aber auch diese muss dann nicht
jede beliebige andere Normalenumgebung enthalten.

11



1. Lédngen, Abstidnde und Geodéten

Abbildung 1.2.: Zwei Normalenumgebungen um den Nordpol auf S, von denen keine in
der anderen enthalten ist. Diese zeigen auch, dass die eindeutige Geodéte
vom Nordpol zu einem Punkt in einer gegebenen Normalenumgebung,
die innerhalb der Normalenumgebung verlduft, von der Normalenumge-
bung abhéngt.

Im Folgenden werden wir bei gegebener Normalenumgebung U von p und zugehoriger
sternformiger Umgebung V' C T, M von 0y, stets einfach exp,, 1 fijr (exp, ly)~! schreiben.

Erinnerung: Tangentialrdume an einen Vektorraum Wir werden hiufig die Ableitung
der Exponentialabbildung exp,, : D, C T,M — M berechnen (meist nur in Normalenum-
gebungen). Per Definition ist diese zunéchst eine lineare Abbildung D exp, : 1Dy, = TM
bzw. fiir festes v € T, M und q := exp,(v) € M eine Abbildung D, exp,, : T,T,M — T, M.
Da T,M ein Vektorraum ist, lasst sich T, T, M ,kanonisch“ mit 7T},M wie folgt identifi-
zieren (je nach Sichtweise/Definition von Tangentialvektoren):

T,M > [y] —t—=v+5(t)] € T, T,M,

N——

Aquivalenzklasse
von Kurven

bzw.  T,M>v w [f & _ flo+iy(t)] € LT,M,
——
Derivation in p

wobei in der zweiten Zeile v : (—e,e) — M eine glatte Kurve mit 4(0) = v ist. Fiir
unsere Zwecke ist vor allem wichtig, was dies fiir die Ableitungen von Funktionen konkret
bedeutet: Fiir v € T,M und w € T, M = TUTPJWH und eine glatte Funktion F': T,M — N

gilt dann namlich
d
D, F :7‘ Flv+ tw),
(w) = 57|, Fv+tw)

3Das w wird also aus T, M geholt, soll aber wie oben erklirt als Vektor in T, T, M verstanden werden.

12
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denn t — v + tw ist eine glatte Kurve durch v mit Ableitung w.

Satz 1.16 (Radiale Geodéten und Metrik in Normalkoordinaten). Sei (U, x) ein Nor-
malkoordinatensystem um p € M. Dann gelten:

(i) Eine glatte Kurve ¢ : I — U mit ¢(0) = p ist genau dann eine Geodite, wenn es
a € R™ gibt mit ¢*(t) := 2'(c(t)) = aitﬂ

(i) Fir allei,j,k=1,...,n gelten
9ii(P) =0i5,  Okgij(p) =0, TH(p)=0. (1.10)

Beweis. (i) Das folgt direkt aus Korollar
Zu (ii): Wegen (1.9)) bzw. der Erkldrung darunter gilt % .= DCXP;1
g€ U und allei =1,...,n (wobei hier e; € T,M als Vektor in Texpgl(q)TpM aufgefasst

(@) exp, (e;) fiir jedes

werden sollte, wie zuvor erklért). Wegen Dy exp,, e idr, pr folgt
9ij(p) = (Oilp, Ojlp) = (€, €5) = 6ij -

Dass I’fj (p) = 0 gilt, folgt direkt aus der lokalen Form der Geoditengleichung und der
Tatsache, dass Geodéiten durch p in Normalkoordinaten lineare Funktionen sind. Das
Verschwinden der ersten Ableitungen der Metrik in p folgt hieraus wegen

8kgz'j =0 <8¢, 8j> = <V@kai, 8]‘) + <6¢, Vak6j> = <F£i84,6j> + <8i,1“§;j85> .
Im Punkte p verschwindet dies. ]

Aus dem letzten Satz folgt, dass sich jeder Punkt in einer Normalenumgebung U von
p durch eine eindeutige in U liegende radiale Geodite mit p verbinden ldsst. Diese kann
jedoch von der Normalenumgebung abhéngen, vergleiche Abbildung Wir fithren nun
»Symmetrischere“ Normalenumgebungen ein, in denen dies nicht mehr der Fall ist.

Definition 1.17. Sei (U, z) ein Normalkoordinatensystem von p € M. Die Funktion

ri= ]exp;l(-)\ =)+ (@)2eCcU)NC®U\ {p}) (1.11)

wird radiale Abstandsfunktion zu p genannt. Fiir jedes R > 0, fiir welches der Abschluss
von

B(p,R) :={qeU:r(q) < R} =exp,({v e T,M : |v| < R}) (1.12)

in U enthalten ist, nennen wir B(p, R) einen geoddtischen Ball und
S(p,R):={qeU:r(q) = R} =exp,({v € T,M : |v]| = R}) (1.13)

eine geoddtische Sphdre.

4Solche sogenannten radialen Geoditen sind also in Normalkoordinaten durch lineare Funktionen (,, Ge-
raden”) dargestellt. Fiir Geodéten, die nicht durch p verlaufen, muss dies nicht gelten.

13



1. Lédngen, Abstidnde und Geodéten

Abbildung 1.3.: Geodéitische Sphéren und das radiale Einheitsvektorfeld auf einem
geodétischen Ball.

Wir haben hier bewusst ein geschwungenes B und S gewéhlt, um die hier definierten
geodétischen Bille und sphéren zunéchst von denen beziiglich der durch definierten
Metrik d zu unterscheiden. Unser néichstes Ziel ist aber, zu zeigen, dass dies letztendlich
unnotig ist und r = d(p, -) innerhalb eines geoditischen Balls gilt.

Beachte weiter, dass die radiale Abstandsfunktion und damit auch die geod#tischen
Biille und Sphéren nicht von der Wahl der Normalkoordinaten abhédngt und insbesondere
die zweite Gleichheit in in beliebigen Normalkoordinaten gilt.

Da exp, (um 0, herum) ein Diffeomorphismus ist, sind geoditische Sphiren glatte
Untermannigfaltigkeiten von M und diffeomorph zu S" ! und ein (punktierter) geo-
détischer Ball wird durch die darin liegenden geodétischen Sphéren ,geblédttert®. Sei
genauer

Sp={veT,M:|v|=1} C T,M (1.14)
die Einheitssphére in T,,M, dann ist die Abbildung

®:(0,R) xSy = B(p, )\ {p}, @(\v):=exp,(Av) (1.15)

ein Diffeomorphismus. Beachte, dass ®({e} x S,) = S(p,e) gerade eine geoditische
Sphére ist und somit B(p, R) \ {p} durch ® in geoditische Sphéren ,geblittert* wird.
Mittels @ definieren wir nun das radiale Finheitsvektorfeld

B, G,
5, =D (m) , (1.16)

wobei das Vektorfeld C% auf (0, R) x S, durch t— (XN + t,wp)] gegeben ist.

@‘ [
o\ ()\070,10)

Lemma 1.18. Sei p € M und sei x Normalkoordinaten auf B(p, R). Dann gilt

o 20
or 1oz (1.17)
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1.3. Lokale Geometrie in einer Normalenumgebung

Weiter ist %]q fiir jedes q € B(p, R) gleich der Geschwindigkeit der nach Bogenlinge
parametrisierten radialen Geoddte von p nach q und hat also insbesondere Finheitslinge.

Beweis. (War Ubungsaufgabe 1.1) Sei ¢ € B(p,7), ¢ # p. Setze v := exp;l(q), dann
gelten v = 2%(q)e; und |v| = r(g) und somit ergibt sich

(zﬂ‘q - ;}\‘A:Mcp()\’ |sz> - (ji\‘A:r(q) “Pp <A$;((2))€i>
- v, () = i o

Die zweite Behauptung folgt mittels einfachem Ableiten hieraus sowie aus der Tatsache,
dass diese Geodate durch t — expp(tﬁ) gegeben ist. O

Dyexp,(e;) =

q

Ende der
Im flachen Raum steht das radiale Einheitsvektorfeld senkrecht auf den (geodétischen) . oiten

Sphéren. Wir zeigen nun, dass dies auch allgemein gilt, woraus anschlieend folgen wird, Vorlesung
dass kurze Geoditen die Bogenlinge minimieren und r = d(p, -) gilt. (29.10.)

Satz 1.19 (GauB-Lemma). In einem geoddtischen Ball um p € M gelten:
(i) (Dyexp,(v), Dyexp,(w)) = (v,w) fir alle v e Dy und w € TPME|
(i) In Normalkoordinaten gilt g;;x* = §;;x° fiir alle j = 1,...,n.
(iii) gradr = %
(iv) % steht senkrecht auf den geoddtischen Sphdren und hat Linge 1.

Beweis. Zu (i): Die Ableitung von exp,, berechnen wir mit einem Trick, den wir noch
héufiger verwenden werden. Betrachte dazu fiir hinreichend kleines € > 0 die Abbildung

o:(—€,e) x[0,1] = M, o(s,t):=exp,(t(v+sw)).
Fiir diese finden wir

G(s,t) := 010 (8,t) = Dy(ytsw) €XPp(v + sw),

o' (s,t) == Os0(s,t) = Dyvtsw) exp, (tw)
und somit insbesondere D, exp,(v) = ¢(0,1) und D, exp,(w) = ¢'(0,1). Wir berechnen
nun die Abbildung ¢ — (d,0") (t,-), an deren Wert bei 1 wir ja letztendlich interessiert

sind. Zum einen gilt wegen Dy exp,, = id

5(0,0) := 9,0(0,0) = Dy exp,(v) =v und 0¢'(0,0) := d50(0,0) = Dy exp,(0) =0

°Im Argument von D, exp,, auf der linken Seite muss wieder T, M mit T, T, M identifiziert werden.

15



1. Lédngen, Abstidnde und Geodéten

und somit (4, 0”) (0,0) = 0. Beachte weiter, dass o(s, -) fiir jedes feste s eine Geodéte ist.
Deshalb gilt erstens V§ ¢ = 0 und zweitens hiingt (s, t)| nicht von ¢ ab (Lemma (1.7)).
Es folgt

SN oo B3, 1
O (6,0")y =(6,V30") =" (6,V35)= 283 (0,0)
unabh. von ¢
=0) 1
(=) 585 (v 4+ sw,v + sw) = (v,w) + s (w,w) .

Es folgt 0 (5,0") (0,t) = (v,w) fiir jedes t € [0,1]. Also gilt (¢,0") (0,¢) = t (v, w) und
fir t = 1 ergibt sich die Behauptung.

Zu (ii): Sei ¢ # p. Setze v := exp,(q) = z'(q)e;. Fiir jedes w = w'e; € T,M = T, T,M
gilt dann nach einerseits

(v, w) = gij(p)v'w’ = iz’ (q)w?
nach Satz Andererseits gilt
(Dy exp,,(v), Dy exp,(w)) = viw? (Dy exp,(€;), Dy exp,(e;))
= v'w (Oilg, 9jlq)
= z'(q)w’ gij(q) -
Nach (i) stimmen diese beiden Ausdriicke fiir beliebiges w iiberein, woraus (ii) folgt.
Zu (iii): Wir miissen zeigen, dass dr(W) = <%, W) fiir beliebige Vektorfelder W gilt.

Dazu rechnen wir in Normalkoordinaten . In solchen gilt r = /(z1)2 + ... + (z™)2 und
somit folgt zunéchst

n
1 ... 1 e 1 S
dr = E —z'da’ = —0;;2" da? (&) —gija’ da’
r r r

i=1

a g
oxt

Hieraus folgt nun fiir beliebiges W = W*

) = oW = (L0,Wi0, ) = 0. )

Zu (iv): Die Orthogonalitdt von % folgt direkt aus (ii) und daraus, dass der Gradi-
ent einer Funktion immer senkrecht auf den Niveauflachen der Funktion steht. Dass 0,
Einheitslénge hat wurde schon in Lemma [1.18| gezeigt. O

Bemerkung 1.20. Die Aussagen aus dem Gauf-Lemma sind alle dquivalent. Die Aquiva-
lenz von (i) und (iii) mit (ii) hat sich schon im Beweis ein bisschen angedeutet. Zu (iv)
zerlege man einfach einen beliebigen Tangentialvektor innerhalb des geodétischen Balls
in einen Anteil tangential zu einer geodétischen Sphére und einen Anteil senkrecht dazu.
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1.3. Lokale Geometrie in einer Normalenumgebung

e Interpretation des Gauf3-Lemmas: exp,, ist eine ,radiale Isometrie*. Unter D, exp,
bleiben Winkel zwischen einem ,radialem Vektor“, also einem Vielfachen von v
selbst (wobei T, M = T,,T,M), und einem beliebigen anderen Vektor erhalten.

e Noch eine Umformulierung des Gauf-Lemmas: Beziiglich der ,,Bléatterung® (|1.15))
von B(p, R) \ {p} in geoditische Sphiren und der entsprechenden Zerlegung der
Tangentialrdume in direkte Summen hat die Metrik die Blockdiagonalform

g=dr? 4+ h(r) = (é h?r)> , (1.18)

wobei h(r) eine von r abhéngige Metrik auf S, ist.

Mit dem GauB-Lemma ldsst sich nun leicht beweisen, dass kurze Geodéten die Bo-
genldnge minimieren.

Satz 1.21. Seip € M und sei q in einem geoddtischen Ball um p enthalten. Dann ist
die radiale Geoddte von p nach q die eindeutige minimierende Kurve von p nach q in M
(bis auf monotone Reparametrisierung).

Beweis. Sei q € B(p, R), dann gilt zunichst R := r(q) < R. Beachte weiter, dass die
radiale Geodéte von p nach ¢ genau Lénge r(g) hat.

Sei nun ¢ : [0,b] — M eine beliebige glatte Kurve von p nach ¢. Gilt ¢([0,b]) C B(p, R'),
so folgt aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU) und wegen |grad r| = 1, dass

b b b
o) = /D e dt > /0 (¢, erad r) dt = /D d%r(c(t))dt:r(c(b))—r(c(O)):r(q). (%)

Ist ¢ nur stiickweise glatt, so gilt dies immer noch: Man wende die Abschitzung auf
jedes glatte Stiick an und beachte, dass die ,,inneren Randterme® sich herausheben, da ¢
und damit auch r o ¢ stetig sind. Beachte weiter: Gilt £(q) = r(q), so muss insbesondere
Gleichheit in der CSU in (%) gelten. Daraus folgt, dass dass ¢ ein Vielfaches von gradr
ist. Nach eventueller Reparametrisierung von ¢ nach Bogenlédnge diirfen wir annehmen,
dass ¢ = gradr gilt (damit ist ¢ in jedem Fall glatt). Also ist ¢ eine Integralkurve von
grad r, woraus wegen |gradr| = 1 folgt, dass ¢ eine Geodéte ist (vgl. die anschlielen-
de Bemerkung). Da andererseits gradr nach Lemma in jedem Punkt gleich dem
Geschwindigkeitsvektor der (nach Bogenldnge parametrisierten) radialen Geodéite durch
diesen Punkt ist, muss ¢ aufgrund der eindeutigen Losbarkeit der Geodédtengleichung
mit dieser iibereinstimmen.

Es bleibt noch der Fall, dass ¢ den Abschluss des kleineren Balls verlésst. In diesem

Fall wihle tp € [0,b] mit ¢([0,%9)] C B(p, R) und ¢(ty) ¢ B(p, R'). Wie in (x) folgt dann

£(c) > €(cljot]) = r(c(to)). Wegen c(to) ¢ B(p, ') folgt weiter £(c) > R' = r(q). Also
kommt eine solche Kurve iiberhaupt nicht als Kiirzeste in Frage. O
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1. Lédngen, Abstidnde und Geodéten

Bemerkung 1.22 (Distanzfunktionen und ihre Integralkurven). Ein f € C*°(U) heifit
Distanzfunktion, falls | grad f| = 1 gilt. Fiir beliebiges X € I'°(TU) gilt dann

0 = X (grad f,grad f) = 2 (Vx grad f, grad f)
—_—
=1 = 2 Hess f(X, grad f)
— 2Hess f(grad f, X) = 2 (Vgraa s grad f, X) |

wobei Hess f die auf Blatt 2 definierte symmetrische Bilinearform ist. Es folgt also, dass
Vgrad fgrad f = 0 gilt. Ist nun ¢ : I — U eine Integralkurve von grad f, d.h. es gilt
¢(t) = grad fl. (), so folgt daraus, dass V§, ¢ = 0 gilt. Die Kurve c ist also eine Geodiite.

Korollar 1.23. Seip € M. Innerhalb eines geoddtischen Balls um p gelten:

(i) Jeder Punkt ldisst sich durch eine eindeutige radiale Geoddte mit p verbinden. Diese
st zudem die eindeutige Kurve minimaler Linge zwischen den zwei Punkten in M .

(ii) Die radiale Abstandsfunktion stimmt mit d(p,-) tberein. Letztere ist also insbeson-
dere glatt aufler in p selbst.

Weiterhin stimmen die metrische Bdille und Sphdren wm p fiir hinreichend kleinen Radien
mit den geoddtischen tiberein. Kleine metrische Sphdren sind somit glatte Hyperflichen.

Wir werden die erste Aussage nun noch dahingehend verschiirfen, dass sich sogar
je zwei Punkte aus einem geodétischen Ball von geniingend kleinem Radius durch ei-
ne eindeutige kiirzeste Kurve (in ganz M) verbinden lassen und diese innerhalb des
Balles bleibt. Dazu benétigen wir eine ,Kontrolle® iiber die Abhéngigkeit beziiglich
Verdnderungen des Mittelpunkts p, welche die folgende Aussage liefert.

Lemma 1.24. Sei E =7 xexp: TM — M x M, wobei m : TM — M die Fuf$punkt-
projektion ist. Fiir alle p € M und v € T,M C TM ist DyE : T,TM — Texp o) (M x M)
genau dann regulir, wenn Dyexp, : To,TyM — Toyp )M reguldr ist. Insbesondere ist
Dy, (7 x exp) stets requlir und somit ist E folglich ein lokaler Diffeomorphismus zwi-
schen geeigneten Umgebungen von 0, € TM und von (p,p) € M x M.

Beweis. Da dies eine lokale Aussage ist, diirfen wir ohne Finschréinkung annehmen, dass
TM = M xR"™ gilt (rechne in Vektorbiindelkarte). Fiir eine Kurve t — (z(t),v(t)) € TM
mit z(0) = zp und v(0) = v gilt dann

(r x exp)(t), 0(0)) = | (#(0) explat0) o))

dtle=o
. i 0 i 0
= (:c(O),x (0) 927 | (o0 exp +0 (0)82}" _— exp)
. i 0 i 0
= (#(0).#'0) 92 |(ay “P TV V5, PP )

o)
vt lug
direkt klar, dass die Regularitdt von D, exp, die von D, (7 x exp,) impliziert. Sei um-

gekehrt angenommen, dass D, exp, nicht regulér ist. Sei dann weiter w € T, M mit

Dies ist genau dann Null, wenn #(0) = 0 und ©*(0) exp,, = 0 gelten. Damit ist
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Abbildung 1.4.: Skizze zum Beweis von Satz (Konstruktion geodétisch konvexer
Bélle).

Dy exp,(w) = 0. Setzt man nun in obiger Rechnung die Kurve ¢ ~ (0,v + tw) ein, so
ergibt sich D, (7 x exp)((0,w)) = (0,0). Also ist auch D,(7 X exp) nicht regulér. O

Korollar 1.25. Sei p € M. Dann ezistieren € > 0 und eine offene Umgebung U C M
von p, sodass fiir jedes q € U die Einschrinkung von exp, auf {v € T,M : |v| < e} ein
Diffeomorphismus auf B(q,¢) ist.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma existiert 0, € V C T'M offen, die von 7 x exp
diffeomorph auf ihr Bild in M x M abgebildet wird. Aus Stetigkeitsgriinden existieren
eine offene Umgebung U C M von pund ¢ > O mit {v € TU : |v| < ¢} C V. Dann ist aber
auch die Einschréinkung von exp, auf {v € TU : |v| < e} NTyM = {v € T;M : |v| < &}
ein Diffeomorphismus auf dessen Bild. In der Tat folgt Injektivitit direkt aus der von
7 x exp und wegen 77 ist auch das Differential von exp, iiberall invertierbar, also die
Umkehrfunktion glatt. O

Satz 1.26 (Existenz geoditisch konvexer Bélle). Sei p € M. Dann hat jeder geoditische
Ball um p von hinreichend kleinem Radius die folgenden Eigenschaften:

(i) Er ist Normalenumgebung von jedem seiner Punkte.

(ii) Je zwei seiner Punkte lassen sich durch eine eindeutige innerhalb des Balles ver-
laufende Geoddite verbinden. Diese ist zudem die eindeutige kiirzeste Verbindende
in M zwischen den beiden Punkten (bis auf Reparametrisierung).

Beweis. Abbildung mag zur Orientierung fiir den Beweis dienen.
Wihle eine geodditischen Ball B(p, R). Dann ist B(p, R) kompakt. Nach dem vorhe-
rigen Lemma und dieser Kompaktheit ter mit dem vorherigen Korollar ein 0 < g9 < g
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so, dass die Einschrinkung von exp, auf {v € TyM : |[v|] < go} fiir jedes ¢ € C ein
Diffeomorphismus auf das Bild dieser Menge ist.
Wir zeigen, dass B(p, ¢) fiir jedes 0 < ¢ < 9 die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
Sei dazu g € B(p,e). Wegen 0 <e < 9 < 7 gelten die Inklusionen

B(p,e) C B(q,€0) C B(p, R) .

Also ist die Einschréinkung von exp, auf V, := exp,*(B(p,¢)) N{v € T,M : |v| < &9} ein
Diffeomorphismus B(p, ¢), da dies schon fiir {v € T{M : |v| < go} gilt. Wenn wir zeigen
konnen, dass V, C T, M sternformig beziiglich 0, ist, folgt (i). Dies wie auch (ii) folgt
aus der folgenden Behauptung:

(%) Zu jedem z € B(p,e) C B(q,¢ep) liegt die (nach Korollar eindeutige)
radiale Geodéite von ¢ nach z innerhalb B(p, ¢) vollstdndig innerhalb B(p, €).

Hieraus folgt (i), denn diese Geodéte hat die Form ¢ +— exp,(tv) mit dem (eindeutigen)
v € T, M mit |v] < &g und exp,(v) = z und ¢ € [0, 1]. Liegt nun diese Geodite in B(p, ¢),
so gilt offensichtlich auch tv € V fiir alle ¢ € [0,1]. Also ist V, sternformig beziiglich 0.

Die Eindeutigkeit in (ii) folgt, da diese schon fiir die radiale Geodéten von ¢ nach z
innerhalb B(q,e() gilt. Weiter ist diese nach Korollar die eindeutige minimierende
Kurve von ¢ nach z in ganz M (bis auf Reparametrisierung).

Es bleibt also lediglich der Beweis der Behauptung (). Hierzu wéhlen wir Normal-
koordinaten x um p (nicht ¢) und betrachten die Funktion f(¢) := d(p, c,(t)) auf [0, 1].
Wir wollen zeigen, dass f < 2 gilt. Beachte zunichst, dass f(0) = d(p,q) < ¢ und
f(1) = d(p,z) < e gelten. Wir zeigen nun, dass f strikt konvex ist, daraus folgt dann
die Behauptung (nach dem , Maximumprinzip*). Mit ¢! := x%oc, gilt zunsichst zunichst
f=(c)??+...+(c)?, da z Normalkoordinaten um p sind und somit weiter

v
*Q—Zc Qi(c’ zchjrfj Co)é
k=1

Fiir die hier auftretende Bilinearform (auf R™) mit Koeffizienten B;; := > j_; 2*T f]
gilt Bjj(p) = 0 wegen z(p) = 0. Indem wir ganz zu Beginn R > 0 eventuell noch
kleiner wihlen, diirfen wir aus Stetigkeitsgriinden annehmen, dass B;j(w) < 16; (als
Bilinearform) fiir alle w € B(p, R) gilt. Dann folgt f > >"1_,(¢F)2 > 0. Also ist die
Funktion f:[0,1] — R strikt konver und der Beweis ist beendet. O

Eine offene Menge von M, die Normalenumgebung eines jeden ihrer Punkte ist, wird
als totale Normalenumgebung oder auch als konvere Umgebung bezeichnet. Eine offene
Menge mit der Eigenschaft, dass sich je zwei ihrer Punkte durch eine eindeutige in der
Menge liegende Geodite verbinden lassen, die zudem in ganz M die kiirzeste Verbindende
zwischen den beiden Punkten ist, wird streng konvex oder geoddtisch konvex genannt.
Hinreichend kleine Biille sind somit geodétisch konvex. In Abbildung ist eine totale
Normalenumgebung dargestellt, die nicht geodétisch konvex ist.
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Abbildung 1.5.: Eine konvexe Umgebung auf S', die nicht streng konvex ist. (zeichne
wvon 7 bis 17 Uhr“ im Uhrzeigersinn)

Bemerkung 1.27. Der Durchschnitt zweier geodétisch konvexer Mengen muss im All-
gemeinen nicht wieder geodétisch konvex sein. Liegen die beiden geodétisch konvexen
Mengen jedoch in einer gemeinsamen, grofferen geodétisch konvexen Umgebung, so ist
auch ihr Durchschnitt wieder geodétisch konvex. Aus der Forderung, dass eine Mannig-
faltigkeit dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigen soll, folgt, dass jede Riemannsche
Mannigfaltigkeit eine Uberdeckung durch geoditisch konvexe Mengen besitzt, fiir welche
der Durchschnitt von je zweien wieder geodétisch konvex ist (siehe [O’Neill, p.131]). Eine
solche Uberdeckung wird geoddtisch konvexe Uberdeckung genannt.

Korollar 1.28 (Geoditen sind lokal minimierend). Sei ¢ : I — M eine Geoddte. Dann
existiert zu jedem to € I eine > 0 mit £(c|jqy) = d(c(a),c(b)) fir alle a,b € (to—¢,to+e).

Beweis. Zu tg € I wéhle eine konvexe Umgebung von ¢(tp). Das Stiick von ¢ innerhalb
dieser ist natiirlich eine verbindende Geodéte zwischen je zwei Punkten auf diesem.
Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in (ii) in Satz ist dieses also minimierend. [

Korollar 1.29 (Minimierende Kurven sind Geodéten). Seien p,q € M. Ist c € , , mit
U(c) =d(p,q), so ldsst sich ¢ zu einer Geoddite umparametrisieren.

Beweis. Ohne Einschriankung sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert. Wihle eine Zer-
legung @ = t; < to < ... < ty+1 = b des Definitionsbereichs von ¢, sodass jedes
zugehorige Teilstiick von ¢ in einer geoditisch konvexen Menge liegt. Da c als ganzes
minimiert, trifft dies auch auf jede Einschrénkung von ¢ zu. Nach Satz [I.26] muss so-
mit jede Einschrénkung c|, ¢, ) (nach evtl. Reparametrisierung) eine nach Bogenléinge
parametrisierte Geodéte sein. Wir miissen noch zeigen, dass sich die Teilstiicke (nach
eventuell weiteren Umparamtrisierungen) glatt zusammenfiigen. Wéhle dazu nochmals
eine konvexe Umgebung U von ¢(¢;) fiir ein ¢ = 2, ..., n. Das Stiick von ¢ in U besteht aus
den beiden nach Bogenlidngen parametrisierten Geodétenstiicken c|,_, ;) und ¢y, ¢, )
Die Zusammensetzung dieser ldsst sich nach Satz wieder als eine nach Bogenlidnge
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parametrisierte Geoddte umparametrisieren. Dann muss aber schon c|[ti—1,ti 1] eine sol-
che sein, da eine Umparamterisierung einer nach Bogenlinge parametrierten Geodéte
auf wieder eine solche nichts mehr &ndert. O

1.4. Volistandigkeit und der Satz von Hopf-Rinow

Bisher haben wir nur lokale Uberlegungen angestellt. Nun wollen wir uns mit globalen
Fragestellungen beschiftigen. Um hier schéne Aussagen machen zu kénnen, benotigen
wir eine Voraussetzung, die die Konstruktion von ,pathologischen Gegenbeispielen“
durch Herausnehmen von Teilen der Mannigfaltigkeit verhindert. Folgender Begriff ist
der meist verbreiteste.

Definition 1.30 (Geoditische Vollstindigkeit). Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
wird geoddtisch vollstindig genannt, wenn jede Geodéte auf ganz R definiert ist.

Bemerkung 1.31. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) wird erweiterbar genannt,
falls es eine isometrische, offene Einbettung M < N in eine andere (,gréflere“) Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit (N, h) gibt. Man kann zeigen, dass geodiitisch vollstédndige
Mannigfaltigkeit nicht erweiterbar ist, umgekehrt muss dies jedoch nicht gelten.

Lemma 1.32 (Existenz minimierender Kurven bei Vollsténdigkeit). Sei p € M. Ist
exp, auf ganz T,M definiert (d.h. sind alle durch p verlaufenden Geodditen fiir alle
Zeiten definiert), so gibt es zu jedem q € M eine minimierende Geodite von p nach q.
Ist sogar exp auf ganz TM definiert, so lassen sich also je zwei Punkte von M durch
eine minimierende Geoddte verbinden.

Beweis. Sei q € M gegeben. Setze d := d(p, q).
Wihle € > 0 hinreichend klein, sodass S(p, ) eine geodétische Sphére ist.
Wihle z € S(p,e) mit minimalem Abstand zu ¢ (beachte, dass S(p,e) kompakt ist).
Sei ¢: R — M die nach Bogenlidnge parametrisierte radiale Geodéte von p durch z.
(Ziel: c(d) = q und somit auch {(cljq) = d = d(p,q).)
Setze
A:={tel0,d]:d(c(t),q) =d—t}.
(Neues Ziel: A= [0,d] und somit d(c(d),q) =0.)

Die Menge A C [0, d] ist nichtleer (0 € A) und abgeschlossen aus Stetigkeitsgriinden.
Somit existiert ¢y := sup A € [0, d].

(Neues Ziel: to = d)

Angenommen es gilt ty < d. Setze pg := c(tp).

Wihle €9 > 0 so, dass S(po, £0) eine geoditische Sphire ist und ¢y + € < d gilt.

Wihle zp € S(po,e0) mit minimalem Abstand zu q.
Sei ¢g : [0,e0] = M die nach B-Linge parametrisierte radiale Geodéte von pg nach zg.

Wegen Stetigkeit gilt d(po, q) = d(c(to),q) = d — to.
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Andererseits gilt d(po,q) = d(po,20) + d(20,¢q), denn: Falls nicht, muss ,<“ gelten.
Wiéhle dann v € Qp, , mit £(vy) < d(po,20) + d(z0,¢q). Diese Kurve v muss S(po, o)
schneiden. Zerlege v an einem solchem Schnittpunkt in zwei Teile v und 7,. Dann gilt

€0 + £(y2) < L() < d(po, 20) + d(20,q) = €0 + d(20,q) ,

also () < d(zo,q). Dies widerspricht der Wahl von zp (minimaler Abstand zu q).

Kombination der letzten beiden Uberlegungen ergibt

d(z0,q) = d — (to + o) - (*)

Somit folgt
)
d(p, z0) > d(p, q) —d(20,9) = to + €' = (c|o,1)) + £(co) -
N——
=d

Dies zeigt, dass die aus C‘[O,to] und ¢p zusammengesetzte Kurve den Abstand von p zu
zo minimiert. Aus Korollar folgt, dass diese Kurve eine Geodite ist. Deshalb gilt
c(to + o) = co(g0) = 20 und somit weiter

d(c(to +20),q) = d(20,9) = d — (to + <o)

Dies widerspricht der Definition von ¢y (dessen Maximalitét).
Also gilt tg = d. O

Dieses Lemma wird die Hauptarbeit beim Beweis unseres ersten Theorems leisten.

Theorem 1.33 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei d
die durch (1.3)) definierte Metrik auf M. Dann sind dquivalent:

(i) (M, g) ist geoddtisch vollstindig.

(ii) Die Exponentialabbildung hat mazimalen Definitionsbereich, d.h. eine und damit
jede der folgenden Aussagen gelten:

a) exp ist auf ganz TM definiert.
b) Fir jedes p € M ist exp, auf ganz T,M definiert.
c¢) Es gibt einen Punkt p € M, sodass exp,, auf ganz Ty M definiert ist.

(iii) Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.

(iv) Der metrische Raum (M,d) besitzt die Heine-Borel-Eigenschaft, d.h. jede abge-
schlossene und (beziiglich d) beschrinkte Teilmenge ist kompakt.

Gelten diese Aussagen, so lassen sich weiter je zwei Punkte stets durch eine minimie-
rende Geoddte verbinden.
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Beweis. Es ist klar, dass (i) <= (ii)a) <= (ii)b) = (ii)c) gelten.

(73)b) == (7it): Sei p € M wie in (ii)b) und sei (¢n)nen eine Cauchyfolge in (M, d).
Setze dy, := d(p,qyn). Nach dem vorherigen Lemma existiert fiir jedes n € N eine mini-
mierende Geodite ¢, : [0,d,] — M von p nach g,. Fiir v, := ¢,(0) gilt dann |v,| = 1.
Beachte nun:

e Aufgrund der Kompaktheit von S, = {v € T,M : |v| = 1} hat (¢,(0))nen eine
konvergente Teilfolge. Ohne Einschrinkung gelte ¢,(0) — v € Sp,.

e Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt

—d(gm, qn) < d(p,qn) — APy @m) = dn, — dpy = d(p, @n) — d(D, am) < d(qn, qm) »

also gilt |dy, — dpn| < d(gn, @m). Somit ist (d,)nen eine Cauchyfolge in R, d.h. es
gilt d,, — d € R.

Mit der Stetigkeit der Exponentialabbildung folgt:
qn = exp,(dnvn) — exp,(dv),

also konvergiert die Folge (¢n)nen-
(iii) = (i): Ubungsaufgabe.
Damit ist die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) gezeigt.
(iv) = (i7i): Das Bild einer Cauchyfolge ist beschrinkt und sein Abschluss somit bei

Giiltigkeit von (iv) kompakt ist. Deshalb hat jede Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge.
Die Cauchybedingung impliziert dann weiter, dass auch die Folge selbst konvergiert.

(i) = (iv): Ubungsaufgabe. O
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2. Jacobifelder und die zweite Variation der
Bogenlange

2.1. Jacobifelder und nochmal das Differential der
Exponentialabbildung

Lemma 2.1. Sei 0 : (—e,e) x I — M eine glatte Variation von ¢ := o(0,-). Ist o
geoddtisch, d.h. ist o(s,-) fir jedes s € (—¢,¢) eine Geoddite, so erfillt das Variations-
vektorfeld V := 050(0,-) € T°(c*TM) die Jacobigleichung

V+R(V,e)e=0, (2.1)
wober V- =V§5 Vg V.
Beweis. Mit dem ,,Schwarz-Lemma* und der Definition des Kriimmungstensors
ergibt sich

V3 V5,050 = V5, V.00 = V5, VS, 0o + R (9, 0300 = R(Dy0,Ds0) s .
, V0, ) _,0
(Geod.)

Fiir s = 0 folgt V = R(¢, V)¢ bzw. (2.1) wegen der Antisymmetrie von R. O

Definition 2.2. Sei ¢ : I — M eine Geodite. Ein Vektorfeld V' € I'™°(¢*T'M) langs ¢
heifit Jacobifeld, wenn es die Jacobigleichung (2.1]) erfiillt.

Die Jacobigleichung ergibt sich auch auf natiirliche Weise aus der zweiten Variation der
Bogenlinge (Ubungsaufgabe) und wir werden diesen Zusammenhang spiter als wesentli-
ches Werkzeug nutzen. Zunichst beschéftigen wir uns aber rein mit der Jacobigleichung.
Man beachte, dass diese ein lineare Gleichung zweiter Ordnung ist.

Lemma 2.3. Sei c: I — M eine Geodite und ty € I. Die Menge aller Jacobifelder
lings c ist ein R-Untervektorraum von I'*°(c*T'M) der Dimension 2n. Zu gegebenen
v,w € Ty M existiert genau ein Jacobifeld J mit J(tg) = v und J(tg) = w.

Beweis. Aufgrund der Linearitdt der Jacobigleichung bilden die Jacobifelder einen
Untervektorraum. Fiir die restlichen Aussagen schreiben wir die Jacobigleichung mittels
Paralleltransport in eine ,normale ODE um. Seien dazu g € [ und ey, ..., e, € Tpy) M
eine Orthonormalbasis. Fiir i = 1,...,n definiere E; € I'*°(¢*T'M) durch

Ei(t) = Ptco,t(ei) )
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wobei P¢ der Paralleltransport ldngs ¢ ist. Dann ist {E;} ein paralleller Orthonormal-
rahmen lings c. Schreibe damit J € T*°(c¢*TM) als J = f'E; mit f1,..., f* € C*>(I).
Aufgrund der Parallelitiit von F, ..., E, gilt dann J = j”EZ Den Kriimmungsterm in
der Jacobigleichung zerlegen wir ebenfalls als

R(V,é)é = fIR(E;, é)é =: firl By,

mit rlj = e/(R(E;, ¢)¢) = (R(E;, ¢)¢, Ej) € C*(I), wobei {&'} der zu {E;} duale Rah-

men istE| Es folgt, dass J genau dann ein Jacobifeld ist, wenn fiir alle = 1,...,n die
Gleichung o

fr+riff=0
gilt. Dies ist ein lineares System von ODEs zweiter Ordnung, welches zu gegebenen
Anfangswerten f(0) und f(0) immer eine eindeutige (globale) Losung hat. O

Proposition 2.4 (Differential der Exponentialabbildung und Jacobifelder). Sei p € M
und set v € Dy CT,M.

(i) Firw € T,M = T,T,M gilt D, exp,(w) = J(1), wobei J das eindeutige Jacobifeld
langs der Geoddte ¢, mit J(0) =0 und J(0) = w ist.

(ii) Der Punkt v ist genau dann ein kritischer Punkt von exp,, wenn es ein nichttri-
viales Jacobifeld lings der Geoddte ¢, ¢ibt, das beit = 0 und t = 1 verschwindet.

Beweis. Im Beweis des Gauf-Lemmas haben wir schon gesehen, dass D, exp,(w) = V(1)
fiir das Variationsfeld der geoditischen Variation o(s,t) := exp,,(t(v+sw)) gilt. Es bleibt
zu zeigen, dass V(0) = 0 und V(0) = w gelten. Hierzu rechnen wir einerseits

V(0) = (950)(0,0) = Dy exp,(0) = 0

und andererseits

V(0) = (V3,050)(0,0) = (V3.0,0)(0,0).

Beachte weiter, dass 0(0,s) = exp,(0) = p konstant ist und 0;c(0,s) = v + sw gilt.
Deshalb folgt (Vg 0:0)(0,s) = w fiir alle s, insbesondere also V(0) = w. O

Satz 2.5 (Charakterisierung von Flachhheit). Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist
genau dann flach, d.h. ihr Riemmansche Krimmungstensor ist 0, wenn jeder Punkt
eine Umgebung hat, die isometrisch zu einer offene Teilmenge des euklidischen R™ ist.

Beweis. Die Riickrichtung ist klar, da der Kriitmmungstensor eine lokale Grofle ist. Fiir
die Hinrichtung sei R = 0 und sei p € M. Wir zeigen, dass exp, auf einer hinreichend
kleinen Menge eine Isometrie ist (wobei auf T, M die konstante Metrik g, verwendet
wird). Sei dazu v € T,M und seien w,z € T,M = T, T,M. Seien W, Z die parallelen
Vektorfelder ldngs ¢, mit W(0) = w und Z(0) = z. Aus der Parallelitédt und R = 0 folgt,

!Beachte, dass sich die Indizes hier nicht auf Koordinaten beziehen, sondern auf einen Rahmen.
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dass dann tW und tZ Jacobifelder mit Anfangswerten (tW)(0) = 0, Vp,(tW)(0) = w
sowie (tZ)(0) =0, Vp,(tZ) = z sind. Nach der vorherigen Proposition gilt somit

(Dy exp,(w), Dy expy(2)) = (W(1), Z(1)) = (W(0), Z(0)) = (w, z) .

Also ist D, exp,,, insbesondere also regulir. Die Einschrénkung von exp,, auf jede offene
Umgebung von 0, auf welcher exp,, injektiv ist, ist dann die gesuchte Isometrie. O

Damit ist plausibel, dass die Koeffizienten hohere Ordnung in der Taylorentwicklung
von g;; in Normalkoordinaten Kriimmungsausdriicke enthalten sollten (sieche Ubungen
fiir den ersten nichttrivialen Koeffizient).

Definition 2.6 (Konjugierte Punkte). Sei ¢ : I — M eine Geodéte und seien a,b € I.
Man nennt a und b oder auch c(a) und ¢(b) konjugiert lings c, falls ein nichttriviales
Jacobifeld J € I'*°(¢*T'M) mit J(a) = 0 und J(b) = 0 existiert.

Nach Proposition [2.4]ist die Existenz konjugierter Punkte dquivalent zu Singularitéten
der Exponentialabbildung (im Sinne eines verschwindenden Differentials). Existieren kei-
ne konjugierten Punkte, so ist die Exponentialabbildung ein lokaler Diffeomorphismus
(um jeden Punkt in ihrem Definitionsbereich).

Wir beweisen noch einige einfache aber niitzliche Eigenschaften von Jacobifeldern.

Lemma 2.7 (Jacobifelder durch Randwerte festlegen). Sei ¢ : [a,b] — M eine Geodiite.
Sind a und b nicht zueinander konjugiert, so gibt es zu gegebenen v € Ty M und
w € Ty M ein eindeutiges Jacobifeld mit J(a) = v und J(b) = w.

Beweis. Die lineare Abbildung, die ein Jacobifeld J auf (J(a), J(b)) € Te(q)M @ T M
abbildet, ist injektiv wenn o und b nicht zueinander konjugiert sind. Aus Dimensions-
griinden ist sie somit ein Isomorphismus. O

Lemma 2.8 (Senkrechte Jacobifelder). Seien ¢ : I — M eine Geoddte, J € I'*°(c*TM).
Schreibt man J = JI + J+ mat Jl = (J,¢) ¢, so ist J genau dann ein Jacobifeld wenn
JI und J+ Jacobifelder sind. In diesem Fall sind weiter dquivalent:

(i) Fir allet € I gilt (J(t),¢(t)) = 0.
(ii) Es gibt t1,to € I mit t1 # to und (J(t),¢(t)) = 0 sowie (J(ta),¢(t2)) = 0.

(iii) Es gibt t € I mit (J(t),¢é(t)) =0 und (j(t),é(t)> =0.
FEin Jacobifeld, das diese Bedingungen erfillt, wird senkrechtes Jacobifeld genannt.

Beweis. Kleine Ubung. d

In verschiedener Hinsicht sind nur die senkrechten Jacobifelder wirklich interessant. So
rechnet man zum Beispiel leicht nach, dass ein Jacobifeld J genau dann zu c tangential
ist, wenn J(t) = (a + tb)é(t) fiir gewisse a,b € R gilt. Diese Jacobifelder entsprechen
geodétischen Variationen, die den Anfangspunkt lings der Geodéte verschieben (Rolle
von a) bzw. die Geodite affin umparametrisiere (Rolle von b). Geometrisch sind diese
beiden Effekte natiirlich eher uninteressant.
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Lemma 2.9. Seic:[0,b] = M eine Geodite und J € T'°°(c¢*T'M) ein Jacobifeld. Dann
existiert eine geoddtische Variation o : (—e,e) x [0,b) — M mit (050)(0,-) = J.

Beweis. Sei 7y : (—g,e) — M die Geodéte mit 7(0) = ¢(0) und 4(0) = J(0). Definiere
W e I'*®*(y*T'M) durch

W (s) := Pi_(é(0)) + s - P (J(0))
und setze o (s,t) 1= exp.,)(tW(s)). Fiir £ > 0 hinreichend ist dies nach Satz (iv) auf
(—¢,€) x [a, b] definiert. Es gilt

0(0,2) = expy o) (tW(0)) = expe(o) (1¢(0)) = c(t) ,

also ist o eine Variation von c. Nach Konstruktion ist o eine geodétische Variation, also
ist V(t) := (0s0)(t,-) ein Jacobifeld langs c¢. Wenn wir zeigen kénnen, dass dieses die
gleichen Anfangswerte wie J annimmt, sind die beiden nach Lemma[2.3| gleich. Zun#ichst
folgt aus o(s,0) = exp,(5)(0) = 7(s), dass V(0) = (950)(0,0) = §(0) = J(0) gilt. Weiter
rechnen wir mit Hilfe des ,, Schwarz-Lemmas*

V(0) = (V§,V)(0) = (V3,050)(0,0) = (V3,8:0)(0,0).

Es ist 0,0 = Dy (s) exP.y(s)(W(s)) und somit (9;0)(s,0) = Do exp5)(W(s)) = W(s).
Aus der Definition von W und der Parallelitdt von Paralleltransporten folgt schliefllich

V(0) = W(0) = PJ_(J(0) = J(0).

2.2. Konstante Kriimmung und Modellraume |

Man sagt, (M, g) habe konstante Krimmung, falls die Schnittkriimmung konstant ist.
Nach 77 ist dies gleichbedeutend dazu, dass sich der Kriimmungstensor schreiben lasst
als

ROX,Y)Z = s((Y, 2) X — (X, 2)Y), (2.2)

wobei k € R der (konstante) Wert der Schnittkriimmung ist und X,Y,Z € I'*°(T'M)
beliebige Vektorfelder sind. Es gibt drei besonders einfache Mannigfaltigkeiten konstanter
Kriimmung, die als Modellrdume bezeichnet werden.

Definition 2.10 (Modellrdume). Seien n € Nmit n > 2 und x € R. Mit M} bezeichnen
wir, je nach Wert von k&, eine der folgenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

(k =0) Den flachen euklidischen Raum R™.

(k > 0) Die runde Sphére S?/E C R™*! von Radius /.

(k < 0) Den hyberbolischen Raum B(0, R) C R™ mit Metrik (HQEWQR'H.
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2.2. Konstante Kriimmung und Modellrdume 1

Wir werden am Ende dieses Kapitels beweisen, dass die Modellraume schon eindeutig
durch die in der folgenden Proposition beschriebenen Eigenschaften charakterisiert sind.

Proposition 2.11. Fir jedes n > n und £ € R ist M eine vollstindige, einfach
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Kriimmung k.

Beweis. Das sind alles direkte Rechnungen. Dass die Sphire einfach zusammenhéngend
ist, sieht man z.B. unter Verwendung der stereographischen Projektion und der Tatsache,
dass eine glatte Kurve in S™ mit n > 2 nicht surjektiv sein kann. O

Die einfache Form des Kriimmungstensors bei konstanter Kriimmung vereinfacht auch
die Jacobigleichung erheblich, sodass sich diese quasi exakt 16sen lésst.

Lemma 2.12 (Jacobifelder in konstanter Kriimmung). Sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung k € R, ¢ :[0,b) — M eine nach Bogenlinge
parametrisierte Geodite und J € T°°(c*T'M). Dann ist J genau dann ein senkrechtes
Jacobifeld mit J(0) = 0 und J(0) = w, falls

7sin(\/ﬁt) fir k >0

NG
J(t) = sng(t) - Py (w) mit sng(t) =<t fir k=0, (2.3)

fir k <0.

fiir alle t € [0,b) gilt.

Beweis. Ist J senkrecht auf ¢, so gilt aufgrund der konstanten Kriimmung und der
Bogenladngenparametrisierung von c

R(J,&)é = w({e, &) J — (J,6) &) = K .

Die Jacobigleichung lautet somit J + xJ = 0. Stellt man J wie im Beweis von Lem-
ma beziiglich eines parallelen Orthonormalrahmens ldngs ¢ dar, so erhélt man fiir
die Komponenten von J die Gleichungen J* + xJ? = 0. Die Losungen hiervon sind je
nach Vorzeichen von k gerade die trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen.
Die Bedingung J(0) = 0 selektiert den Sinus (Hyperbolicus). O

Korollar 2.13. (M, g) habe konstante Schnittkrimmung k € R. Dann gilt
<Dv exp,(w), D, expp(z)> = sni(|v|) (w, z) (2.4)
fiir alle p € M und v,w,z € T,M mit w,z1v.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Proposition [2.4und Lemma Das richtige Ar-
gument |v| in sn, erhilt man, indem man die entsprechende Geodite nach Bogenlénge
parametrisiert. O
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Wir kénnen nun leicht zeigen, dass alle Raume derselben konstanten Kriimmung lokal
isometrisch sind.

Theorem 2.14 (Konstante Kriimmungsrdaume sind lokal Modellrdume). Sei (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung k € R und sei p € M.
Auf einem punktierten geoditischen Ball B(p, R)\{p} = (0, R) x S™~! gilt

9lBp.r) = dr? +snz(r) Gen1, (2.5)

wobei r die (geoditische) Abstandsfunktion zu p ist und ggn— die runde Metrik auf S?~1.
Insbesondere ist B(p, R) isometrisch zu einem Ball mit demselben Radius in M} und alle
Rdume derselben konstanten Krimmung sind lokal isometrisch.

Beweis. Nach dem Gauf-Lemma bzw. wie im Anschluss an dieses in ([1.18) ange-
merkt, gilt g = dr? + h(r), wobei h(r) eine von r abhiingige Metrik auf S"~! ist. Dass
diese die gewiinschte Form hat folgt unmittelbar aus Korollar O

Global miissen Rdume derselben konstanten Kriimmung nicht isometrisch sein, da es
topologische Unterschiede geben kann (zum Beispiel kann man Quotienten bilden). Wie
wir am Ende des Kapitels sehen werden, gibt es jedoch bis auf Isometrie stets nur eine
einfache zusammenhdingende Mannigfaltigkeit einer gegebenen konstanten Kriimmung.
Je nach Vorzeichen der Kriimmung ist das Argument dafiir leicht unterschiedlich und
wird in den folgenden beiden Abschnitten vorbereitet.

2.3. Nichtpositive Schnittkriimmung und Uberlagerungen

Anschaulich gesprochen laufen Geodéten in nichtpositiver Kriilmmung stets voneinander
weg (anders als z.B. auf der positiv gekriimmten Sphére). Formaler duflerst sich dies
darin, dass es bei nichtpositiver Kriimmung keine konjugierten Punkte gibt.

Lemma 2.15. Ist die Schnittkrimmung von (M, g) nichtpositiv, K < 0, so gibt es keine
konjugierten Punkte. Folglich hat die Exponentialabbildung keine kritischen Punkte, ist
also ein lokaler Diffeomorphismus (um jeden Punkt ihres Definitionsbereichs).

Beweis. Nach Proposition folgt die zweite Aussage aus der ersten. Zum Ausschlielen
von konjugierten Punkten seien ¢ : [0,00) — M eine nach Bogenlédnge parametrisierte
Geodiite und J € I'*°(¢*T'M) ein nichttriviales senkrechtes Jacobifeld mit J(0) = 0.
Definiere f : [0,00) — R durch f(t) := 3|J(¢)|>. Dann gilt f=1(J,J) und weiter

F=1P+ 0y =P = (R(J,&)é, J) = TP
—_————
=K(J,é)-|?<0

Mit J(0) = 0 und .J(0) # 0 folgt hieraus zunichst fiir alle ¢ € (0, 00) die Abschiitzung

ft) Z/O |J(s)[*ds >0

und eine weitere Integration ergibt wegen f(0) = 0 schliefllich f(¢) > 0. O
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2.3. Nichtpositive Schnittkrimmung und Uberlagerungen

Aus dieser Beobachtung werden starke Einschrinkungen an M folgen. Fiir diese zeigen
wir zunéchst, dass die Exponentialabbildung eine sogenannte Uberlagerung ist.

Definition 2.16. Eine surjektive glatte Abbildung ' : N — M zwischen zwei glatten
Mannigfaltigkeiten M und N heiit (glatte) Uberlagerung, falls fir jedes p € M eine
offene Umgebung U C M mit folgenden Eigenschaften existiert:

(Ul) Es gilt F~1(U) = U,ep Va mit offenen, disjunkten Mengen V,, C E.
(U2) Fiir jedes a € A'ist F|y, : Vo — U ein Diffeomorphismus.

Tragen N und M Riemannsche Metriken h und g, so nennt man F Riemannsche
Uberlagerung, falls zusétzlich h = F*g gﬂt

Eine Uberlagerung ist stets ein lokaler Diffeomorphismus, umgekehrt braucht ein lo-
kaler Diffeomorphismus aber keine Uberlagerung zu sein. Ein einfaches Gegenbeispiel ist
etwa F : (0,2) — S mit F(0) = ¢>™%. Ebenso ist eine Riemannsche Uberlagerung stets
eine lokale Isometrie und die Umkehrung schlégt im Allgemeinen wieder fehl. Unter der
zusitzlichen Annahme, dass der Definitionsbereich vollstindig ist, &ndert sich dies.

Lemma 2.17. Seien N und M zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und F : N — M eine lokale Isometrie. Ist N wvollstindig, so ist es auch M und F ist
eine Uberlagerung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst folgende Hilfsaussage:

Hilfsaussage (H): Sei ¢ : [0,b) — M eine Geodédte mit p := ¢(0). Fiir jedes
x € F~1({p}) existiert genau eine Geodiite ¢ : [0,b) — N mit ¢(0) = z und
¢ = F o¢. Diese ist durch D, F(¢(0)) = ¢(0) eindeutig bestimmt. Wir nennen
¢ den eindeutige Lift von ¢ mit ¢(0) = x.

Da F eine lokale Isometrie ist, bildet F' Geodéten in N auf solche in M ab. Da ande-

rerseits eine Geodite eindeutig durch ihre Anfangsgeschwindigkeit festgelegt ist, muss

F die Geodiite ¢ mit ¢(0) = (D, F)~(¢(0)) wieder auf ¢ abbilden. Dass beide Geodiiten

gleich lang existieren miissen folgt daraus, dass F' ein lokaler Diffeomorphismus ist.
Nun beweisen wir die eigentliche Aussage in drei Schritten.

1. Schritt: Vollsténdigkeit von M

Wihle z € N und setze p := F(z) € M. Aus (H) folgt, dass exp, = Foexp, o(DoF) ™! :
TyM — M gilt. Da exp, auf ganz T, M definiert ist, ist somit auch exp, auf ganz T, M
definiert. Also ist M vollstéindig in p und somit nach Hopf-Rinow insgesamt vollsténdig.
2. Schritt: Surjektivitdt von F

Sei ¢ € M. Wéhle z € N und setze p := F(x). Da M vollstindig ist, existiert nach
Hopf-Rinow eine minimierende, nach BL parametrisierte Geodite ¢ : [0,b] — M von p
nach ¢. Sei ¢ deren Lift mit ¢(0) = z. Dann folgt F'(¢(b)) = c(b) = ¢. Also gilt ¢ € im(F).

2In diesem Fall ist die Metrik h auf N schon eindeutig durch g festgelegt ist, da F ja insbesondere ein
lokaler Diffeomorphismus ist und folglich h = F*g als Definition von h verstanden werden kann.
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2. Jacobifelder und die zweite Variation der Bogenldnge

3. Schritt: Geodétische Bille sind gleichmiBig iiberlagert (somit ist F Uberlagerung)

Sei p € M. Setze U := B(p,¢e) fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0, sodass der Ball
geoditisch ist. Fiir z € F~Y({p}) setze V, := B(z,¢).

Wir zeigen zunichst F~H(U) = User-1(pp) Va- Sei einerseits y € F~1(U) gegeben.
Setze q := F(y) € U und wéhle eine minimierende Geodite ¢ : [0,b] — U von ¢ nach p.
Sei ¢ deren Lift mit ¢(0) = y. Dann gilt F(c(b)) = c(b) = p, also z := ¢(b) € F~1({p})
und folglich d(y,z) < L(¢) = L(c) < &, wobei die Liangen der Kurven identisch sind,
da F eine lokale Isometrie ist. Also gilt y € V,. Umgekehrt seien x € F~*({[p}) und
y € V, gegeben. Wéhle eine minimierende Geodite ¢ : [0,1] — N von x nach y. Dann
ist ¢ := F o ¢ eine Geodite von p nach F(y) mit L(c) = L(¢) < e. Somit gilt F(y) € U,
also gilt y € F~Y(U).

Als niichstes zeigen wir, dass V, NV, = 0 gilt fiir z,y € F~*({p}) mit z # y. Wiihle
dazu eine minimierende Geodite ¢ : [0,0] — N von x nach y. Dann ist ¢ := F o ¢ eine
(nichtkonstante) Geodéte in M, die von p nach p lauft. Diese muss den geodétischen
Ball B(p,¢) verlassen und wieder zuriickkehren (denn sie ist ja eine radiale Geodéte).
Somit gilt L(¢) = L(c) > 2e, wobei die erste Gleichheit gilt, da F' eine lokale Isometrie
ist. Mit der Dreiecksungleichung folgt V, NV, = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass F|y, fiir jedes # € F~1({p}) ein Diffeomorphismus nach U
ist. Da F' ein lokaler Diffeomorphismus ist, muss lediglich Bijektivitat gezeigt werden. Sei
dazu z € F~1({p}) gegeben. Fiir die Injektivitit seien y,z € V, mit F(y) = F(z) =: ¢
gegeben. Wihlt man minimierende Geodéten ¢; und ¢; von x nach y bzw. z und setzt
c1:=Fo¢; und ¢g := F o¢y, so gilt L(c;) = L(¢1) < € und ebenso L(cz) < e. Deshalb
liegen die Bilder von ¢; und ¢ beide in U, es handelt sich also bei beiden um radiale
Geodéiten von p nach g. Damit miissen diese aber identisch sein und zudem dieselbe
Lénge haben. Damit folgt aber auch ¢; = ¢z, da beides (geodétische) Lifts sind (beachte
auch, dass beide dieselbe Linge haben miissen). Hieraus folgt y = z, also ist F|y;, injektiv.
Die Surjektivitét kann man dhnlich wie im zweiten Schritt begriinden. O

Bevor wir dies gleich auf die Exponentialabbildung anwenden, zitieren wir noch ein
Resultat aus der Theorie der Uberlagerungen, das uns noch stérkere Aussagen erlaubt.

Proposition 2.18. Seien N und M zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten und sei
F : N — M eine glatte Uberlagerung. Ist M einfach zusammenhdngend, so ist F' injektiv
und damit schon ein Diffeomorphismus.

Beweisskizze. Seien z,y € N mit F(zx) = F(y) =: p. Da N zusammenhéngend ist,
existiert eine Kurve ¢ : [0,1] — N von x nach y. Dann ist die Kurve Foc: [0,1] — M
eine Schleife im Punkt p € M. Da M einfach zusammenhéngend ist, ist F' o ¢ homotop
mit festen Endpunkten zur konstanten Schleife. Da sich Homotopien stets liften lassen
(da wir das hier nicht beweisen, ist es nur eine Beweisskizze), ist somit auch ¢ homotop
mit festen Endpunkten zu einer konstanten Kurve. Damit muss aber z = y gelten. [

Korollar 2.19. Sei (M, g) vollstindig und p € M. Hat exp,, keine kritischen Punkte,
s0 ist exp,, : T, M — M eine Uberlagerung. Ist M zusditzlich einfach zusammenhingend,
so ist exp,, : TpyM — M sogar ein Diffeomorphismus.
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2.4. Zweite Variation der Bogenlidnge, positive Kriimmung und Kompaktheit

Beweis. Hat exp,, keine kritischen Punkte, so ist zunéchst g := expj, g eine Riemannsche
Metrik auf T, M. Per Konstruktion ist damit exp, eine lokale Isometrie. Wir zeigen, dass
g vollstandig ist, dann folgt die Behauptung aus Lemma und Proposition [2.18

Da exp,, eine lokale Isometrie ist, bildet exp, g-Geodéten auf g-Geodédten ab. Da
andererseits die (linear parametrisierten) Ursprungsgeraden in T),M von exp, auf die
Geodaten durch p in M abgebildet werden, sind diese genau die durch 0, verlaufenden
g-Geodéten. Folglich ist g vollstdndig (in 0, und somit insgesamt). O

Die Kombination von Lemma und Korollar ergibt direkt folgendes Theorem.

Theorem 2.20 (Cartan-Hadamard). Sei M zusammenhdngend und vollstindig und
erfille K < 0. Dann ist exp, : T,M — M fir jedes p € M eine Uberlagerung. Ist
M einfach zusammenhingend, so ist exp, sogar ein Diffeomorphismus und damit M
diffeomorph zu R™. (Allgemeiner gilt dies stets fiir die universelle Uberlagerung von M ).

Beweis. Bis auf den Zusatz in Klammern folgt das direkt aus Lemma [2.15| und Korol-
lar Fiir den Zusatz muss man lediglich wissen, dass die universelle Uberlagerung
M von M per Definition einfach zusammenhéngend ist. Da némlich beim Zuriickziehen
einer Metrik punktweise Kriimmungsschranken erhalten bleiben, kann man das Theorem
auch auf M anwenden. O

Bemerkung 2.21. Da T, M einfach zusammenhéngend ist, ist in der Situation von Ko-
rollar bzw. Theorem also exp, : Tp)M — M eine universelle Uberlagerung.

2.4. Zweite Variation der Bogenldinge, positive Kriimmung und
Kompaktheit

Wie das Beispiel der Sphére zeigt, hat die Exponentialabbildung bei positiver Kriimmung
moglicherweise Singularitdten. Wir miissen hier insofern ,umgekehrt“ argumentieren als
in negativer Kriitmmung und benétigen ein Werkzeug, dass uns Schliisse hierauf erlaubt.

Satz 2.22 (Zweite Variation der Bogenlinge). Seien c : [a,b] — M eine nach Bogenlinge
parametrisierte Geoddite und o : (—e,€) X [a,b] — M eine stickweise glatte Variation
von ¢ mit ,Knickstellen® bei tq,...,tx € (a,b), Variationsvektorfeld V := 050(0,-) und
stransversaler Beschleunigung® A := (Vg 050)(0,-). Dann gilt

& b

ds?

s=0 a

b
o) = [ {07074 0) ~ ROV, e0)e0), V@) dt + (0), A)

a

— _/b <VL(t) +R(VL(t),é(t))é(t)ij(t»dt

=S {AvE@), V) ) + (V0 VD)

i=1

+(e(t), A1)
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2. Jacobifelder und die zweite Variation der Bogenldnge

wobei AV (t;) := VE(t7) =V (t7) und L jeweils den zu ¢ senkrechten Anteil bezeichnet.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die rechte Seite von ist quadratisch im Variationsvektorfeld und stellt zumindest
intuitiv betrachtet die ,,Hesse-Form* des Bogenldngenfunktionals in einem kritischen
Punkt (einer Geodéte) dar. Auf jeden Fall kann eine Geodite, fiir welche eine Varia-
tion existiert, sodass negativ ist, nicht minimierend sein. Es ist giinstig, folgende
Abkiirzung einzufiihren.

Definition 2.23. Die Indezform I : I'*°(c¢*TM) x I'*°(¢*T'M) — R einer Geodéte
c¢: [a,b] — M ist definiert durch

I(X,Y) = / ’ [<X, VY — (R(X,&)e,Y) | dt. (2.7)

Mit der zweite Variation lasst beweisen, dass Geodéten unter gewissen Umsténden zu
minimierend aufhoéren.

Satz 2.24 (Jacobi). Sei ¢ : [a,b] — M eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodite.
Ist ein ty € (a,b) lings ¢ zu a konjugiert, so ist ¢ nicht minimierend. Also minimiert
keine Geodite iiber den ersten konjugierten Punkt hinaus (sofern ein solcher existiert).

Beweis. Sei J : [a,tg] — TM ein nichttriviales Jacobifeld ldangs ¢ mit J(a) = 0 und
J(tp) = 0. Definiere ein ,,Jacobifeld mit Knick“ Y : [a,b] — M durch

Y i) {Jm t<to,

0 t>tg.

Da J nichttrivial ist, gilt .J(¢g) # 0 und somit kénnen wir X € I'(¢*T'M) wihlen mit

X(a)=0, X() =0, (J(to),X(to)) <0. (%)

Fiir ein noch néher zu spezifizierendes € > 0 setze Z := Y + €X. Dieses bzw. die zu-
gehorige Variation o(s,t) = exp(sZ(t)) setzen wir in die Formel fiir die zweite
Variation der Bogenlénge ein. Da Y ein Jacobifeld mit einer Knickstelle ist, verschwin-
den die zugehorigen Integrale und es bleibt (beachte, dass die zweite Variation eine

quadratische Form des Variationsvektorfelds ist)
d2 . .
S| o) = == (AV (1), X (1) ) + 2 1(X, X) = £((J (to), X (t0) +=L(X, X))

Wegen (%) ist dies fiir hinreichend kleines ¢ > 0 negativ. Somit kann ¢ nicht minimierend
sein. O

Im letzten Satz haben wir den Kriimmungsterm in der zweiten Variation nicht explizit
benutzt, da wir Jacobifelder benutzt haben. Im folgenden Lemma machen wir explizit
von diesem Gebrauch.
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2.4. Zweite Variation der Bogenlidnge, positive Kriimmung und Kompaktheit

Lemma 2.25 (Bonnet 1855, Synge 1926, Myers 1941). Sei k > 0 gegeben. Die Schnitt-
krimmung von (M, g) erfiille K > k > 0. Dann ist kein Geodditenstiick der Linge grifler
als w/+/k minimierend. Dieselbe Schlussfolgerung gilt unter der schwéicheren Vorausset-
zung Ric > (n — 1)kg (mit n =dim M ).

Beweis. Gelte zunéchst K > k > 0. Sei ¢ : [0, L] — M eine nach Bogenlénge parametri-
sierte Geodéte mit L > 7/y/k. Definiere V' € I'*°(¢*T'M) durch

V(t) =sin(r/L - t)E(t),

wobei E € I'°(¢*T'M) ein beliebiges zu ¢ senkrechtes paralleles Einheitsvektorfeld ist. Es
gilt V(t)* = n/L-cos(w/L-t)E(t), da E parallel und senkrecht zu ¢ ist. Wegen V' (0) = 0
und V(L) = 0 hat die zugehérige Variation o(s,t) := expyy (s - V(¢)) feste Endpunkte
(dieselben wie ¢) und somit ist die transversale Beschleunigung in diesen Null. Aus der
Formel fiir die zweite Variation der Bogenlénge folgt somit:

d2
ds?

L . L
5(05)2/ (VE(1), V(1) dt—/ (R(V(1),c(t))e(t), V(1)) di

5=0 0 ~—— 0 ~~

=(r/L)2 sin?(n/Lt) >kle(t) IV (4)]2

< (n/L)* /OLSiH2(7T/L't) dt — /{/OL cos’(n/L - t)dt

L L

< /i/ sin2(7r/L-t)dt—/<c/ cos’(m/L - t)dt
0 0

=0.

Im vorletzten Schritt wurde verwendet, dass L > 7 /y/k gilt und der letzte Schritt folgt
einfach, da iiber eine halbe Periode integriert wird. Da ¢ wie schon bemerkt eine Varia-
tion von ¢ mit festen Endpunkten ist, kann ¢ somit nicht minimieren.

Die Erweiterung auf die Ricci-Kriimmung wird als Ubungsaufgabe iiberlassen.
O

Theorem 2.26 (Hopf-Rinow 1931, Myers 1932/1941). Sei k > 0 und sei (M", g) eine
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Schnittkrimmung K > k > 0 erfillt.
Dann ist M kompakt und es gilt diam(M, g) < w//k = diamM*.

Dieselbe Folgerung gilt auch unter der Annahme, dass Ric > (n — 1)k > 0 gilt.

In beiden Fillen folgt weiter, dass die Fundamentalgruppe von M endlich ist.

Beweis. Aufgrund der Vollstéindigkeit lassen sich nach Hopf-Rinow je zwei Punkte durch
eine minimierende Geodéte verbinden. Nach dem letzten Lemma kann deren Lénge
héchstens 7 /4/k sein. Hieraus folgt diam(M, g) < 7/+/k, woraus nach Hopf-Rinow die
Kompaktheit folgt.

Die Aussage iiber die Fundamentalgruppe folgt so: Die (punktweise) Kriimmungs-
schranke iibertriagt sich ebenso wie die Vollstdndigkeit auf die universelle Riemannsche
Uberlagerung von M. Also ist auch diese kompakt. Hieraus folgt die Endlichkeit der
Fundamentalgruppe. O
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2.5. Konstante Kriimmung und Modellraume II

Theorem 2.27 (Charakterisierung der Modellrdume). Sei (M, g) eine vollstindige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit konstanter Krimmung k € R und Dimension n > 2. Ist M
einfach zusammenhdngend, so ist (M, g) isometrisch zu M. (Allgemeiner gilt dies stets
fiir die universelle Riemannsche Uberlagerung von M.)

Beweis fir k < 0. Fixiere p € M. Nach dem Theorem (Cartan-Hadamard) ist
exp, : TpM — M ein Diffeomorphismus. Also sind Normalkoordinaten in p ein glo-
bales Koordinatensystem auf M. In diesen (bzw. den zugehérigen Polarkoordinaten) hat
g die Form wie in Theorem Da dasselbe auch in M? gilt (fiir einen beliebig fixierten
Punkt), liefert die Wahl von Normalkoordinaten also die gewiinschte Isometrie. O

Beweis fiir k > 0. Fixiere wieder einen Punkt p € M und sei x € M, der Nordpol. Dann
ist exp, : B(0y,7/v/k) — M2 \{—2z} ein Diffeomorphismus und die zuriickgezogene
Metrik hat (in Polarkoordinaten) die Form (2.5)). Ebenso ist exp, : B(0,,7/y/k) = M
ein lokaler Diffeomorphismus und die zuriickgezogene Metrik hat (in Polarkoordinaten)
auch die Form . Wiéhlen wir eine lineare Isometrie L : T, M} — T, M, so ist folglich

F:=exp,oL oexp,t: M"\{-xz} - M

eine lokale Isometrie. Wir setzen diese wie folgt auf ganz M, fort: Wahle y € M'\{z, —z}
und setze ¢ := F(y) sowie L' := Dy F. Definiere nun

F':= exp, oL’ oexp;1 M\ {-y} —> M.
Auch F ist wieder eine lokale Isometrie. Am Punkt y gilt
F'(y)=q=F(y), DyF' =L =D,F.

Da F und F' lokale Isometrien sind, folgt hieraus, dass die beiden auf dem (zusam-
menhéngenden) Schnitt ihrer Definitionsbereiche M} \ {z, —z,y, —y} iibereinstimmen
(Beweis: Ubungsaufgabe). Damit setzen sich die beiden aber zu einer lokalen Isome-
trie ® : M — M zusammen. Da M vollstéindig ist, ist ® nach Lemma [2.17] eine
Uberlagerung. Und da M einfach zusammenhingend ist, ist ® nach Proposition
injektiv und somit eine Isometrie. O

Bemerkung 2.28. Verzichtet man auf die Voraussetzung, dass M einfach zusammen-
hiingend ist, erhilt man mit dem Beweis immer noch eine Riemannsche Uberlagerung
® : M — M. Einige Anmerkungen dazu, was man in dieser Situation weiter sagen
kann, sind im Vorlesungsskript [3] auf Seite 49 zu finden.
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2.6. Der Schnittort: Wo Geodaten zu minimieren aufhodren

Zum Abschluss dieses Kapitels kehren wir nochmals zuriick zur ersten Frage der Vorle-
sung: Welche Kurven minimieren Abstinde? Wir haben gesehen, dass minimierende Kur-
ven stets Stiicke von Geodéten sind. Weiter sind hinreichend kurze solche Stiicke stets mi-
nimierend (wobei , hinreichend kurz“von der Geodéte abhéngen), lange Geodétenstiicke
aber nicht unbedingt minimieren (bzw. sogar ganz sicher nicht falls die Kriimmung po-
sitiv ist). Wir studieren nun ganz allgemein (unter Voraussetzung von Vollstindigkeit),
unter welchen Umsténden eine Geodéte aufthort zu minimieren.

Proposition 2.29. Seien (M, g) vollstindig, v € T,M mit |v| = 1 und ty € (0,00).
Setze
s(v) :=sup{t > 0: d(cy(t),cy(0)) =t} € (0,00]. (2.8)

Gilt s(v) =to (also s(v) < 00), so gilt eine der folgenden beiden Aussagen:

(i) Es gibt eine von c, verschiedene minimierende Geoddte von p nach ¢, (o).

(ii) to ist der erste zu 0 lings ¢, konjugierte Punkt.
Gilt umgekehrt eine dieser beiden Aussagen, so gilt s(v) < tg.

Beweis. Gelte zunéchst s(v) = to.

Wiéhle eine monoton fallende Nullfolge (e,,), und (mit Hopf-Rinow) fiir jedes n € N
eine nach Bogenlidnge parametrisierte minimierende Geodite ¢, : [0,b,] — M von p nach
¢y(to+ep). Nach Definition von s(v) folgt b, = L(c,) < to+ep. Setze wy, := ¢,(0). Dann
gilt |wy,| = 1 und nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass w,, —
w € SpM. Aus Stetigkeitsgriinden folgt ¢, (tg) = ¢y(tp) und ¢, minimiert den Abstand
zwischen p und ¢, (o). Gilt ¢, # ¢y, so gilt (ii). Betrachte nun den Fall, dass ¢, = ¢,
gilt. Nach Konstruktion gilt b,w, # (to + en)v aber exp,(bywn) = exp,((s(v) + &n)v).
Wegen b, w, — tov und (tg + €,)v — tov kann somit exp,, nicht injektiv nahe tgv sein.
Also ist tgv ein kritischer Punkt und somit gilt (ii).

Wir haben in Satz schon gesehen, dass s(v) < to gilt, falls (ii) gilt. Es bleibt
zu zeigen, dass auch aus (i) schon s(v) < to folgt. Sei dazu ¢, : [0,tp] — M eine
andere minimierende Geodite von ¢,(0) nach ¢,(tp). Angenommen es gilt s(v) > t.
Dann existiert € > 0 so, dass ¢, : [0,t0 + €] — M immer noch minimiert. Wegen
Ucwljot]) = €(culo,4)) ist dann aber auch die Kurve c: [0,%p + €] — M mit

o) = {cw(t) t € [0, t]
co(t) t € [to, to + €]

minimierend. Wegen ¢, # ¢, gilt ¢,(to) # ¢w(to) (Eindeutigkeit von Geodéten) und
somit ist ¢ nicht glatt, insbesondere also keine Geodite. Dies ist aber eine Widerspruch
dazu, dass ¢ minimierend ist. Somit muss doch s(v) < ¢y gelten. O

Definition 2.30 (Schnittort und Injektivitatsradius). Sei (M, g) eine vollstdndige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit und SM := {v € TM : |v| = 1}. Die durch (2.8) definierte
Funktion s : SM — [0, o] wird Schnittfunktion genannt. Weiter definieren wir:
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e den tangentialen Schnittort von M: C := {s(v)v:v e SM, s(v) < oo} C TM,

den tangentialen Schnittort vonp € M: C,:=CNT,M CT,M,

den Schnittort von p € M: C(p) := exp,(Cp) C M,

den Injektivititsradius von p € M: p(p) := inf,es,0r s(v) € (0, 0],

den Injektivititsradius von M: p(M) = inf,er p(p) € [0, 00].

Proposition 2.31. Die Schnittfunktion s : SM — [0, 00| ist stetig und fiir jedes p € M
ist C(p) C M abgeschlossen.

Beweis. Wir priifen Folgenstetigkeit. Sei dazu (vy,),, eine Folge in SM mit v,, — v € SM.

1. Schritt: Wir zeigen limsup,,_, . $(v,) < s(v):

Gilt s(v) = oo, so ist nichts zu zeigen. Betrachte also nun den Fall s(v) < oo.
Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann existiert ¢ > 0 und unendliche viele
n € N mit s(v,) > s(v) + e. Fiir diese n € N ist ¢, auf [0,s(v) + €] minimierend,
d.h. es gilt d(cy,, (0), ¢y, (s(v) +€)) = s(v) + €. Da die linke Seite stetig in v, ist, folgt
d(cy(0), cy(s(v) +€)) = s(v) + €. Dies widerspricht der Definition von s(v).

2. Schritt: Wir zeigen liminf,,_, s(vyn) > s(v):

Wiederum ist nur im Fall s* := lim inf,, .o 5(v,) < 00 etwas zu zeigen. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge (die gegen den Limes inferior konvergiert), kénnen wir zudem an-
nehmen, dass lim,, . s(v,) = s*. Unter Verwendung von Proposition kénnen wir
folgende beiden Félle unterscheiden:

1. Fall: Fiir unendlich viele n € N ist ¢,, lings ¢, zu 0 konjugiert und somit s(vy,)vy,
ein kritischer Punkt von 7 x exp. Wegen s(vy,)v, — s*v ist damit auch s*v kritischer
Punkt von 7 x exp (da Invertierbarkeit eine offene Bedingung ist). Also ist s* lings ¢,
konjugiert zu 0 und somit folgt s(v) < s*, wiederum nach Proposition m

2. Fall: Fiir unendliche viele n € N gibt es neben ¢,, noch eine andere nach Bo-
genlédnge parametrisierte minimierende Geodéte ¢y, : [0, s(v,)] — M von ¢,,(0) nach
Cv, (8(vy)). Ausgehend davon kann man nun analog argumentieren wie im Beweis von
Proposition argumentieren und schlussfolgern, dass s(v) < s* gilt.

Die Abgeschlossenheit von C(p) ist eine direkte Folgerung der Stetigkeit von s. O

Satz 2.32. Sei M ein vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann ist
U:={tv:veSMO0<t<s(v)} CT,M eine sternformige offene Umgebung von 0Oy
und wird durch exp,, diffeomorph auf M \ C(p) abgebildet. Weiter gilt exp,(U) = M.

Beweis. Dass U C T,,M eine offene, sternformige Umgebung von 0, ist, ist weitestgehend
klar (Ubung). Weiter folgt aus Proposition das exp,, auf U injektiv und ein lokaler
Diffeomorphismus ist, somit also ein Diffeomorphismus auf exp,(U) C M. Dass exp,(U)
gleich M\ C,, ist, folgt im Wesentlichen direkt aus der Definition von Cj, bzw. s (Ubung).

Dass auch expp(U) = M gilt, folgt daraus, dass sich jeder Punkt durch eine minimie-
rende Geodite mit p verbinden lisst, die entweder {iber ¢ hinaus noch minimiert (dann

q ¢ Cp) oder nicht (dann ¢ € Cy). O
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2.6. Der Schnittort: Wo Geodédten zu minimieren aufhéren

Nach diesem Satz gilt folgende bemerkenswerte Beobachtung: Abgesehen von C(p)
lasst sich ganz M durch eine Karte iiberdecken. Man kann zeigen, dass C'(p) eine Null-
menge ist, insofern ldsst sich also ein ,,grofler Teil“ von M durch eine Karte iiberdecken.
Ist M kompakt, so ist die Menge U aus dem Satz in einem Ball enthalten und somit
selbst homdomorph zu einem offenen Ball (da sternférmig). Die gesamte Topologie von
M steckt also im Schnittort und entsteht durch geeignete , Identifizierungen“von Rand-
punkten eines Balles (ndmlich wo die Geodédten wieder eintreten, die an anderer Stelle
hinauslaufen).

Zum Abschluss dieses kurzen Abschnitts zeigen wir noch einen interessanten Satz.

Satz 2.33 (Klingenberg). Sei ¢ € C(p) mit d(p,q) = d(p,C(p)) = inf.co() d(p, 2).
Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

(i) q ist zu p konjugiert lings einer kiirzesten Geodditischen von p nach q.

(ii) Es gibt genau zwei minimieredne Geoditen cyi,cs : [0,1] — M won p nach q. Fiir
diese gilt ¢1(b) = —¢2(b), d.h. c1 und ¢y bilden eine ,geoddtische Schleife in p.

Beweis. Angenommen (i) gilt nicht. Nach Proposition [2.29] existieren dann zwei verschie-
dene minimierende Geodéten ¢y, ¢y : [0,1] — M von p nach g. Wir mochten zeigen, dass
¢1(1) = —é2(1) gilt. Zwecks Widerspruch nehmen wir an, dies sei falsch. Dann kénnen
wir w € T, M wihlen mit (w, ¢1(1)) < 0 und (w, é2(1)) < 0. Sei wie iblich ¢,, die Geodéte
mit ¢, (0) = ¢ und ¢,(0) = w.

Fiir ¢ € {1,2} gilt:

Da ¢ nicht ldngs ¢; zu p konjugiert ist, ist ¢;(0) ein reguldrer Punkte von exp,, d.h.
exp,, ist ein Diffeomorphismus zwischen einer Umgebung von ¢0(0) und ¢. Fiir e > 0
hinreichend klein gibt es deshalb eine (eindeutige) glatte Kurve V; : (—¢,e) — T,M
mit V;(0) = ¢;(0) und exp,(Vi(s)) = cu(s) fiir alle s € (—¢,¢). Definiere eine Variation
o; : (—¢,6) x [0,1] = M durch oy(s,t) := exp,(tVi(s)). Dann ist o; eine geodétische
Variation von ¢;. Weiter gilt fiir beliebiges s € (—¢, ¢):

01(s,1) = exp,(Vi(s)) = culs) = exp, (Va(s)) = oa(s, 1),

die beiden Kurven oq(s,-) und o3(s,-) haben also denselben Anfangs- und Endpunkt.
Deshalb kénnen diese beiden Geodéten nicht iiber diesen Endpunkt hinaus minimieren,
eventuelle minimieren sie schon frither nicht mehr. In jedem Fall liegt auf mindestens
einer von ihnen ein Punkt aus C(p). Wir zeigen, dass dieser ndher an p liegt als ¢, was
dann einen Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.

Nach der ersten Variationsformel gilt (da o; eine geodétische Variation mit festem

Anfangspunkt ist)

d .
dsls=0 Uoi(s, ) = (¢i(1),w) <O0.

Somit gilt £(o;(s,-)) < £(c;) = d(p, q) fiir s € (0,¢) hinreichend klein. O
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3. Intermezzo: Extrinsische Geometrie von
Untermannigfaltigkeiten

Wir betrachten in diesem Kapitel stets die folgende Situation:
e (M,g) ist eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.

e P C M ist eine (eingebettete)ﬂ k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Diese bedeutet (vgl. Def. 16.11 in [8]): Zu jedem Punkt p € M existiert eine Karte (U, x)
von M um p mit x(U N P) = z(U) N (R* x {0,,_}). Man nennt eine solche Karte auch
Untermannigfaltigkeitskarte zu P C M um p. Die Einschrinkungen solcher Karten auf P
machen P selbst zu einer k-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Die Einschrankung von g auf P macht P selbst zu einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit und wir werden in diesem Kapitel die verschiedenen Begrifflichkeiten der Rie-
mannschen Geometrie auf M und auf P in Zusammenhang bringen. Dabei schreiben
wir etwa VM und RM bzw. V bzw. RP fiir den Levi-Civita Zusammenhang und
Kriimmungstensor von M bzw. P.

Neben diesen ,,intrinsischen“ Groéflen werden auch verschiedene , extrinsische® geome-
trische Groflen von P C M eine Rolle spielen, fiir die also die konkrete Art und Weise
wie P in M eingebettet ist eine Rolle spielen.

Da dieses Kapitel im Wesentlichen eine Begriffszuammenstellung ist, kénnte es gut
sein, dieses zunéchst zu tiberfliegen und erst spéiter auf die Details zuriickzukommen,
wenn diese wichtig werden.

3.1. Tangential- und Normalenbiindel

Fiir jedes p € P gilt T,P C T,M. Wir setzen N,P := (TpP)L C T,M, dann gilt
T,M =T,P & N,P und wir haben die zugehorigen (orthogonalen) Projektionen

tan, : T,M — T,P und nory,:T,M — N,P.

Ist e1,...,e, € T,M eine Orthonormalbasis mit e1,...,e; € T,P (damit automatisch
€kt1,---,€n € TpP), so gilt fiir jedes v € T,M wie aus der Linearen Algebra bekannt:

n

k
tanp(v)zz<v,ei) e; und nory(v) = Z (v,€i) €.

i=1 i=k+1

!Die meisten, wenn nicht alle Aussagen sollten ebenso fiir immersierte Untermannigfaltigkeiten gelten.

41



3. Intermezzo: Extrinsische Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

Diese punktweise Konstruktion lésst sich auf Biindelebene iibertragen: Vermoge der
Konstruktion aus Prop. sind die disjunkten Vereinigungen T'M|p := |—|pe p Ty M
und NP := |—|p€ p NpP auf natiirliche Weise Vektorbiindel iiber P. Man nennt NP
das Normalenbiindel von P C M. Es gilt dann TM|p = TP & NP und die obigen
punktweisen (orthogonalen) Projektionen setzen sich zu Vektorbiindelhomomorphismen
tan : TM|p — TP und nor : TM|p — NP zusammen.

Wir werden im néichsten beiden Abschnitten den Levi-Civita-Zusammenhang und den
Kriimmungstensor von M in tangentiale und normale Komponenten zerlegen. Dabei wer-
den einerseits der Levi-Civita-Zusammenhang und der Kriimmungstensor von P sowie
andererseits verschiedene ,extrinsische” geometrische Groflen eine Rolle spielen.

3.2. Die Zerlegung des Levi-Civita-Zusammenhangs

Zunichst schrinken wir VM wie folgt auf P ein: Definiere
YV :T®(TP) x T°(TM|p) — T(TM|p) durch (VyX),:=(VIX),, (3.1)

wobei X € I'°(TU) zu gegebenem p € M eine beliebig gewiihlte glatte Fortsetzung auf
eine offene Umgebung von p in M istE] Dies héngt nicht von der Wahl der Fortsetzung
ab, da nur in P-Richtung abgeleitet wird. Genauer gilt in beliebigen lokalen Koordinaten
x von M um p fiir eine beliebige lokale Fortsetzung X

(VYT), = (Vi) @K )p) + TV ()X () ) Okl

Wahlt man die Koordinaten als Untermannigfaltigkeitskoordinaten, so wiirde einerseits
wegen V), € T, P zuniichst VFT1(p) = ... = V"(p) = 0 gelten und andererseits wiirde fiir

i=1,...,k auch (&yk)(p) = (0;X*)(p) gelten. Deswegen gilt in diesen Koordinaten

k
(VVX), = (Vi) @XH @) + T5G)V ()X () ) ol

Proposition 3.1 (Induzierter Zusammenhang und zweite Fundamentalform). Die Kon-
struktion (3.1)) hdangt nicht von der Wahl der Fortsetzung ab und definiert einen Zusam-
menhang auf TM|p. Dieser hat die folgenden Figenschaften:

(i) Fiir alle V,W € T>°(TP) gilt VyW — V'V = [V, W].
(it) FiralleV € T®(TP), X,Y € T(TM|p) gilt V(X,Y) = (VyX,Y)+(X,VyY).
(iii) Fiir alle V,W € I'°°(TP) gilt tan(Vy W) = VEW.
(iv) Die Abbildung II : T°°(T'P) x I'*°(T'P) — I'*°(NP), die durch
II(V,W) := —nor(VyW) = VEW — VW (3.2)
definiert wird, ist ein symmetrisches Tensorfeld II € T*°(T*P @ T*P ® N P).

2Zum Beispiel setze man X in einer Untermannigfaltigkeitskarte , konstant® fort.
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3.2. Die Zerlegung des Levi-Civita-Zusammenhangs

(v) Die Abbildung VY : T®(TP) x T®(NP) — I'*(NP), die durch

VY Z :=nor(Vy 2) (3.3)

definiert wird, ist ein metrischer Zusammenhang auf N P.

Beweis. Die Unabhéngigkeit von der Wahl der lokalen Fortsetzung wurde schon gezeigt.
Die iibrigen Eigenschaften folgen direkt aus denen des Levi-Civita-Zusammenhangs von
M und koénnen leicht nachgerechnet werden (Ubung). O

Bemerkung 3.2 (Berechnung von V iiber Ableitungen lings Kurven). Fiir M = R" gilt
(Vv X), = d—th(c(t)) fiir jede differenzierbare Kurve ¢ : (—¢,e) — P C R™ mit ¢(0) = V).
Fiir allgemeines M gilt immer noch (Vy X), = (V§, X o¢)(0) fiir eine jede solche Kurve.
Dies sieht man zum Beispiel direkt an der lokalen Koordinatenformel von oben.

Definition 3.3. Sei P C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit.

(i)

(i)

(iii)

Der durch (3.1)) definierte Zusammenhang V auf TM|p wird induzierter Zusam-
menhang und der durch (3.3 definierte Zusammenhang V¥ auf NP senkrechter
Zusammenhang genannt.

Das durch (3.2) definierte Tensorfeld II € I'*(T*P ® T*P ® NP) wird zweite
Fundamentalform von P genannt und das Vektorfeld h := try(II) € I'*°(NP)
mittlerer Krimmungsvektor von P C M.

Ist v € I'*°(NP|y) eine (lokale) Einheitsnormale, so nennt man das durch
h(X,Y) = (II(V,IV),v) (3.4)

definierte (skalare) Tensorfeld h, € I'*°(T*P|y @ T*P|y) zweite Fundamentalform
von P in Richtung v und das eindeutige bestimmte S, € I'*°(End(7'P|y)) mit

(Su(V), W) = h,(V,IV) (3.5)

Weingartenabbildung/Formoperator von P in Richtung v (engl.: shape operator).
Die Eigenwerte von S, werden Hauptkrimmungen von P in Richtung v genannt.

Im Allgemeinen existieren Normalenvektorfelder und somit etwa auch die zugenhorigen
Formoperatoren nur lokal. Die Existenz globaler Normalenvektorfelder hingt mit dem
Begriff der Orientierbarkeit zusammen. So hat zum Beispiel das (nicht orientierbare)
Mobisband, auf die iibliche Art in den R3 eingebettet, keine global definierte Normale.

Warnung: Héufig wird die zweite Fundamentalform ohne das Minuszeichen
in definiert. Die hier verwendete Notation ist fiir unsere Zwecke geschick-
ter und kompatibel mit der Konvention aus Oliver Schniirers Vorlesungen.
Fiir unsere Zwecke ist es vorteilhaft, dass die Formeln aus dem folgenden
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3. Intermezzo: Extrinsische Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

Lemma geltenﬁ Das fiihrt zum Beispiel dazu, dass sich der Flacheninhalt ei-
ner Hyperfliche mit positiver mittlere Kriimmung bei Deformation in Rich-
tung der zugehorigen Normalen vergrofiert. So hat etwa eine Sphére beziiglich
der nach auflen zeigenden Normalen positive mittlere Kriimmung.

Der Name ,,Formoperator® erklért sich durch folgendes Lemma: Nach diesem misst der
Formoperator, inwiefern sich die zugehorige Normale von auen (also aus M) betrachtet
verdndert, wenn man ldngs der Untermannigfaltigkeit lduft und so die ,,Form* von P
abtastet.

Lemma 3.4 (Formoperatoren und mittlerer Kriitmmungsvektor). Sei v € T'°(NP|y)
eine lokale Einheitsnormale. Fir alle VW € I'*°(T'P|y) gelten:

S, (V) =tan(Vyv), (3.6)
(5, (V), W) = (V,5,(W)) . (3.7)
Sind weiter v, ...,y € T°(NP|y) ein Orthonormalrahmen von NP|y, so gilt

n—k
h = Z tr(Sy,;)vj - (3.8)
j=1

Beweis. Wir rechnen fiir beliebige V, W € I'**(T'P|y):

(S, (V), W) = (IL(V,W),v) = (VEW,v) —(VyW,v) = =V (V,») + (W, Vyv)
N N———
=0 da v1IVEW =0davlV

= (W, tan(Vyv)) .

Der letzte Schritt gilt, da W tangential zu P ist. Wegen S, (W) € T P folgt hieraus (3.6)).
Die Symmetrie von S, also (3.7]), ergibt sich direkt aus der Symmetrie von II. Fiir (3.8])

rechnen wir mit einem lokalen ON-Rahmen eq,...,e; von TP:
n—k n—k n—k k n—k
= Z <h, > Z (I(es, €i),vj)vj = <SZ,J €i), € >1/J Ztr(S,,j)uj.
j=1 j=1i=1 j=11i=1 j=1

O]

Wie iiblich ist tr(S,,) gleich der Summe der Eigenwerte von S, , also der Haupt-
krimmungen von P C M in Richtung v;. Man nennt H, := tr(S ) die mittlere
Kriimmung in Richtung v.

3Diese wiirden auch gelten, wenn man das Minuszeichen aus (3.2) nach (3.5) verlagert. Auch diese

Konvention ist manchmal zu finden.
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3.2. Die Zerlegung des Levi-Civita-Zusammenhangs

Beispiel 3.5. Betrachte die Sphire S~ := {z € R" : |x| = r}. Die nach aufien zeigende
Normale v ist explizit gegeben durch v(z) = ‘i—' = 7. Damit lédsst sich der zugehorige

Formoperator leicht ausrechnen: Fiir w € 7,571 C R" und ¢ : (—¢,¢) — R™ glatt mit
¢(0) = v gilt nach Bemerkung

d c(t) w

d
Su(w) = g1 e = | 5 =

Man beachte, dass die tangentiale Projektion hier weggelassen werden kann (was allge-
mein im Fall einer Hyperfliche gilt). Es gilt also S, = %id und somit sind alle Haupt-
krimmungen gleich % und die mittlere Kriimmung ist ”T_l

Beispiel 3.6. Betrachte den Zylinder Z" 1 := S?"2 x R C R" bzw. Z" ! = {z € R" :
V(@2 + ...+ (z"1)2 = r}. Die nach aufen zeigende Normale v ist expizit gegeben
durch v(z) = r=1-(a1,. .. 2""1,0)7 = Z=&) R € T,z ' CR"und c: (—¢,¢) —

r .

R™ glatt mit ¢(0) = v gilt nach Bemerkung

Sy(w) d (c(t) = ;t)toc(t) —(c(t),en) _w—(wyen)

= — v.c =
dt =0 r r

Hieraus kann man (relativ leicht) ableiten, dass n — 2 der Hauptkriimmungen gleich %
sind und eine Hauptkriimmung gleich 0.

Spezialfall I: Hyperflichen P C M ist eine Hyperfliche, falls dim P = dim M — 1 gilt.
In diesem Fall gibt es in jedem Punkt von P bis auf Wahl des Vorzeichens genau eine
Normale v. Es gilt dann (fiir jede der beiden moglichen Wahlen der Normalen)

H(V,W)=nh,(V,W)- v, (3.9)
h=tr(S,) v=H, v. (3.10)

In diesem Spezialfall kann man also nach Wahl einer Normalen mit skalarwertigen Ob-
jekten arbeiten (zumindest lokal). Auflerdem kann man in man in die Projektion
auf den tangentialen Anteil weglassen (man mache sich klar wieso und auch wieso dies
bei hoherer Kodimension nicht moglich ist).

Spezialfall 1l: Niveauflichen Fiir f € C°°(M) nennt man ¢ € im(f) einen reguléiren
Wert von f, falls d,,f # 0 fiir alle p € f~1({c}) giltE] In diesem Fall folgt aus dem Satz
iiber lokale Umkehrbarkeit, dass P := f~!({c}) C M eine eingebettete Hyperfliiche ist.
Es ist nicht iiberraschend, dass sich die zuvor definierten geometrischen Gréflen von P
iiber f ausdriicken lassen.

Proposition 3.7 (Extrinsische Geometrie von Niveauflichen). Sei f € C°°(M) und sei
c € im(f) ein reguldrer Wert von f. Fiir P := f~1({c}) gelten:

4Fiir nicht skalare Funktionen wiirde man stattdessen fordern, dass D,f maximalen Rang hat.
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3. Intermezzo: Extrinsische Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

(i) Durch v := éﬁj‘é% ist eine (globale) Einheitsnormale fiir P gegeben.

(i) Fir alle X,Y € I°(TP) gilt h,(X,Y) = Hess f(X,Y) mit v wie in (i).

Igr&dfl

(iii) Die mittlere Kriimmung beziiglich v ist |gradf|Af |gra11f\3 Hess f(grad f,grad f).
(iv) Fiir alle X € T(TM|p) gilt Hess f(grad f, X) = 3V x|grad f|2.
(v) Definiert man S(X) = V¥ éﬁiﬁ?\ fiir X e T°(TM|y), so gilt fiir X € T°(TM]|y)
(Vé{ade)(X) + 5%(X) — V¥ (S(grad f)) + RM(X,grad f)grad f =0, (3.11)
wobei S? := S o S.

Beweis. (i) ist klar. Fiir (ii) rechnen wir

B(X,Y) = (S(X).Y) = (Vx1,Y) = <vX @Zﬂ ; ! Y>
1 1 1
N (Xgradf>w+m (Vxgrad f,Y) = mHessf(X, Y).

Am Ende haben wir die Definition von Hess f benutzt. Fiir (iii) beachte, dass fiir eine
beliebige ONB e, ...,e,_1 € TP gilt:

n—1 n—1
H, =tr(S,)) = Z Z (Ve,v,€;)
i=1 i=1
n—1 1 1
= ei(———=) (grad f,e;) ++———= (V¢ grad f, e; )
;( (gradf|)L_,O_>z \gradf]< )
1 1
=—Af— ——— d d d
|gradf| f |gradf| <vgradf/|gradf|gra f?gra f/|gra f|>
1 1
= ——Af— ———— Hess f(grad f, grad f).
arad 71 Terad g2 1o )
Im vorletzten Schritt wurde verwendet, dass eq, ..., e,_1, |gra§1}}| eine ONB von T'M ist.

Fiir (iv) rechnen wir unter Verwendung der Symmetrle von Hess f
Hess f(grad f, X) = (Vx grad f,grad f) = %X| grad f|2.

Fiir (v) rechnen wir schlieflich unter Vertauschung zweier kovarianter Ableitungen
(vgradfs)(X) = vgradf(S(X)) + S<vgrade>

- vgraudf(vX grad f) + S(vgrad fX)

= VX(Vgradf grad f) + R(grad fa X) grad f + V[grad £,X] grad f + S(vgrad fX)

= Vx(S(grad f)) — R(X, grad f) grad f + S([grad f, X]) + 5(Vgraa s X)

— VxS(grad f) — R(X, grad f,grad f) — S(V.x grad f)

= VxS(grad f) — R(X,grad f, grad f) — S*(X).
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3.3. Die Zerlegung des Kriimmungstensors

Im vorletzten Schritt haben wir die Torsionsfreiheit in der Form [V, W] = Vyy W —Vy V
verwendet. 0

_ M grad f
S = V' | grad f|

P (man muss nicht mehr auf TP projizieren, da P eine Hyperfliche ist). Die Glei-
chung gibt an, wie sich der Formoperator verdndert, wenn man die Niveaufliche
wechselt. Da die Eigenwerte von S gerade die Hauptkriimmungen sind, kodiert
also auch, wie sich diese von Niveaufliche zu Niveaufliche verindern.

Die Einschrédnkung von auf TP ist gerade der Formoperator von

Wir werden genau daraus weitere Konsequenzen ziehen, wobei in unserer Situation
stets f die Abstandsfunktion zu einem Punkt sein wird. Diese erfiillt | grad f| = 1, was
einige der vorherigen Formeln vereinfacht. Allgemeiner nennt man eine Funktion mit
dieser Eigenschaft Distanzfunktion.

Korollar 3.8 (Extrinsische Geometrie der Niveauflichen von Distanzfunktionen). Sei
f € C®°(M) eine Distanzfunktion, d.h. | grad f| = 1. Dann ist grad f Einheitsnormale zu
allen Niveaufldchen von f, deren zweite Fundamentalform ist durch II = Hess f gegeben
und die mittlere Kriimmung in Richtung grad f durch Af. Weiter gilt

Vrad 1S + 5% + R(-, grad f) grad f = 0. (3.12)

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften ergeben sich einfach wegen |grad f| = 1. Die
letzteen beiden folgen wegen Vg4 grad f = 0. Dies gilt, da

1
(Vgraa f grad f, X) = Hess f(grad f, X) = §X| grad f|> = 0.
O
Bemerkung 3.9. Eine Differentialgleichung der Form S’ 4 S? + R = 0 nennt man Riccati-
Gleichung. Diese wird eine entscheidende Rolle spielen.
3.3. Die Zerlegung des Kriimmungstensors

Wie wir nun sehen werden, spielt die zweite Fundamentalform bzw. die Formoperatoren
eine wichtige Rolle im Zusammenhang der Kriimmungen von M und P.

Theorem 3.10 (Die ,fundamentalen Kriimmungsgleichungen). Es gelten die folgenden
Zusammenhdnge zwischen den Krimmungen von M und von P.

(i) Fir alle X,Y,Z € T°°(TP) gilt die Identitit

RM(X,Y)Z = RP(X,Y)Z + Sux,2)(Y) = Suev,z2)(X)

(3.13)
+ (VxIN(Y, Z) — (VyI)(X, Z),

wobei (VyII)(W, X) := VY (II(W, X)) — I(VEW, X) — II(W, VEX).
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3. Intermezzo: Extrinsische Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

Insbesondere gilt fir alle V,W, X, Y € I'*°(T'P) die GauB-Gleichung

(RE(V,W)X,Y) = (RM(V,W)X,Y)

+ (II(V,Y), II(W, X)) — (I[(V, X), II(W,Y)) (3:14)
und fiir alle V,W, X € T°°(TM) die Codazzi-Gleichung
nor(RM(V,W)X) = (VyI)(W, X) — (VwII)(V, X). (3.15)
(i) Fiir alle X,Y € T°(TP) und v,n € T®(NP) gilt die Ricci-Gleichung:
(RM(X,Y)v,n) = (RN(X,Y)v,n) — ([Sy, Sp](X),Y) . (3.16)
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4. Vergleichsgeometrie

4.1. Vergleichssitze fiir die Riccati-Gleichung

In diesem Abschnitt sei stets (E, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum.
Fiir A € End(E) bezeichnen wir mit A* € End(E) den adjungierten Endomorphismus,
d.h. mit (Av,w) = (v, A*w) fiir alle v, w € E. Weiter bezeichnen wir mit S(E) die Menge
der selbstadjungierten /symmetrischen Endomorphismen.

Die folgenden beiden Sétze und deren Beweise sind der Inhalt des Artikels [2].

Lemma 4.1 (Klassifikation von Singulariéiten der Riccati-Gleichung). Sei R : R — S(E)
glatt und sei S : (0,b) — S(E) eine Losung von S’ + S? + R = 0. Dann existieren
orthogonale Projektionen Py € S(E), sodass sich C_(t) := S(t) — 1P_ stetig nach t =0
fortsetzen lisst und C.(t) := S(t)+ 1Py stetig nach t = b fortsetzen lisst. Weiter gelten
im P_ C ker C_(0) und im P C ker C'(0).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir ¢ — 0 zu zeigen, denn definiert man S : (0,b) = S(E)
durch S(t) := —S(b—t), so gilt 5" + §z—|— R =0 mit R(t) = R(b— t). Die Asymptotik
von S fiir t — b lésst sich aus der von S fiir ¢ — 0 gewinnen (beachte die Anderung im
Vorzeichen vor dem divergenten Term).

Wir argumentieren iiber die zugehorige Jacobigleichung: Wihle ¢y € (0,b) und sei
A:(0,b) — End(E) die eindeutige Losung von A’ = S - A mit A(tp) = idg. Dann gilt

A'=8"-J+8-A=—(S*+R)-A+S-(SA) = —RA,
also erfiillt A die (Matrix-)Jacobi-Gleichung A” + RA = 0. Als Losung dieser linearen
DGL ldsst sich A eindeutig glatt auf ganz R fortsetzen (da R auf R definiert ist).
Behauptung: A ist auf (0,b) invertierbar und somit gilt S = A’A~1.
Sei B : (0,b) — End(FE) die Losung von B’ = —B - S mit B(ty) = idg . Dann gilt

(BAY = BA+ BA' = —BSA+ BSA=0,

also ist BA konstant, somit (BA)(t) = B(to)A(ty) = idg fiir alle t € (0,b).

Wegen S = A’A~! auf (0,b) steckt mogliches singulires Verhalten von S komplett in
A=l Wir analysieren deshalb das Verhalten von A~!(¢) fiir t — 07 genauer. Interessant
ist dabei natiirlich der Kern von A(t).

Fiir jedes v € V ist Av : R — FE eine Losung der Jacobigleichung (Av)” + R(Av) = 0.
Gilt v #£ 0, so gilt (Av)(tp) = v # 0, also ist Av eine nichttriviale Losung. Deshalb gilt
A(t)v # 0 oder A'(t)v # 0 fiir jedes t € R. Dies zeigt:

VteR: ker A(t) Nker A'(t) = {0} (%)
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4. Vergleichsgeometrie

Definiere V : R — End(FE) durch V (¢) := {}4(/1(‘2(;) — A(0)) i f 87

Setze K := ker A(0). Dann ist A(0) injektiv auf K- und wegen (x) ist V(0) = A’(0)
injektiv auf K. Somit gilt

dim [A(0)(K)] + dim [V (0)(K)] = dim K+ + dim K = dim E, (s5)

Wir behaupten, dass zudem A(0)(K*)LV(0)(K) und somit aus Dimensionsgriinden
sogar E = A(0)(K+) @ V(0)(K) gilt: Fiir beliebiges ¢ € (0,b) gilt wegen S(t)* = S(t)

Al(t)TA(t) — AT()A'(t) = (SHA®))A(t) — A" () S()A(t) = 0,

also gilt A'(t)A*(t) = A*(t)A'(t) fiir t € (0,b). Dies gilt auch aulerhalb dieses Intervalls,
denn aus der Jacobigleichung folgt (beachte R* = R):

(A'(1)7A(t) — A (DA (1)) = A"(t)"A(t) + A/ ()" A'(t) — (1) A'(t) — A*(t) A" (t)
= —(ROA(1) A1) + A(H) R(1) A1)
=0.

Deshalb gilt (A")*A = A*A’ {iberall.
Wir verwenden dies fiir ¢ = 0 und erhalten fiir beliebige v € K+, w € K:

(A(0)v, V(0)w) = (A(0)v, A'(0)v) = (v, A(0)* A’ (0)w) = (v, A'(0)* A(0)w) = 0

Also gilt A(0)(K+)LV(0)(K). Zusammen mit (**) ergibt sich somit

E = [A(0)(ker A(0)1)] & [V(0)(ker A(0)] .
Wir kénnen folglich eine Basis e, ..., e, € E wihlen mit
e e1,...,e; € ker A(0)
® €Ciil,...,en € ker A(0)*
e V(0)ey,...,V(0)eg, A(0)egs1, - .., A(0)e, ist wieder eine Basis von E.
Wegen A(t) = A(0) 4tV (t) folgt dann weiter:
tFdet A(t) = det(V(t)er, ..., V(t)er, A(t)egst, . . ., Alt)en)
— det(V(0)eq,...,V(0)eg, A(0)ext1, ..., A(0)e,) #0.

Dies zeigt, dass ¢t~*det A(t) glatt auf ganz R ist (erste Zeile) und fiir ¢ = 0 von 0
verschieden (zweite Zeile). Aus der Darstellung von A~! (welche zumindest auf (0, b)
existiert) iiber die Adjunkte von A ergibt sich fiir t € (0, b)

1 , 1 .
kA=Y (t) = tkdetA(t) adj(A(t)) = madj(/l(t)).
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4.1. Vergleichssétze fiir die Riccati-Gleichung

Nach der vorherigen Uberlegung ist diese Funktion glatt zumindest auf (—¢,b) fiir £ > 0
hinreichend klein. Damit ist auch t*S(t) = t* A(t)A(t)~! glatt auf [0,b) und kann somit
durch Taylorpolynome in t = 0 approximiert werden. Wir approximieren in k-er Ordnung
und erhalten Sp, ..., Sp_1 € S(V) sowie C : (—¢,b) — S(V) glatt mit

t*S(t) = So 4+ tS1 4 ... +tF 181 + C(t)

wobei zudem %ing) =D C(t) = 0 gilt und %in’(l] t=*C(t) existiert. Auf (0,b) gilt weiter
— —

—_

B

@
Il
o

mit C(t) := t*C(t). Beachte, dass C sich stetig nach ¢t = 0 fortsetzen liisst.

Wir zeigen, dass Sp, ..., Sk—2 = 0 gelten. Dazu rechnen wir auf (0,b):
k—1 ‘
== (k—ip kg 4 ¢,
i=0

k—1 k—1
S2 ="t gs 4> (8,0 + C8) + €7
i,j=0 i=0

Es gilt §’+5% = —R und R ist glatt auf ganz R. Somit existiert lim;_,o t™(S'(t) +5%(t))
fiir alle m > 0 und ergibt 0 wenn m > 0. Durch verschiedene Wahlen von m lassen sich
die Terme isoliert betrachten[l]

Zunichst gilt 0 = lim_,o t2%(S'(t) + S%(t)) = S2 und somit Sy = 0, da Sy € S(E).

Damit sind auch alle Terme mit Potenzen von Grad grofler als 2(k — 1) identisch 0.
Damit folgt limy_,o t2*~D(S'(t) + S%(t)) = S7. Da andererseits auch dieser Grenzwert 0
sein muss, folgt S; =0, da S1 € S(E).

So kann man iterativ fortfahren bis man irgendwann Sy = ... = S;_o = 0 erreicht hat.

Im néchsten Schritt ergibt sich dann S/%—1 = Sk_1, also ist P := Si_1 eine Projektion
und es gilt S(t) = C(t) + @.
Im anschliefSend Schritt erhdlt man noch S;_1C(0) + C(0)Si—1 = 0. Damit ldsst sich

im P C ker C(0) zeigen. Sei dazu v € V. Es gilt
PC(0)Pv = —C(0)P?v = —C(0) P,
also ist C'(0) Pv Eigenvektor von P zum Eigenwert —1. Damit folgt weiter
PC(0)v = —C(0)Pv = PC(0)Pv = —P%*C(0)v = —PC(0)v.

Also gilt PC(0)v = 0 und somit auch C(0)Pv = 0. Also gilt im(P) C ker C(0). O
Ende der
'Der Grenzwert lim;_,ot™C’(t) existiert fiir m > 1 und ist O fiir m > 2. Dies folgt aus allgemeinen elften

Uberlegungen fiir die Restterme von Taylorentwicklungen einer Funktion, indem man diese mit den =~ Vorlesung
Resttermen der Taylorentwicklung der Ableitung einer Funktion in Verbindung bringt. (14.1.)
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4. Vergleichsgeometrie

Bemerkung 4.2. (Mogliche Divergenzen fiir ¢ — b. Das ist jetzt mit im Lemma enthalten.)

Als néchstes, und das ist die eigentliche Aussage dieses Abschnitts, vergleichen wir
Losungen von Riccati-Gleichungen mit verschiedenen ,, Krimmungstermen“. Da es sich
bei den Losungen um linearen Abbildungen (,Matrizen“) handelt, miissen wir davor
festlegen, wie wir zwei solche vergleichen wollen. In folgendem Theorem wird dazu die
(semi-)Definitheit von symmetrischen Endomorphismen verwendet:

Fiir A, B € S(E) schreiben wir A < B fiir die Aussage (Av,v) < (Bv,v) fiir allev € E.
Dies ist dquivalent dazu, dass B — A > 0 ist (also positiv semidefinit ist), was dquivalent
dazu ist, dass alle Eigenwerte von B — A nichtnegativ sind.

Theorem 4.3 (Matrix-Riccati-Vergleich). Seien Ri, R : R — S(E) glatt und seien
S; : (0,t;) — S(E) fiir i = 1,2 Lésungen von S+ S? + R = 0 mit t; > 0 mazimal.
Weiter gelte Ry > Ry und U := Sy — Sy habe eine stetig Fortsetzung U(0) in t = 0 mit
U(0) > 0. Dann gelten:

(i) t1 <ty und S1 < Sy auf (0,t1)

(i) d(t) = dimker U(t) ist auf (0,t1) monoton fallend.

(ii3) Gilt S1(t) = Sa(t) fir eint € (0,t1), so gelten S; = Sy und Ry = Ry auf (0,1t].
Beweis. Nach dem vorherigen Lemma gilt S;(t) = Cj(t) + 1 P;, wobei P; eine Projektion
ist und C} sich stetig nach ¢t = 0 fortsetzen ldsst. Nach Voraussetzung lésst sich U =

Sy — 8y =(Ca—Cq) + %(Pg — Pp) stetig nach t = 0 fortsetzen. Da sich auch C; und Co
stetig nach ¢ = 0 fortsetzen lassen, folgt hieraus P; = P». Setze P := P.

Zu (1): Setze tg := min{ty, ta}. Wir mochten U > 0 auf (0,¢y) sowie ty = t1 zeigen.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass
U=XU+UX+R

mit X = —%(Sl +52) und R := R; — Ry gilt. Durch eine Art ,, Variation der Konstanten
Ansatz“ ldsst sich diese Gleichung vereinfachen. Fixiere dazu T' € (0,%p) und seien

e V:(0,t9) — End(F) die Lésung von V' = XV mit V(T) = id.
e A:(0,t9) — End(E) die Losung von A’ = V- IR(V=1)* mit A(T) = U(T).

Beachte dabei, dass V(t) in der Tat fiir alle ¢ € (0,tp) invertierbar ist, denn fiir die
eindeutige Losung W : (0,%9) — End(F) von W/ = —W X mit W(T) = id gilt

(WV) =W'V+WV' = WXV + WXV =0,

also folgt aus (WV)(T) = id somit W (¢t) = V(¢)~! fiir alle t € (0, ).
Behauptung: U = VAV* und somit firt € (0,t9) auch U(t) > 0 <= A(t) > 0.
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4.1. Vergleichssétze fiir die Riccati-Gleichung

Nach Konstruktion gelten (VAV*)(T) = U(T') sowie

(VAV*) = V'AV* + VA'V* + VA(V')*
= (XV)AV* + V(VIR(V H)V* + VAXV)*
= X(VAV*) + (VAVH)X + R

Somit folgt VAV* = U. Insbesondere ist also auch A symmetrisch. Die Aussage iiber
die Semidefinitheit folgt aus der Invertierbarkeit von V' (t).

Sei v € V und f : (0,%9) — R durch f(¢) := (A(¢t)x,z) definiert. Wir wollen zeigen,
dass f > 0 gilt. Zunichst gilt wegen A’ = V-'R(V"1)* und R > 0, dass A’ > 0 und
somit f > 0 gilt. Es geniigt also zu zeigen, dass lim,_,y+ f(t) existiert und nichtnegativ
ist. Zum Nachweis der Existenz reicht es aufgrund der Monotonie zu zeigen, dass f auf
(0, T] beschrénkt ist. Hierzu rechnen wir zunéchst:

[F@®)] = [{(A@®)z,2) | = (V) TOVE) ) 2, )|
=[UOVO ™) (VO ) < U@ |(VE) ) 2P ()
=:g(t)
Da sich U nach Voraussetzung stetig nach ¢ = 0 fortsetzen lésst, ist ||U(¢)|| auf [0, T

beschriankt. Es bleibt also die Beschrénktheit von g zu zeigen. Dazu betrachten wir die
Ableitung von g. Zunéchst gilt

0=WVV Y =vvigvi "l =XV)V1Itvi-ly,

also ((Vfl)/)* — _Vle)* (X*::X) _X(Vfl)*’

(
also g =2 <((V_1)*)'m, (V_l)*a:> = -2 <X(V_1)*x, (V_l)*x> .

Wir betrachten X genauer. Mit M := max{||Ci(t) — Ca(t)|| : 0 < ¢t < T} gilt fiir
beliebiges y € E und 0 < t < T die Abschitzung

1 1 M
(X (t)y,9) = =5 (C1(H) + Co)y.v) — 7 (Pyy) < 1l
~~ N——
§M|y|2 >0,da P
2 Projektion

und damit weiter
g =-2(X(V 1z, (V) > —M|(V )*2* = —Mg.
Hieraus folgt, dass g von oben beschrinkt ist, denn es gilt
(g()e™) = g'(#)e™" + g(t)MeM* > 0

und deshalb g(T)eMT — g(t)eMt > 0 fiir alle t € (0,7] bzw. g(t) < g(T)eMT=D . Als
Normquadrat gilt aber natiirlich auch g > 0 und somit ist also g beschrinkt.
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4. Vergleichsgeometrie

Aus (x) folgt nun, dass auch f beschrinkt ist, was zusammen mit der Monotonie
von f zeigt, dass lim, g+ f(t) existiert. Wir miissen noch zeigen, dass der Grenzwert
nichtnegativ ist.

Da g(t) = |(V(t)7!)*z|? beschrinkt ist, kénnen wir eine Folge (t3); mit ¢, — 07 und
(V(tr)"')*x — 2 € E wihlen. Es folgt

lim f(t) = lim f(t) = lim (V(tr) U R)(V (t) ) 2, @)

t—0t
U(0)>0
= T (U (V(H) ™) (V) r) = (U(0)z2) > 0.
—00
Zusammen mit f’ > 0 folgt nun f > 0 auf (0,¢p). Damit ist A > 0 auf (0,ty) gezeigt und
somit auch U > 0 bzw. S < Ss.

Es bleibt zu zeigen, dass t1 < tg gilt. Im Fall to = oo ist nichts zu zeigen, betrachte
also noch den Fall to < oco. Aufgrund der Asymptotik gegen den rechten Randpunkt
aus Lemma koénnen wir in diesem Fall ein v € F wihlen mit (S2(¢)v,v) — —oo fiir
t — t; (wéhle einfach v € im Poy). Fiir alle ¢ € (0,%p) gilt nach dem schon gezeigten
Teil (S1(t)v,v) < (Sa2(t)v,v). Damit muss t; < t2 gelten.

Zu (11): Wegen U = VAV* und da V invertierbar ist, gilt d = dimker U = dim ker A.
Wir wissen schon, dass A > 0 und A" > 0. Hieraus folgt fiir beliebige v € V und
s,t € (0,t1) mit s < t:

v € ker A(t) = (A(t)v,v) =0 AZ042Q (A(s)v,v) =0 AG)y=4G) A(s)v=0.

Also gilt ker A(t) C ker A(s) wenn s < t und somit ist die Funktion d monoton fallend.

Zu (11): Aus Sq(t) = Sa(t) folgt U(t) = 0 und somit d(t) = dimker U(t) = dim E. Da
d nach (ii) monoton fillt folgt hieraus d(s) = dim E fiir alle s < ¢ und somit U(s) = 0 fiir
alle 0 < s <t. Also gilt Si(s) = Sa(s) fiir alle 0 < s < ¢. Aus den Riccati-Gleichungen
fiir S; und S folgt nun auch R;(s) = Ra(s) fiir alle 0 < s < . O

Bemerkung 4.4 (Strikte Ungleichungen). Die Aussagen von Theorem bleiben wahr,
wenn man iiberall < durch < ersetzt. In diesem Fall kann man auch (ohne eine ,, Variation
der Konstanten“) direkt (U (t)v,v) relativ leicht direkt abschétzen. (Ubung.)

Bemerkung 4.5 (Eigenwertungleichungen statt Operatorungleichung). Fiir A € S(FE)
schreiben wir Ay (A) € R fiir den groften/kleinsten Eigenwert von A. Fiir A, B € S(E)
gelten dann allgemein folgende Zusammenhinge: (Beweis: Ubung!)

o A< B=\_(A)<A_(B)und A\, (4) < Ay (B)
e M (A) <A (B)= A<B

e A\ (A) <A_(B)<=VD € O(E): A< D*BD
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4.2. Der Satz von Toponogov (Schnittkriimmungsvergleich)

Man beachte hierbei, dass A < B keine ,radiale Trennung der Spektren®“ impliziert.
Aufgrund des letzten Punkts folgt aber aus Theorem direkt die folgende Variante:

Aus den (stdrkeren) Annahmen A (R;) > A_(R2) und dass Sa(t) — D*Si(t)D fiir
jedes D € O(FE) einen positiv semidefiniten Grenzwert fiir ¢ — 0% hat, erhélt man auch
die (stdrkere) Folgerung A1 (S1) < A_(S2) auf (0,¢1). Dazu wende man zu gegebenem
D € O(E) einfach Theorem auf D*S1D und Sy an und beachte, dass D*S1D die
Riccati-Gleichung (D*S1 D) + (D*S1D)? + (D*R1 D) = 0 erfiillt.

Die Bedingung, dass Sa(t) — D*S1(t)D fiir jedes D € O(FE) einen positiv semidefiniten
Grenzwert fiir t — 0 hat, erlaubt nur zwei verschiedene Fille hinsichtlich der Asymptotik
von S1(t) und Sz(t) fiir ¢t — 0 (wie in Lemma {4.1] allgemein beschrieben):

e Entweder gilt P = 0 (d.h. S; und S; lassen sich stetig nach ¢ = 0 fortsetzen) und
A+ (52(0)) = A (1(0).

e Oder es gilt P = id und somit (wegen im P; C ker C;(0)) dann S;(t) ~ }P fiir
t =0, dh. Ci(t) = Si(t) — 1P — 0.

4.2. Der Satz von Toponogov (Schnittkriimmungsvergleich)

Eine Grundidee der sogenannten Vergleichsgeometrie ist es, geometrische Grofien ei-
ner Riemannschen Manngifaltigkeit M unter Annahme einer Kriimmungsschranke, z.B.
K > k, mit entsprechenden geometrischen Gréflen im zugehorigen Modellraum M} zu
vergleichen. Im Satz von Toponogov, der den Hohepunkt dieses Abschnitts darstellt, wer-
den etwa Seitenléngen oder Winkel in geodétischen Dreiecken miteinander verglichen.

Dabei wird es im Wesentlichen darum gehen, Liangen (Absténde) zu vergleichen. Dazu
kann man den Vergleichssatz fiir die Riccati-Gleichung benutzen, denn die Formopera-
toren der geodétischen Sphéren um einen Punkt sind gerade durch die Hessesche der
Abstandsfunktion zu diesem Punkt gegeben (Korollar [3.8).

Geometrische GroBen in Modellrdumen (Vergleichsfunktionen) Fiir s € R bezeichne:
e sn, : R — R die eindeutige Losung von f” + xf = 0 mit f(0) =0 und f'(0) = 1.
e cs, : R — R die eindeutige Losung von f” + kf = 0 mit f(0) =1 und f(0) =0
e ct, = grSTZ’ definiert auflerhalb der Nullstellen von sny.
e md, : R — R durch md,(r) := [; sn.(t)dt.

Im geometrischen Kontext beschreiben die Funktionen sn, und cs, im Wesentlichen
die orthogonalen Jacobifelder in M (Lemma und die Funktion ct, die Haupt-
kriitmmung(en) geoditischer Sphéiren in M (Ubungsaufgabe), wobei hier fiir £ > 0 die
Einschrankung ¢ < % vorgenommen werden muss.

In Tabelle sind die Funktionen im Uberblick nochmals explizit dargestellt.

Es gelten die iiblichen , trigonometrischen* Identitéten:
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4. Vergleichsgeometrie

()| esel) ct(t) md, (1)
k<0 Smh(w cosh(y/J]t) | /Tl coth(~/TTt) %(l—cosh( 10
k=0 t 1 % %tz
k>0 Sm(\/@ cos(v/it) | R cot(VAL) %(I—COS(\/Et))

Tabelle 4.1.: Ubersicht iiber die Vergleichsfunktionen.

Lemma 4.6 (Identitdten zwischen den Vergleichsfunktionen). Sei x € R. Die Funktio-
nen sny, cSy, ct, und md, erfillen die folgenden Identititen (wo sinnvoll definiert):

sn). = csy, (4.1)

csl, = —Ksn,, (4.2)

0 =ct, +ct?+r, (Riccati-Gleichung) (4.3)

1 =cs?+rsn2, (,Pythagoras®) (4.4)

sng(a +b) = sng(a) cs,(b) + csk(a) sng(b) , (4.5)

csk(a+ b) = cskla) cse(b) — ksny(a) sng(b), (4.6)

csg +hmd, =1, (4.7)

Beweis. Einfaches Nachrechnen. O

Abschatzung der zweiten Ableitung der Abstandsfunktion Nach Korollar ist die
Hessesche der Abstandsfunktion zu einem Punkt gleich der zweiten Fundamentalform
der geodétischen Sphiren um diesen Punkt (iiberall, wo die Abstandsfunktion glatt
ist). Somit ergibt sich bei geeigneten Annahmen an die (Schnitt-)Kriimmung aus dem
Riccati-Vergleich direkt eine Abschitzung der Hesseschen der Abstandsfunktion.

Proposition 4.7 (Abschéitzung der zweiten Ableitung der Abstandsfunktion).

Sei M wollstindig, p € M und r := d(p,-). Fir die Schnittkrimmung von M gelte
k1 < K < kg fir k1,k2 € R. Dann gilt fir alle ¢ € M, := M \ ({p} U Cut(p)) und alle
X € T,M mit X L gradr|, und | X|=1

ctiy (r(q)) < (Hessm)q(X, X) < cti, (r(q)) (4.8)

Fiir die ,modifizierten Abstandsfunktionen® f., := mdy, or (i = 1,2) gelten in M, weiter
Hess fm < (CSM OT)g = (1 - ’ilflﬂ)ga (4'9)

Hess fi, > (S, or)g = (1 — Kafr,)g - (4.10)

Gilt fiir die Schnittkrimmung nur eine der beiden Schranken, so gelten die entspre-
chenden Abschditzungen auch dann.
Gilt M = M, fiir eini = 1,2, so gilt in den entsprechenden Ungleichungen Gleichheit.
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4.2. Der Satz von Toponogov (Schnittkriimmungsvergleich)

Beweis. Sei ¢ € M, und ¢ : [0,b+ €] — M eine minimierende Einheitsgeodéte mit
¢(0) = p und ¢(b) = ¢g. Wihle einen parallelen ON-Rahmen ey, ..., e,_1 € I*®(¢t), z.B.
mittels Paralleltransport, und definiere S7, R} : [0,b + €] — R durch

Sf := Hessr(e;,e;) und Rg = (R(es, ¢)¢, e5) .
Dann sind S = (SZJ )und R = (Rf ) symmetrische Matrizen (punktweise). Weiter:

e Nach Korollarsind Sg gerade die Komponenten der Formoperatoren der geodétischen
Sphiiren, weshalb S’ + S% + R = 0 gilt.

e Wegen k1 < K < Ky gilt (R(v,¢)é,v) = K(é,v) € [k, ko] fiir beliebiges v € ¢+ und
somit Iilfn_l < R < IiQIn_l.

e Fiir i = 1,2 gilt ct, +ct2 +r; =0
e Es gilt cty, (t) ~ 1 fiir t — 0 und ebenso S(t) ~ 11, ; fiir t — 0 (Ubung).

Wir kénnen somit das Riccati-Vergleich-Theorem anwenden und erhalten (insbeson-
dere) cty, In—1 < S < cty, I—2. Hieraus folgt nun direkt (4.8].

Bzgl. der modifizierten Abstandsfunktionen rechnen wir zunéchst fiir beliebiges x € R:
fx =md.(r) = grad f, = md (r) - gradr = sn.(r) - grad r

= Hess fx(X,Y) = (Vx(sng(r) gradr),Y)
= (X snk(r)) (grad r,Y) + sn.(r) Hessr(X,Y)
= cs,(r) (gradr, X) (grad r,Y') + sn,(r) Hess (X, Y")
= c8,(r)dr(X)dr(Y) + sn(r) Hess (X, Y)

— Hess f. = cse(r)(dr)? 4 sn.(r) Hessr .

Fiir k1 folgt nun einerseits mit der vorherigen Abschétzung fiir beliebige ¢ € M, und
X € T,M mit X Lgradr|, und | X[|* =1

(Hess fi)q(X, X) = sn(r(q))(Hess r) (X, X) < snk(r(q)) ctu(r(q)) = csk(r(q)) -

Andererseits gilt wegen Hessr(gradr,-) = 0 (wegen |gradr| = 1) auch

(Hess fx)q(gradr|y, grad r|y) = csk(r(q)) dr(grad r) dr(grad r) = csk(r(q)) .
=1

Dies zeigt, dass (Hess fy)q < csx(7(¢))gq gilt (die Metrik kommt dazu, wenn man auf die
Normierung verzichtet). Die Abschitzung fiir f,., folgt analog.

Dass fiir M = M;}, in allen entsprechenden Ungleichungen Gleichheit gilt, folgt zum
Beispiel aus der eindeutigen Losbarkeit der Riccati-Gleichung, da dadurch der Formope-
rator (und somit die Hessesche der Abstandsfunktion) festgelegt ist. O
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4. Vergleichsgeometrie

Fiir den schon angesprochenen Satz von Toponogov ist es wichtig, dass die Abschét-
zungen der letzten Proposition in einem gewissen Sinne auch global gelten (ohne die
Einschrankung hinsichtlich des Schnittorts). Da die Abstandsfunktion auf dem Schnittort
jedoch nicht differenzierbar ist, miissen die zweiten Ableitungen anders interpretiert
werden. Dazu verwenden wir die folgende Begriffsbildung:

Definition 4.8 (Zweite Ableitungen im Barrierensinne). Seien f € C'(M) und p € M

(i) Eine auf einer Umgebung von p definierte glatte Funktion g mit g < f (g > f)
und g(p) = f(p) heiBt untere (obere) Barriere fir f in p.

(ii) Fiir eine symmetrische Bilinearform B : T,M x T,M — R sagen wir:

e Hess f(p) < B gilt im Barrierensinne, falls zu jedem € > 0 eine obere Barriere
g fiir f in p mit Hess g(p) < B + €g, existiert.

e Hess f(p) > B gilt im Barrierensinne, falls zu jedem € > 0 eine untere Barriere
g fiir f in p mit Hess g(p) > B — €g,, existiert.

Barrieren sind zum Beispiel niitzlich bei Extremwertbetrachtungen in Stellen, an denen
eine Funktion nicht differenzierbar ist: Ist ndmlich p eine lokales Maximum von f und
g eine untere Barriere fiir f in p, so ist p auch ein lokales Maximum von g. Anschaulich
sollte dies klar sein, formal gilt fiir ¢ nahe p

untere Barriere
Barriere lok. Max. -

gl < fl@) < flp) = glp).

Da g glatt ist, folgt Hess g(p) < 0. Somit kann zum Beispiel Hess f(p) nicht positiv definit
sein (im Barrierensinne). Auf dhnliche Art werden wir den Begriff spéter anwenden.

Die Niitzlichkeit in unserem Kontext ergibt sich daraus, dass (modifizierte) Abstands-
funktionen stets einfache obere Barrieren haben.

Proposition 4.9 (Globale Abschéitzungen der 2. Ableitungen der Abstandsfunktion).
Sei M wollstindig. Fiir die Schnittkrimmung von M gelte K < k fiir ein k € R. Sei
p € M und sei f, = md,od(p,-). Es gilt Hess f. < (csxor)g = (1 — kfy)g auf ganz M
im Barrierensinne.

Beweis. Beachte zunéchst: Im Fall k > 0 gilt nach dem Satz von Bonnet-Myers (Theo-
rem ) diamM < ﬁ Weiter ist hier Gleichheit nach dem Durchmessersatz von

Cheng (?7?) nur fiir M ~ M moglich. In diesem Fall ist die Behauptung klar, da sogar
Gleichheit gilt. Somit kénnen wir fiir £ > 0 stets annehmen, dass diamM < ﬁ gilt.

Sei ¢ € M. Wir wollen zeigen, dass (Hess f); < csx(r(¢))gy im Barrierensinne gilt.
Wihle eine minimierende Einheitsgeodéte ¢ : [0,b] — M von p nach g. Fiir £ > 0 sei
re :=d(c(g),-) und @, definiert durch

pe(x) =€ +re(z).

Da ¢ minimierend ist, gilt ¢ ¢ Cut(c(e)) fiir € < b. Da der Schnittort abgeschlossen
ist, hat ¢ auch eine offene Umgebung im Komplement von Cut(c(e)). Auf dieser ist r.
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4.2. Der Satz von Toponogov (Schnittkriimmungsvergleich)

und somit p. glatt. Ebenfalls da ¢ minimiernd ist, gilt d(p,c(¢)) = ¢ und somit gilt fiir
beliebiges x € M:

pe(x) = & +d(c(e), ) = d(p, c(¢)) + d(c(e), ) = d(p, ) = r(x) .

Wiederum da ¢ minimierend ist, gilt p.(¢) = r(¢). Damit ist nachgewiesen, dass p. eine
obere Barriere fiir 7 in ¢ ist.

Definiere weiter ¢, := md, op.. Dann ist auch ¢, glatt nahe ¢ und .(q) = f.(q). Es
gilt auch ¢, > f, nahe ¢, denn:

e Fiir k <0 folgt dies wegen md/, = sn,, > 0 direkt aus p. > r (nahe q).

e Fiir k > 0 gilt md), = sn,, > 0 auf [0, ﬁ] Dies reicht aus, denn nach der Bemerkung
von zu Beginn gilt p:(q) = r(q) < % Damit gilt aber auch noch p. < ﬁ in einer

™

kleinen Umgebung von ¢, also gilt dort r < p. < NG

Also ist . eine obere Barriere fiir f.
Wir zeigen nun, dass (Hess ¢.)|, die gewiinschte Abschitzung erfiillt. Mit derselben
Rechnung wie im Beweis von Proposition [£.7] gilt zunéchst fiir ¢, = md, ope:

Hess e = s (pe)(dpe)? + sny(pe) Hess pe . (%)

Wegen p; = ¢ + r. gelten zudem dp. = dr; und Hess p. = Hessr..
Wegen (Hessre)q(gradre|q,-) = 0 gilt somit einerseits

(Hess o )q(grad relq, grad rey) = csx(p:(q)) (grad rely, grad 7”€|q>2 = csk(p=(q)) = csu(r(q)) -

]

=1

Fir X € T,M mit X1 gradr.|, kénnen wir auf r. die rechte Abschitzung in (4.8)
anwenden und erhalten

(Hess pe)q(X, X) = (Hess 72 )¢ (X, X) < ctp(re(q)) = ctu(pe(q) — ) = ctp(r(q) — ¢)
Mit (x) folgt dann weiter

sn, ()

(Hess @2 )q(X, X) <snu(p:(q)) cte(r(q) —€) = csu(r(q)) + m .

Die letzte Gleichheit ldsst sich leicht mit den Additionstheoremen aus Lemma nach-
rechnen. Da der zweite Summand fiir ¢ — 0 gegen 0 konvergiert (beachte fiir £ > 0
nochmals, dass wir r(q) < ﬁ annehmen konnen und somit der Nenner nicht auch gegen
0 geht), gilt somit fiir beliebige 6 > 0 die Abschétzung (Hess . )q(X, X) < csx(r(q)) + 0
sofern nur € > 0 hinreichend klein ist.

Insgesamt folgt, dass fiir beliebiges 6 > 0 also (Hessg:)q < (csk(r(q)) + 0)g, gilt,
sofern € > 0 hinreichend klein ist. Damit ist gezeigt, dass (Hess fs)q < cs.(7(q))gq im
Barrierensinne gilt.

O]
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Co p

minimal und gleiche Lange

Abbildung 4.1.: Skizze der Situation in Proposition Es wird der Abstand von p zu
¢(t) mit dem von p zu ¢(t) verglichen.

Wir verwenden die Abschétzung fiir die modifizierte Abstandsfunktion zu einem Ver-
gleich von Abstidnden. Die dabei betrachtete geometrische Situation ist in Abbildung [4.7]
dargestellt.

Proposition 4.10. Sei (M, g) vollstindig und fiir die Schnittkrimmung gelte K > k
fiir ein k € R. Seien bzw. gelte weiter: (vgl. Abbz’ldung

e ¢o,c: R — M und ¢y, ¢: R— M Einheitsgeoditen mit co(0) = ¢(0), ¢o(0) = ¢(0)

e b >0 so, dass co und ¢o(0) zwischen co(0) und p := co(b) bzw. zwischen ¢o(0) und
p := co(b) minimieren.
o (é(0),é0(0)) = (c(0),c(0))

Dann gilt d(p,c(t)) < d(p,c(t)) fir alle t > 0 falls kK < 0 und fir alle 0 <t < ﬁ falls
k > 0. Gilt hinsichtlich der Winkel strikte Ungleichheit (also im dritten Punkt), so gilt
auch strikte Ungleichheit hinsichtlich der Abstdinde.

Beweis. Bevor wir beginnen, sei angemerkt, dass wir im Fall £ > 0 aufgrund der Theorem
von Bonnet-Myers (Satz [2.26) und Cheng (siche ??) stets von b < % ausgehen diirfen.

Setze r := d(p,-) und r := d(p, -) und setze weiter
fi=mdgor, p:=foc und f:: md, or, p:= foE und Y :=p—p.

Wir mochten zeigen, dass ¢ < 0 gilt (auf dem jeweils angegebenen Bereich). Aus der
zweiten Voraussetzungen folgt (0) < 0. (sogar 1(0) = 0). Wir nehmen zunichst die
folgenden zusétzlichen Annahmen an:

(Z1) Es gelten ¢(0) ¢ Cut(p) und ¢(0) ¢ Cut(p).
(72) Es gilt (¢(0),é0(0)) < (¢(0),c0(0)).
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4.2. Der Satz von Toponogov (Schnittkriimmungsvergleich)

Aufgrund der ersten Annahme sind dann p und p und somit ¥ nahe 0 differenzierbar.
Weiter gilt

p'(0) = (mdy or 0 ¢)'(0) = mdy,(r(c(0))) - (grad r|¢(q), ¢(0)) = snx(b) - (=¢0(0),¢(0))
und analog 7/(0) = sn.(b) - (—¢(0),(0)). Aufgrund der zweiten Annahme bzw. (Z2)
folgt

'(0) = p'(0) = 7'(0) = sna(b) (= (€0(0), &(0)) + (€(0), 0(0))) < 0.

Beachte, dass sn,(b) > 0 gilt (fiir £ > 0 wegen b < ﬁ)

Proposition [£.9] erlaubt es, eine Aussage iiber die zweite Ableitung von 1 zu machen:
Wegen K > k gilt ndmlich einerseits Hess f < (1 — kf)g im Barrierensinne, woraus
direkt folgt, dass p” < (1 — sp) im Barrierensinne gilt. Andererseits gilt im Modellraum
Hess f = (1 — kf)g und somit p” = (1 — kp). Es folgt, dass

¢ < —k1) im Barrierensinne gilt. (%)
Zusammenfassend gelten also fiir :
1. ¥(0)=0
2. 9'(0) <0
3. 9" < —k1) im Barrierensinne.

Wir zeigen per Widerspruchsbeweis, dass 1 < 0 gilt, und nehmen dazu an, dass ¥ £ 0
gilt. Nach 1. und 2. gilt 9 (¢t) < ¥(0) = 0 fiir ¢ > 0 hinreichend klein. Aus der Annahme
¥ £ 0 folgt deshalb, dass ¢ eine Nullstelle bei 7' > 0 hat und auf (0,7") negativ ist und
ein lokales Minimum negativen Wertes hat.

Fiir k < 0 kann man hieraus relativ schnell einen Widerspruch zu 3. ableiten (Ubung).

Berachte den Fall x > 0: Hier gilt —xt(t9) > 0, weshalb 3. nicht direkt zu einem
Widerspruch fiithrt. Ein Trick hilft weiter: Fiir € > 0 definiere

£
Ne :R—=R, n(t):=sn.(t+¢e)—sn, (§> .

Fiir € > 0 hinreichend klein gilt 7. > 0 auf [0,7] (beachte T' < %) Somit folgt, dass

717% < 0 auf (0,7) gilt. Da der Quotient genau wie ¢ in 0 und 7" verschwindet, muss somit
auch 717% in einem Punkt ¢y € (0, L) ein lokales Minimum negativen Wertes haben.

Wegen 3. konnen wir zu jedem ¢ > 0 (hinreichend klein) eine obere Barriere 15 von
¥ in to mit ¢§ (to) < —kep(to) + 6 withlen. Fiir ¢ nahe ¢y gilt dann (beachte 7. > 0)

Pst) _ v(t)

> > =
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also hat auch % in tp ein lokales Minimum. Somit gilt (%)” (to) > 0. Andererseits gilt
aber mit 1! = —kn. — ks, §

" w, W é /
() o= (-5 o

_ ¥5(to)  ¥s(to)i(to)  s(to)ne (to)

Ps(to)nt(to)?

+2

— ne(to) e (to)? e (to)? 1 (to)?
CUEte)  onklto) (ws\',, \ ¢s(to)nt (to)
= lte) ~ Zelto) <n> o) == )2
=0
Y(to) d P(to) £
S 75775—:(150) + ne(tO) - ne(t0)2(7l{n€(t0) — K8, 5)
_ 9 Jr,iiﬁ(to) an. £
ne(to)  mE(te) "2
<0

Fiir § > 0 hinreichend klein ist dies also negativ, womit ein Widerspruch erreicht ist.

Es bleibt noch, die zusétzlichen Annahmen (Z1) und (Z2) zu rechtfertigen: Gilt (Z1)
nicht, so betrachte anstatt von ¢ die Geodéte welche in cy(e) mit Anfangsgeschwindig-
keit gleich dem Paralleltransport von ¢(0) lings ¢y startet, und genauso im Vergleichs-
raum. Und gilt auch (Z2) nicht, so ,drehe“ die Anfangsgeschwindigkeit in M einfach
ein bisschen. Fiir jedes feste t gelten dann die entsprechenden Ungleichungen zwischen
den Abstinden (zu den deformierten Geodéten). Aufgrund der Stetigkeit der Exponen-
tialfunktionen und der Abstandsfunktionen gelten die Ungleichungen dann auch noch,
wenn man € und den Drehwinkel gegen 0 gehen ldsst. Man beachte, dass dabei jedoch
die strikte Ungleichung zwischen den Absténden verloren gehen kann. O

Zum Abschluss reformulieren wir die Aussage von Proposition in etwas geome-
trischeren Termen und erhalten so den Satz von Toponogov. In diesem tauchen folgende
Begriffe auf:

e Ein (geoddtisches) Gelenk (in Englisch: hinge) besteht aus zwei nichtkonstanten
Einheitsgeodéten ¢ : [0,b] — M und ¢ : [0,b9] — M mit gleichem Anfangspunkt.
Der Winkel zwischen ¢(0) und ¢é9(0) wird Gelenkwinkel genannt. Eine minimiale
Geodite zwischen den Endpunkten von ¢(0) und ¢ (0) wird als abschlieffende Seite
des Gelenks bezeichnet.

e Ein (geoditisches) Dreieck besteht aus drei (nicht notwendigerweise verschiedenen )
Punkte und zu je zwei dieser Punkte einer nichtkonstanten verbindenden Geodéten.

Man beachte, dass auch drei (nichtkonstante) Geodétenstiicke mit denselben Anfangs-
und Endpunkten ein geodétisches Dreieck bilden.
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C1 p1

Abbildung 4.2.: Der Dreiecksvergleichssatz von Toponogov.

Im Beweis sowie spéter in der Anwendung des Satzes von Toponogov wird es wichtig
sein, dass zu vorgegeben Langen (oder Winkeln) stets Gelenke bzw. Dreiecke mit genau
diesen Lingen (oder Winkeln) in den Modellriumen existieren, die man zum Vergleich
heranziehen kann.

Lemma 4.11 (Existenz von Vergleichsdreiecken und -gelenken). Sei M wvollstindig und
die Schnittkriimmung erfille K > k fiir ein k € R.

(i) Fir jedes Gelenk in M existiert ein Gelenk in M mit denselben Seitenlingen und
demselben Winkel (, Vergleichsgelenk).

(ii) Fiir jedes Dreieck in M, in dem jede Seitenlinge hichstens so groff wie die Summe
der beiden anderen ist und fiir k > 0 zudem der Umfang weniger als 27 //k betrigt,
existiert ein Dreieck in M]' mit denselben Seitenlingen (, Verglez’chsdreieck“)ﬂ

Ist eine Seite des Gelenks M minimierend, so ist auch die entsprechende Seite des Ver-
gleichsgelenks in M minimierend. Die Seitenlingen des Vergleichsdreicks sind stets
minimierend.

Beweis. Teil (i) ist klar. Fiir (ii) beachte zun#chst, dass man statt M stets M2 nehmen
kann, da ein Dreieck stets ,,in einer Hyperflache liegt“. Nun konstruiere man ein Dreieck
in M? wie aus der Schule bekannt, indem man zunéchst eine der Seiten konstruiert und
dann die geodétischen Kreise um die beiden Endpunkte der Seite mit Radien gleich den
anderen gewiinschten Seitenldngen schneidet. Fiir k < 0 sieht man direkt, dass diese
einen Schnittpunkt haben. Fiir k > 0 beachte man, dass fiir die Seitenldngen ¢1, {2, {3
wegen {1 < lo + 03 und {1 4+l + ¢35 < 27/\/k auch {1 < 7//k gilt und analog auch
Uy, 03 < 7/\/k. Deshalb sind die Punkte der konstruierten Seite auf der Sphére keine
Antipodenpunkte zueinander und auch die beiden Kreise um die Endpunkte der Seite
sind ,,echte Kreise“ (also keine Punkte oder gar leer). Damit sieht man auch hier, dass
sich die beiden Kreise schneiden. O

2Die Bedingung fiir die Seitenlingen in M ist automatisch erfiillt, wenn die Seiten minimieren.
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Theorem 4.12 (Toponogov). Sei (M, g) vollstandig und fir die Schnittkrimmung gelte
K >k fir ein k € R.

(A) Sei c,co ein Gelenk in M mit Winkel o, wobei cog minimal sei und im Fall k > 0
zudem £(c) < % gelte. Sei ¢,co ein Gelenk in M mit demselben Winkel o und
mit £(c) = £(c) sowie £(cy) = £(c). Ist c1 eine abschliefende Seite des Gelenks in
M wund ¢, eine abschlieflende Seite des Gelenks in M, so gilt £(c1) < £(¢1).

(B) Sei A ein geoditisches Dreieck in M mit Eckpunkten po,p1,q und Seiten cy und
co von po bzw. pg nach q sowie ¢ von p nach q. Es gelte ¢ ¢ {po,p1} und co und
c1 seien minimierend. Weiter gelte £(c) < {(co) + £(c1) und im Falle k > 0 zudem
l(c) < ﬁ Sei A ein geoditisches Dreieck in M mit Eckpunkten po,p1,q und
Seiten ¢y und ¢; von py bzw. p1 nach q sowie ¢ von py nach p1, fir die €(cy) = £(co),
l(c1) = (c1) und £(¢c) = U(c) gelten.Dann gelten:

(i) Der Innenwinkel von A in py bzw. py ist mindestens so groff wie der von A
in py bzw. p1.

(ii) Es gilt d(q,c(t)) > d(q,c(t)) fir alle t € [0,¢(c)].

Beweis. Teil (A) folgt direkt aus Proposition

Zu Teil (B): Aussage (ii) ldsst sich &hnlich wie Proposition beweisen. Man be-
trachtet wieder die Differenz der (modifizierten) Abstandsfunktionen zu g bzw. ¢ lings
¢ bzw. ¢ und mochte zeigen, dass diese nichtnegativ ist. Da cg, ¢c; sowie ¢y, ¢; minimie-
rend und £(cg) = £(cp) sowie £(c1) = £(c1) gelten, ist die Differenz der Absténde in den
Endpunkten von ¢ gleich 0. Wire die Abstandsdifferenz irgendwo negativ, miisste sie
folglich ein (inneres) lokales Minimum von negativem Wert haben. Dies kann man nun
genauso wie im Beweis von Proposition [£.10] zu einem Widerspruch fiihren.

Aussage (i) ldsst sich mit etwas ,,Trlgonometrle in M7 aus (ii) ableiten. Dazu zeigen
wir zunéchst:

Sehnenvergleich: Fiir alle s € [0,
alle t € [0, £4(co)] gilt d(co(t),c(s)

U(c)], fiir die ¢ auf [0, s] minimiert, und fir
) <

d(co(t), c(s))-

Setze fiir solche s und t zunichst ps := ¢(s) und betrachte das Dreieck mit Eckpunk-
ten pg, ps,q und Seiten cp, c|[07s] und c¢g, wobei ¢; eine beliebige minimierende Geodéte
zwischen ¢(s) und ¢ sei. Ergénze in M die Punkte pg, ¢ durch einen dritten Punkt p;s
zu einem Vergleichsdreieck (gleiche Seitenldngen), was wegen Lemma moglich ist.
In diesem Dreieck wenden wir (ii) an und erhalten

d(ps, co(t)) < d(c(s), co(t)) - (%)

Andererseits wissen wir nach (ii) ebenfalls (betrachte wieder die urspriinglichen Dreie-
cke), dass d(q,c(s)) < d(q,c(s)) = (q,ps) gilt. Da ¢ und damit auch ¢ auf [0, s] minimiert,
gilt weiter d(po,ps) = d(po,c(s)) = s = d(p, ¢(s)). Deshalb sind in den beiden Dreiecken

3Das ist beides mit Sicherheit dann erfiillt, wenn auch ¢ minimierend ist.
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in M mit Eckpunkten ¢y(t), po, c(s) bzw. ¢y(t), po, ps die beiden Seiten, die sich in py
treffen, gleich lang. Aus der Langenbeziehung fiir die dritte Seite und des monotonen Zu-
sammenhangs zwischen Seitenlénge und gegeniiberliegendem Winkel (Kosinus—Satz
folgt:

<Le(t)poc(s) = <gpoc(s) < <qpops = <c(t)poPs -

Nochmalige Anwendung des Zusammenhangs zwischen Seitenldnge und gegeniiberliegen-
dem Winkel auf die Dreiecke mit Eckpunkten ¢(t), po, ¢(s) und ¢(t), po, ps ergibt schlief3-
lich

d(co(t),¢(s)) < d(co(t), ps) = d(co(t), c(s)) -

Nun zeigen wir die eigentliche Aussage iiber die Winkel. Betrachte dazu die beiden
Funktionen f(s) := d(co(s),c(s))* und f(s) := d(co(s),c(s))?. Fiir s > 0 hinreichend
klein gilt f(s) > f(s) nach dem Sehnenvergleich.

Wir machen eine Taylorentwicklung der beiden Funktionen. Zunéchst gelten f(0) = 0
und f(0) = 0. Fiir die Berechnung der Ableitung benutzen wir geodétische Variationen:
Fiir s > 0 hinreichend klein liegen ¢(s), co(s) in einer konvexen Umgebung von pg. Somit

konnen wir die geodétische Variation (definiert fiir s > 0 hinreichend klein)

o(8,t) := expey(s) (t expc_ol(s) (c(s)))

betrachten. Wiederum fiir s > 0 hinreichend klein ist o (s, -) minimierend von ¢y(s) nach
c(s), also gilt f(s) = |0;0(s,")|?, wobei die rechte Seite von ¢ unabhingig ist, da o eine
geoditische Variation ist. Damit kann man nun Ableitungen von f ausrechnen und findet

f=2(Vs,0i0,00) ,

f=2(V300,0,0) +2(Vy,00,V5,0,0) .

Beachte nun zunéchst, dass ¢(0,f) = po konstant ist und somit 0;c(0,t) = 0 gilt.
Damit folgt direkt f(0) = 0 und auch der erste Terme von f(0) fillt raus.

Da o eine geoditische Variation ist, erfiillt das Variationsfeld 0so weiter die Jacobi-
gleichung V3 9,0 = —R(0s0,0,0)8;0. Wegen 9;0(0,t) = 0 folgt somit V3 ds0(0,t) = 0.
Da (0, -) konstant ist, bedeutet dies

050(0,t) = 050(0,0) + t(050(0,1) — 950(0,0)) .

Nun gelten weiter o(s,0) = cg(s) und o(s,1) = ¢1(s) und somit dso(s,0) = ¢o(s) und
0s0(s,1) = ¢1(s). Damit folgt 050 (0,t) = ¢o(0) — t(¢1(0) + ¢0(0)). Es folgt nun

£(0) =2(Vy,0,0,V5.0:;0) (0,0) = 2(V5,0s0, Ve;050) (0,0) = 2|é¢1(0) — é(0)]? .

Die Taylorformel liefert also wegen f(0) = f(0) =0

£(s) = 2[¢1(0) — é(0)? + O(s°)

“Die nichste nichtverschwindende Ordnung ist s* und enthilt (wenig iiberraschend) einen Schnitt-
kriitmmungsterm als Koeffizient.
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Eine analoge Rechnung gilt natiirlich in M7, sodass wir fiir s — 0 aus dem Sehnenver-
gleich f(s) > f(s) die Abschétzung |éo(0) — ¢(0)[2 > |¢5(0) — ¢(0)|? erhalten. Schreibt
man die beiden Seiten aus und nutzt, dass alle Geodéiten nach Bogenlénge parametrisiert
sind, so folgt (¢o(0), ¢(0)) < (¢o(0), ¢(0)). Daraus folgt ag > ap. O

Proposition 4.13 (Kosinus-Satz). Sei A ein geodditisches Dreieck in M} mit Sei-
tenldingen a,b,c und sei o der Winkel, welche der Seite mit Linge a gegeniiber liegt.
Dann gilt

md,(a) = md (b — ¢) + sn(b) sng(c) - (1 — cos(a)). (4.11)

Speziell fir k =0,+£1 ergibt sich
Firk=0: a® =b* + & — 2bccos o (4.12)
Firrk=1: cos(a) = cos(a) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a) , (4.13)
Fir k = —1: cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(a) . (4.14)

Beweis. Sei p € M und sei ¢ : [0,L] — M eine Einheitsgeodéte. Setze p := f, o c,
wobei f, = md, od(p, -) wieder die modifizierte Abstandsfunktion zu p ist. Es gelten
p'z(é,gradf,{}, p=1—rp.

Setze weiter
f(t) :=mdg(b—t) + sng(b)sng(t) - (1 — cos(a)) .

Dann gelten (beachte Lemma 77):
f(t) = —snu(b—t) + sng(b) cs.(t)(1 — cos(a)),
ft) = cse(b—1t) —sng(b)rsng(t)(1 —cos(a)) =1—kf(t).
——
=1—rkmdk(b—t)
Also erfiillen f und p dieselbe DGL zweiter Ordnung. Weiter gelten:
f(0) = —md(b) = p(0),
£(0) = —sny(b) + sn.(b)(1 — cosa) = —sn.(b) cos(a) = p(0).

Beachte dabei p(0) = ...
Somit gilt f = p. Hieraus folgt die Behauptung. O

4.3. Der Spharensatz

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

Theorem 4.14 (Topologischer Sphirensatz). Sei (M, g) eine einfach-zusammenhdngende,
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir die Schnittkrimmung K gelte

1

fiir ein k > 0. Dann ist M homdomorph zu einer Sphire.
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Vorbereitungen: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, tragen wir zusammen, was uns
unter den Voraussetzungen des Sphérensatzes bekannt ist:

o Wegen K > k > % ist M nach dem Satz von Bonnet Myers (Theorem [2.26))
kompakt und es gilt

diam(M) < <o

NG

e Wegen K < 1 sind nach dem Jacobifeldvergleich von Rauch (Ubungsaufgabe 7.3)
keine Punkte in M von Abstand kleiner als 7 ldngs einer verbindenden minimie-
renden Geodéte zueinander konjugiert. Somit ist fiir jedes p € M die Exponenti-
alabbildung exp, auf B(0,7) ein lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt.

Die Voraussetzungen, dass M einfach zusammenhéngend ist und die Schnittkriimmung
positiv ist, erlauben eine Verschéirfung des zweiten Punkts, zu folgendem Satz, den wir
hier leider aus Zeitgriinden nicht mehr behandeln kénnen und auf die Literatur verweisen
(z.B. [7, Theorem 6.5.5]).

Theorem 4.15 (Klingenberg). Sei (M,g) einfach zusammenhédngend und vollstindig.
Fir die Schnittkrimmung gelte 1/4 < k < K < 1. Dann gilt inj(M) > .

Man beachte, dass natiirlich diam(M) > inj(M) gilt. Somit wissen wir, dass unter den
Voraussetzungen des Sphérensatzes gilt:

m < diam(M) < 27.
Eine wichtige Rolle wird zudem spielen, dass wegen % < k gilt:
s
— <.
K

2/

Aus diesem Grund konnen wir ein r > 0 wahlen mit

—<r<rm.

2/

Wegen in(M) > 7 ist ein metrischer Ball von Radius r dann stets geoditisch.

™
K

Beweisidee Da M kompakt ist, kénnen wir Punkte p, ¢ € M mit maximalem Abstand
d(p,q) = diam(M) wihlen. Betrachte nun fiir ein r € (ﬁ,ﬂ') die Bille B(p,r) und

B(q,r). Mit Hilfe des Satzes von Toponogov werden wir zeigen, dass M = B(p,r)UB(q, )
gilt (Lemma [4.18]). Damit liegen insbesondere alle Punkte, die gleichen Abstand von p
und ¢ haben, in B(p,r) N B(q,r), d.h.

N:={zxeM :d(p,x) =d(q,x)} C B(p,7) N B(q,r).
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Wir werden weiter zeigen, dass N eine Art ,, Aquator® in M ist, d.h. gemeinsamer Rand
zweier (topologischer) Bille, die lings N ,verklebt® werden, so wie auf der Sphére die
obere und untere Hemisphére liangs des Aquators verklebt sind.

Wir beginnen nun mit den Details. Wegen r < 7 < inj(M) < diam(M) = d(p, q) sind
die Abstandsfunktionen d(p,-) und d(q,-) und damit auch die Funktion

f:M—=R mit f(z):=d(¢g,x)—dp,z) (4.15)
auf B(p,r) N B(q,r) glatt. Setze DT := f~1([0,00)) und D~ := f~!((—00,0]), dann gilt
N=f1'{0)=D"nD".

Proposition 4.16 (Aquator). Sei M einfach zusammenhdngend und vollstindig. Fir
die Schnittkrimmung gelte 1/4 < k < K < 1. Seien p,q € M mit d(p, q) = diam(M ).

(i) N C M ist eine glatte, kompakte Hyperfliche und in B(p,7) N B(q, ) enthalten.

(it) Np := (exp, |po.x)) *(N) C T,M sowie Ny := (exp,|po,mn) ' (N) C TyM sind
glatte kompakte Hyperflichen, die von exp,, bzw. exp, diffeomorph auf N abgebildet
werden. Die Abbildungen s, : N, — SpM, sp(v) = v/|v| und sq : Ng — SgM,
sq(w) = w/|w| sind Homdomorphismen und die Abbildungen t, : SyM — (0, ),
tp(v) = s, ()| und ty : SuM — (0,7), te(v) = |s; ' (v)| sind stetig.

(iii) Die Mengen

Df = {tv:v € S,M und t € [0,t,(v)]},
Dy = {tv:veSM undtc [0,t,(v)]}

sind homémorph zu abgeschlossenen Bdllen und werden von exp, bzw. exp, ho-
mdéomorph auf DV bzw. D~ abgebz'ldetﬁ

Bevor wir diese Proposition beweisen (was ein paar Lemmas benétigt), zeigen wir, wie
mit dieser Proposition der Sphérensatz bewiesen werden kann.

Beweis des Sphirensatzes[{.14 Die Idee ist wie schon gesagt, den Homdomorphismus
iiber das ,, Verkleben®“ von D' und D~ lings N bzw. der oberen und unteren Hemisphére
auf S™ lings des Aquators zu konstruieren. Es ist bequem, dies indirekt zu tun.

Betrachte zunéchst die Sphére: Fixiere € S™ (z.B. den Nordpol) und betrachte die
stetige, surjektive Abbildung

@ : 8,8 x [0,1] = 5™, (v,t) — exp,(tmv).

Betrachte den Quotienten (S,5™ x [0,1])/¢, in dem Punkte mit gleichem Bild unter ¢
identifiziert werden. Die induzierte Abbildung % : (S;5™ x [0,1])/¢ — S™ ist stetig und
bijektiv. Aus allgemeinen Argumenten folgt, dass @ sogar ein Homdomorphismus ist:

5Man kann hier homéomorph auch durch diffeomorph ersetzen, wenn man den Begriff der Mannigfal-
tigkeit mit Rand kennt.
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e Da S,S™ x [0,1] kompakt und S™ Hausdorff ist, ist ¢ abgeschlossen, d.h. bildet
abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab.

(Eine abgeschlossene Menge im Definitionsbereich ist kompakt; deren Bild ist dann wieder
kompakt; eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums ist abgeschlossen.)

e Aus der Definition der Quotiententopologie folgt direkt, dass damit auch @ abge-
schlossen ist. Somit ist 7! stetig, also @ ein Homéomorphismus.

Die vorherige Proposition erlaubt uns, diese Konstruktion auf M zu imitieren. Seien
dazu p, ¢ € M mit maximalem Abstand d(p, q) = diam(M) und sei die sonstige Notation
wie in Proposition [£.16] Sei weiter

h = s4 0 (exp, ’B(O,ﬂ'))_l o exp,, 031;1 :SpM — SyM .
Definiere nun

¥ S,M x[0,1] = M, (v,t)— epr(t'Qtp(U)'U) fﬁrtE[O,%],
P ’ ’ ’ exp, ((1 —t)- th(h(v)) . h(v)) fiir + € [%’ 1.

Nach Definition von h gilt exp,(t,(h(v))h(v)) = exp,(t,(v)v) fiir alle v € S, M, weshalb
1 wohldefiniert ist. Da t, und h t, und h nach Proposition (ii) stetig sind, ist 1
stetig (beachte, dass die obere und die untere Abbildung jeweils stetig sind und auf der
abgeschlossenen Menge S,M x {1} {ibereinstimmen).

Weiter gelten (S, M x [0,3]) = D* und ¢(S,M x [§,1]) = D~ nach Prop. [4.16]
(iv). Wegen M = D™ U D~ ist somit ¢ surjektiv. Analog wie fiir ¢ folgt, dass die
induzierte Abbildung ¥ : (S,M x [0,1])/1 — M ein Homdomorphismus, wobei die
Quotientenbildung wieder alle Punkte mit demselben Bild unter 1 identifiziert.

Da die beiden ,,Zylinder* S;S™ x [0,1] und S,M x [0,1] hom6omorph sind folgt die
Homoomorphie von S™ und M, wenn wir zeigen koénnen, dass auch die Quotienten
(SzS™ % [0,1])/¢ und (S, M x [0,1])/1 hombomorph sind. Dazu zeigen wir, dass ¢ und
1) machen ,,dieselben“ Identifikation machen:

Bei der Quotientenbildung nach ¢ werden lediglich der ,,Deckel“ und der ,,Boden* des
Zylinders S, S™ x [0, 1] zu je einem Punkt identifiziert. Unter 1) ist dies genauso, denn:

e Dass ,, Deckel und ,,Boden“ zu je einem Punkt identifizert werden folgt wegen

P(SpM x {0}) = {p} und (SyM x {1}) = {q}.

e Nach Proposition (iv) ist ¢ auf S,M x (0, 3] und auf S,M x (3,1) injektiv
und es gelten ¢(S,M x (0,1]) = DT\ {p} und (S, M x (3,1)) = D=\ ({g} UN).
Da diese Mengen disjunkt sind, ist somit ¢ auf S,M x (0,1) injektiv.

O]

Wir holen nun noch den Beweis von Proposition nach. Dazu beweisen wir nach-
einander mehrere Aussagen {iber Punkte maximalen Abstands.
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Lemma 4.17. Sei M vollstindig und seien p,q € M mit d(p,q) = diam(M). Zu jedem
v e T, M existiert eine minimierende Einheitsgeoddte ¢ von q nach p mit (¢(0),v) > 0.

Beweis. Sei v € T,M und sei ¢, die eindeutige Geodéte mit ¢é,(0) = v. Zwecks Wider-
spruch nehmen wir an, die Behauptung sei falsch. Dann gilt:

(x): Es gibt T' > 0, sodass fiir alle ¢t € (0,7") und jede minimierende Geodéte
¢t von ¢, (t) nach p stets (¢4(0), ¢, (t)) < 0 gilt.

Ansonsten konnte man nédmlich eine Folge (), in (0, 00) mit ¢, — 0 und eine Folge von
Einheitsgeodéten (ct, )n von ¢, (t,) nach p mit (¢, (0), é,(t,)) > 0 fiir alle n € N wéhlen.
Eine Teilfolge dieser Geoditen konvergiert dann gegen eine Geodéte wie gesucht (man
wihle eine konvergente Teilfolge der Anfangsgeschwindigkeiten).

Wir gehen nun also von () aus und leiten einen Widerspruch her. Dazu zeigen wir,
dass die Funktion t — d(p, ¢,(t)) auf (0,T) streng monoton steigt. Dies stellt dann einen
Widerspruch zur Maximalitdt von d(p, q) = d(p, ¢,(0)) dar. Genauer zeigen wir:

(xx): Vt € (0,T) : e > 0:Vs € (t —g,t) : d(p,cu(s)) < d(p, cu(t))
Hieraus folgt strikte Monotonie, denn mit (x%) kann man leicht zeigen, dass fiir
t* :=inf{t € [0,T) : d(p, cy()) ist auf [t,T") streng monoton steigend}
schon t* = 0 gilt.
Zum Nachweis von (xx) sei t € (0,7"). Wihle eine minimierende Einheitseodéte ¢; von

¢y (t) nach p. Wihle einen beliebigen Punkt z, der auf ¢; zwischen ¢, (¢) und p liegt. dann
gilt ¢, (t) ¢ Cut(z), da ¢; minimiert. Somit ist r := d(z, -) glatt nahe ¢,(¢t) und es gilt

id(z,cv(s)) = (gradr|c,(s), ¢u(8))

ds
insbesondere folgt hieraus mit grad r|., ) = —¢(0), dass
d , ) (%)
| Uzcols)) = —(a(0),6(1)) <0
Sls=t

gilt. Dies gilt dann auch nahe ¢ und somit ist s — d(z,c,(s)) streng monoton steigend
nahe ¢t. Mit der Dreiecksungleichung folgt nun fiir s nahe ¢ mit s < t:

d(p, cu(s)) < d(p, 2) +d(z, cu(s)) < d(p, 2) + d(z, co(t)) = d(p, o (1)) .-
Dies zeigt (). O
Im néchsten Lemma nutzen wir den Satz von Toponogov um zu zeigen, dass (unter ge-

wissen Voraussetzungen) ein Punkt nicht zugleich von zwei Punkten ,,sehr weit“ entfernt
sein kann.
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Lemma 4.18. Sei M wvollstindig. Fir die Schnittkrimmung gelte K > k > 0. Weiter
gelte diam(M) > 7r/(2\/E)E| Seien p,q € M mit d(p,q) = diam(M). Dann gilt M =
B(p,r)U B(q,r) fir alle r > 7/(2+/K).

Beweis. Beachte zunéchst, dass nach Bonnet-Myers diam(M) < 7/+/k gilt und dass sn,
auf [0, 7/+/k] nichtnegativ und cs, auf [0, 7/1/k] monoton fallend ist.

Seien nun p,q € M mit d(p,q) = diam(M) und sei r > 7/(2+/k). Sei weiter x € M.
Angenommen z ¢ B(q,r), d.h. d(q,xz) > r. Wir zeigen = € B(p,r), d.h. d(p,x) < r.

Wihle eine minimierende Einheitsgeodite ¢; von ¢ nach x. Wegen d(p, q) = diam(M)
existiert nach dem vorherigen Lemma eine minimierende Einheitsgeodéte co von ¢ nach
p mit (¢1(0), ¢2(0)) > 0.
d(¢,%) = d(g, =) und (¢1(0),¢(0)) = (¢1(0), ¢2(0)). Nach dem Satz von Toponogov (in
der Gelenk-Version) gilt dann d(p,z) < d(p, x).

Da cs,; auf [0, 7/+/k] monoton fillt und alle Abstéinde hichstens 7/+/k betragen folgt
mit dem Kosinus-Satz in M

csed(p, ) > csp d(p, T) = csp d(T, §) cse d(P, §) + £ sn. d(T, §) sy d(, p)(€1(0), ¢2(0))

= s, d(x,q) cs d(p, q) + ksne d(z, q) sn. d(p, q) (¢1(0), ¢2(0))
>0 >0

> CSg d(l‘, Q) CSk d(pa Q) :

Beachte im letzten Schritt, dass sn, auf [0, 7/4/k] nichtnegativ ist.

Wegen d(p, q) = diam(M) > w/(2y/k) und d(z,q) > r > 7/(24/k) sind beide Faktoren
auf der rechten Seite negativ. Also gilt cs, d(p, ) > 0, woraus wegen d(p, z) < w/+/k die
gewiinschte Abschitzung d(p,z) < 7/(2v/k) < r folgt. O

Als letzte Vorbereitung fiir den Beweis von Proposition [4.16] zeigen wir, dass jede von
p ausgehende Geodiite den ,, Aquator® trifft. Hier geht die untere Schranke fiir den Injek-
tivitdtsradius und damit die obere Kriimmungsschranke fiir M sowie die Voraussetzung,
dass M einfach zusammenhéngend ist, ein.

Lemma 4.19. Sei M einfach zusammenhdngend und vollstindig. Fir die Schnittkrim-
mung gelte 1/4 < k < K < 1. Seien p,q € M mit d(p,q) = diam(M). Sei weiter
7/(2y/k) < r <. Dann gibt es fir jede Einheitsgeoddite ¢ mit c(0) = p ein eindeutiges
to € (0,7) mat d(p, c(to)) = d(q, c(to)).

Beweis. Betrachte die stetige Funktion g : [0, 00) — R mit
g(t) := d(q, c(t)) — d(p, c(t)) -

Wir wollen zeigen, dass g auf (0,7) genau eine Nullstelle hat. Fiir die Existenz nutzen
wir den Zwischenwertsatz. Es gilt ¢(0) = d(q,p) = diam(M) > 0.

SUnter der Voraussetzung 1/4 < x < K < 1 wie im Sphérensatz gilt dies aufgrund der unteren Schranke
fiir den Injektivitatsradius (Theorem |4.15).
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Zeige g(r) < 0: Nach Theorem gilt inj(M) > 7 > r. Also ist ¢ auf [0, 7] minimie-
rend, d.h. es gilt d(p,c(t)) = ¢ fiir alle ¢t € [0,7]. Es folgt d(p, c(r)) =r > 7/(2y/k). Nach
Lemma gilt somit d(q, c(r)) < r. Also gilt g(r) = d(q,c(r)) —d(p,c(r)) <r—r =0.

Nach dem Zwischenwertsatz hat g somit eine Nullstelle tg € (0, 7).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien tg,t; € (0,7) mit d(p, c(tog)) = d(q, c(tg)) und
d(p,c(t1)) = d(g,c(t1)). Zwecks Widerspruch nehmen wir an, dass top # ¢; gilt. Ohne
Einschriankung gelte to < t1, d.h. ¢(t9) kommt vor ¢(t1) auf c. Sei ¢ eine minimierende
Einheitsgeodéte von ¢ nach ¢(tp). Da ¢ auf [0, ] minimiert, gilt dann zunéchst gilt

£(c) = d(q,c(to)) = d(p, c(to)) = £(clo,1))

und damit weiter auch

d(q, c(t1)) = d(p, c(tr)) = €(c

0,61]) = £(clio;te]) + €(clito,11) = €(clioe]) + £(C) -

Also ist die Zusammensetzung von ¢ und C’[to,tl] eine minimierende Kurve von ¢ nach
¢(t1) und somit eine Geodite. Daraus folgt leicht, dass ¢; in ¢ enthalten ist und ¢ = p
gilt. Letzteres ist ein Widerspruch zu d(p, q) = diam(M) > 7. O

Bemerkung 4.20. Die Einschrédnkung, dass der Punkt auf ¢ im Bereich [0,7] C [0, 7]
liegt, ist fiir die Eindeutigkeit essenziell, wie man zum Beispiel auf der Sphére sieht.

Nun haben wir geniigend Hilfsaussagen gesammelt, um Proposition [4.16[ zu beweisen.

Beweis von Proposition[{.16. Wéhle r € (7/(2y/k), 7).

Zu (i): Als Niveaumenge einer stetigen Funktion ist N C M abgeschlossen. Da M kom-
pakt ist, ist somit auch N kompakt.

Nach Lemmam gilt N C B(p,r)NB(q,r), da kein Punkt sowohl von p als auch von
q Abstand groflergleich r haben kann und alle Punkte auf N gleichen Abstand zu p und
¢ haben. Nach Theorem [£.15] gilt weiter inj(M) > 7 > r, also sind die Bélle B(p,r) und
B(q,r) geodétisch. Zudem gelten ¢ ¢ B(p,r) und p ¢ B(q,r), denn d(p, q) = diam(M) >
7w > r. Damit ist die Funktion

f:M_>Ra f(x) ::d(qam)_d(p?x)

auf B(p,r)NB(q,r) glatt. Wir zeigen, dass grad f in keinem Punkt von N Null ist. Daraus
folgt, dass N C M als reguldre Niveaumenge eine glatte, eingebettete Hyperfliche ist.

Sei dazu z € N und seien ¢ : [0,L] - M und ¢z : [0,L] — M die (eindeutigen)
minimierenden Einheitsgeodéiten von p bzw. ¢ nach x. Da ¢1(L) und é2(L) gleich den
Gradienten der Abstandsfunktionen zu p bzw. ¢ in z sind, gilt:

(grad fle, ¢1(L)) = d% ,_flea®) = {ea(L), ex(L)) — (eu(L), er(L))
= (¢2(L),er(L)) — 1
CSU
<0
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Angenommen hier gilt Gleichheit. Dann folgt é2(L) = ¢;(L) und somit ¢; = co. Hieraus
folgt weiter p = ¢, was ein Widerspruch zu d(p,q) = diam(M) > 7 ist. Also gilt
(grad flz, ¢1(L)) < 0 und somit ist f in z regulérm

Zu (ii): Der erste Teil folgt schlicht aus (i) und der Tatsache, dass exp, und exp, wegen
inj(M) > p auf Béllen mit Radius 7 Diffeomorphismen (auf ihre Bilder) sind.

Wegen 0 ¢ N, ist s, wohldefiniert und glatt und und wegen N C B(p,r) ist s, nach
Lemma bijektiv. Da N, kompakt und S, M Hausdorff ist, ist s, abgeschlossen und
damit die Umkehrabbildung s, ! stetig. Also ist sp ein Homdomorphismus, womit auch
direkt folgt, dass t, stetig ist. Das Argument fiir s, und ¢, ist analog.

Zu (iii): Ein konkreter Homomorphismus auf einen Ball ist, wie man leicht priift (be-
achte, dass t), ein positives Minimum hat), gegeben durch

1
- —— v v#0,
DE S BOT), v ) L T

0 v=20

Wegen D;ﬁ C B(0,7) C B(0,7) und inj(M) >  ist exp, auf D; ein Hom&éomorphismus
auf sein Bild, welches nach Konstruktion gerade D7 ist. Fiir D argumentiert man
wiederum analog. O

"Ein dhnliches Argument zeigt, dass f auf ganz B(p,r) N B(q,r) regulir ist.
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A. Wiederholungen aus der
Differentialgeometrie und Notationen

A.1. Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

Zum Nachlesen werden das Skript [8] von Oliver Schniirer zur Differential-
geometrie II und das sehr ausfithrliche Buch [4] von John Lee empfohlen.

Auf der folgenden Seite ist eine kurze Ubersicht iiber Tangentialvektoren, Koordina-
tenvektorfelder und Ableitungen glatter Funktionen zu finden.
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9.

Definition von v € T,M

Vektorraumstruktur
auf T),M

Koordinatenvektorfelder

0

7

(Karte z = (2!,...,2") : U C M R™)

Ableitung DF : TM — TN
(fir F': M — N glatt)

Als Aquivalenzklassen
glatter Kurven durch p:

Man zieht die Vektor-
raumstruktur des R™

= 1 1 DF = F (¢]
v =[] mittels der A/b(l;)lldulgg 3i — [ (2(p) + tes)] (] )= [Fon]
mit y ~ 7, falls M . (w07)'(0) € oz lp €T,M ETpN
(f 07)(0) = (f o) (0) fiir eine Karte (U, z)
fiir alle f € C%(M) um p zuriick.
Als Derviation von Punktweise als 0 _O(foxt)
C>®(M) in p: | (f) = =5 (x(p))
P Abb. nach R. oxtlp ox
x DF(v)(g) :=v(go F)
v:C®(M) =R (Linearitéit und Wobei auf der rechte Seite die

R-linear mit Leibnizregel

v(fg) =v(f)glp) + f(p)v(g)

Leibnizregel bleiben
erhalten.)

,normale“partielle Ableitung von
foxz™!:V CR® — R gemeint ist.

fir g € C(N)

Andere Notationen und Bezeichnungen bzw. niitzliche Zusammenhénge (die in beiden Zugéngen giiltig sind):

e Anstelle von DF sind auch gingig: Fi (Pushforward), dF', TF (Tangentialabbildung)

o Fiir skalare glatte Funktionen f : M — R schreibt man {iberlichweise df oder d f fiir Df.

e DF(v) = (F ov)'(0) fiir jede glatte Kurve «y : (—e,&) — M mit 7/(0) = v, wobei +/(t) := Dy(%!t).

e Fiir F: M — N glatt und Koordinaten (U, x) auf M und (V,y) auf N mit F(U) C V ist die Matrixdarstellung der

linearen Abbildung DF beziiglich der Basen {
yoFoz !:2(U)CR* = R™ im Punkt x(p) (also der Koordinatendarstellung von F).

e Die zu {%

Fiir v € T, M gilt also

v = da'(v) aii

p

und  dz'(v) =

d

a tzoxi(V(ﬂ)
—_——

ad
oz

o)
p} und {aT/i

»normale“ Ableitung von
xtoy:(—e,e) =R

F(p)} gerade die (,,normale“) Jacobimatrix der Abbildung

p} duale Basis ist durch {dz’|7,r : T,M — R} gegeben (Ableitungen der Koordinatenfunktionen).

fiir eine beliebige glatte Kurve 7 : (—e,&) — M mit 7'(0) = v.
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A.2. Vektorbiindel, Zusammenhénge, Kriimmung

A.2. Vektorbiindel, Zusammenhidnge, Kriimmung

A.2.1. Was war nochmal ein Vektorbiindel?
Vergleiche Kapitel 19 in [8].

Ein (reelles) Vektorbiindel von Rang k € N {iber einer glatten Mannigfaltigkeit M ist
eine glatte Mannigfaltigkeit £ und eine glatte Abbildung p : E — M, fiir welches eine
offene Uberdeckung {U,}aeca von M und Diffeomorphismen ¢, : p~H(Uy) — Uy x R”
fiir alle & € A mit folgenden Eigenschaften existieren:

e Es gilt pr; op, = p fiir alle a € A.

e Fiir alle o, 5 € A mit U, N Ug # 0 hat die Abbildung ¢, o qjgl die Form

(¢a 0 d5')(@,0) = (2, Tas(x)v). (A1)
fir eine glatte Abbildung 7,45 : Uy N Ug — GLE(R).

Man nennt die Abbildungen ¢, lokale Trivialisierungen und die Abbildungen bzw.
Ta Ubergangsfunktionen. Weiter nennt man {(Us, ¢o) }aca einen Vektorbiindelatlas.

Fiir U C M und x € M schreibt man E|y := p~}(U) und E, := p ' (E,). Letzteres
wird Faser dber x genannt und erbt vermoge einer (beliebigen) lokalen Trivialisierung
um z die Vektorraumstruktur des R*. Aufgrund von kommt es dabei nicht auf die
Wahl der lokalen Trivialisierung an. Nach Konstruktion ist damit jede Einschrénkung
$a|E, ein Vektorraumisomorphismus zwischen E, und {r} x R¥ = RF.

Bemerkung A.1. Man kann iiberall die Begriffe ,glatte Mannigfaltigkeit und ,glatte
Abbildung® durch ,,topologischer Raum“ und ,,stetige Abbildung® ersetzen. Dann erhélt
man den Begriff des Vektorbiindels in der Kategorie der topologischen Riume.

Die topologische und differenzierbare Struktur eines Vektorbiindels iiber M ist ein-
deutig durch die von M und durch die Ubergangsfunktionen festgelegt. Deshalb
kann man ein Biindel auch aus diesen rekonstruieren bzw. durch diese definieren. Das
ist haufig hilfreich bei allgemeinen Konstruktionen von Vektorbiindeln.

Proposition A.2 (Vektorbiindel aus lokalen Trivialisierungen). Sei M eine glatte Man-
nigfaltigkeit und {Ey}ren eine durch M parametrisierte Familie reeller Vektorrdumen
derselben Dimension k € N. Setze E := | cp iz} x By und definiere p : E — M durch
p(x,v) := x. Weiter seien eine offene Uberdeckung {Uq}xen von M sowie fiir jedes A
eine Bijektion ¢ : 7 (Uy) — Us x R mit folgenden Eigenschaften gegeben:

o fiir jedes o € A und x € U, ist (pry o¢a)|{x}sz ein Vektorraumisomorphismus,

o fiir alle o, € A mit Uy, NUg # () hat die Abbildung ¢, o gbgl die Form

(¢a © b5 )(x,v) = (2, Tas(2)0). (A.2)

fir eine glatte Abbildung 1o : Uy N Ug — GLE(R).
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Dann gibt es auf E genau eine Topologie und glatte Struktur als dim(M)+k dimensionale
Mannifaltigkeit, sodass p : E — M ein glattes Vektorbiindel ist und {(Uqy, ¢o)}aca €in
Vektorbiindelatlas.

Beweis. Lemma 10.6 in [4]. O

A.2.2. Was war nochmal ein Zusammenhang?

Vergleiche Kapitel 21 in [[8]. Dort nur fiir £ =TM.

Ist E — M ein Vektorbiindel, so ist ein Zusammenhang V fiir dieses eine Abbildung
V:T®(TM)xI'*®(E) — I'°(E), die fiir alle f € C*(M), X € T>°(TM), ¢, € [>°(E)
folgende Regeln erfiillt:

(1) Vixv¥ = fVx,
(i) Vx(fvY+¢) = (X + fVxy + Vxo.

Die erste Regel besagt, dass Vxs nur ,tensoriell“ von X abhéngt, d.h. (Vxs)(z) hingt
nur vom Wert X () abE] Dies entspricht einfach der Idee, dass X ja die Richtung angibt,
in welche abgeleitet wird. Die zweite Regel ist einfach die Leibniz-Regel, die besagt, dass
V den Schnitt s auch ,,wirklich ableitet*.

Lokale Beschreibung eines Zusammenhangs Sind sp,..., s, € I'°°(E|y) lokale Basis-
schnitte, so gilt fiir jeden Schnitt ¢ € T'°°(E|y) mit ¢ = s, und alle X € I'*°(TU):

Vxih = (X¢%)sa +9*Vxsa.

Aus der Kenntnis der (E-wertigen) Einsformen w, := Vs, € T'°(T*U ® E|y) lasst
sich also schon der gesamte Zusammenhang rekonstruieren. Man kann die FE-wertigen
Einsformen wieder beziiglich des Rahmens {s,}, entwickeln und (skalare) Einsformen
wh € T°°(T*U) definieren durch

Vixsa = wl(X)sg. (A.3)

Es gilt dann we = wh ® sg. Man nennt sowohl die w, € I'*°(T*U ® E|y) als auch die
wh € I'>°(T*U) lokale Zusammenhangseinsformen von V beziiglich {s4}.

Wiéhlt man zusétzlich einen lokalen Rahmen {E;} fiir TU, so kann man die lokalen
Zusammenhangseinsformen weiter aufdroseln und damit den Zusammenhang so weit wie
moglich zerlegen:

wa(XiEi) — Xiwa(Ei) = Xiwg(Ei)Sﬁ =: X’Tfﬁg .

Man nennt dann die Ffa € C*(U) die Christoffelsymbole von V beziiglich der Rahmen
{sa} und {E;}. Sie sind implizit durch die Gleichung

VE; Sa =: F?a% (A4)

! Aus diesem Grund kann man V auch als Abbildung V : T*°(E) — I'°*(T*M ® E), s — Vs auffassen.
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definiert. Fiir den gesamten Zusammenhang gilt dann mit X = X°FE; und ¢ = %s,
. E;=0; . .
V= (g (X) + T, X797 ) 55 P= (X100 + T, X0 s

Da man hiufig die Koeffizienten eines abgeleiteten Schnitts weiterverwenden mochte, ist
folgende ,,Strichpunkt-Notation“ oft niitzlich:

Yo = Ay () + T8 P2 g 1 1o (A.5)
Man beachte:

e Der Tangentialrahmen {E;} kann als Koordinatenrahmen gewihlt werden (d.h.
mit F; = 0;), muss aber natiirlich nicht.

e Fiir den Fall E = T'M koénnen die beiden Rahmen von E und von T'M gleich
gewihlt werden und in der Regel wiirde man das auch so tun.

e In den Christoffelsymbolen I‘i’B ., hat der romische Index eine etwas andere Rolle als
die griechischen. Diese Unterscheidung kann auch fiir £ = T'M noch niitzlich sein.

Neue kovariante Ableitungen aus alten Aus einer gegebenen kovarianten Ableitung
V auf einem Vektorbiindel £ — M lassen sich in natiirlicher Weise weitere kovariante
Ableitungen auf vielen ,aus E gebauten“ Vektorbiindeln konstruieren, indem man eine
Leibnizregel erzwingt. Zum Beispiel:

Auf E* 1 (Vxw)(s) := X(w(s)) —w(Vxs), (A.6)
Auf EQE: Vx(s®t):=(Vxs)@t+s® (Vxt). (A.7)

Aus den kovarianten Ableitungen auf F und E* lassen sich nach demselben Schema wie
in kovariante Ableitungen auf beliebigen Tensorpotenzen von F und E* definieren.
Zum Beispiel erhilt man so auch eine kovariante Ableitung fiir End(E), wenn man dieses
als £* ® E auffasst. Die Leibnizregel fiir das Tensorprodukt iibersetzt sich dann in die
Leibnizregel Vx (¢(s)) = (Vx@)(s) — ¢(Vxs) fir ¢ € '*°(End(F)) und s € I'*°(E).

Metrische Zusammenhdnge Ist auf E zusétzlich ein faserweises Skalarprodukt (-, -)
gegeben, so nennt man einen Zusammenhang V auf E metrisch beziiglich (-, -), falls fiir
beliebige X € I'*°(T'M) und ¢, ¢ € I'*°(E) die Identitét

X (¥,0) =(Vx1,0) + (¥, Vx9) (A.8)

gilt. In diesem Fall wird also das Skalarprodukt selbst nicht explizit abgeleitet bzw.
ist dessen Ableitung 0. Schreibt man g fiir den metrischen Tensor und fasst diesen als
Schnitt von E*®Q E* auf, so ist gleichbedeutend zu Vg = 0, wobei hier die kovariante
Ableitung auf E* ® E* nach im vorherigen Abschnitt erkldren Prinzip definiert ist.
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Lemma A.3 (Metrische Zusammenhénge). Ist V ein Zusammenhang auf E und h eine
Fasermetrik, so sind dquivalent:

(i) V ist metrisch beziglich h.

(i) Die metrischen Koeffizienten und Zusammenhangs-1-Formen beziglich beliebiger
lokaler Rahmen erfiillen die Identitdt

dhag = hgyw), + gmwg (A.9)

(iii) Die Zusammenhangs-1-Formen beziiglich beliebiger h-Orthonormalrahmen erfiillen
die Identitdt
wh = —wg . (A.10)

Spezialfall £ = T'M: Torsion und symmetrische Zusammenhange Ist V ein Zusam-
menhang auf T M, so lisst sich der Torsionstensor TV € Q?(M) definieren:

TV(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]. (A.11)

Das Abziehen des Kommutators sorgt dafiir, dass TV ein Tensor ist (d.h. C*-linear).
Man nennt V torsionsfrei oder symmetrisch, falls TV = 0 gilt.

Lemma A.4 (Torsionsfreie Zusammenhénge und Christoffelsymbole). Ein Zusammen-
hang V auf TM ist genau dann torsionsfrei, wenn die Christoffelsymbole einers beliebi-
gen lokalen Rahmens {E;} von M die Identitit

rfj = Ffi — ¥([Ei, E))) (A.12)

erfiillen, wobei {e'} der duale (Ko)Rahmen ist. Besteht der Rahmen aus Koordinaten-
vektorfeldern, so sind die Christoffelsymbole also symmetrisch in den unteren Indizes.

Warnung: Stellt man einen torsionsfreien Zusammenhang (z.B. einen Levi-
Civita-Zusammenhang) in einem lokalen Rahmen dar, der nicht aus Koordi-
natenvektorfeldern besteht, so sind die Christoffelsymbole nach auch
nicht notwendigerweise symmetrisch in den unteren Indizes!

Spezialfall Levi-Civita-Zusammenhang einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit
Auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es einen ausgezeichneten Zusam-
menhang fiir das Tangentialbiindel, den man Levi- Civita-Zusammenhang nennt.

Satz A.5 (Levi-Civita-Zusammenhang). Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. E's gibt genau einen torsionsfreien und beziiglich g metrischen Zusammenhang
V auf TM. Dieser ist eindeutig durch folgende ,,Koszul-Formel® festgelegt:

2(VxY,Z) =X (Y, 2)+ Y (X,Z) — Z(X,Y)

+9(X,Y],2) - g([Y. 2}, X) + 9((Z, X].Y) (A13)

fiir alle XY, Z € T(TM).
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Die Koszul-Formel (A.13]) ldsst sich auch in Koordinaten iibersetzen.

Lemma A.6. Die Christoffelsymbole des Levi-Civita-Zusammenhangs beziglich Koor-
dinatenvektorfelder sind gegeben durch

1
Tl = 59" (Gigje + 0;9i — Dugis) (A.14)

wobei g;; = g(0;,0;) die metrischen Koeffizienten in den gegebenen Koordinaten sind.

A.2.3. Die Kriimmung eines Zusammenhangs

Allgemein Definition des Kriimmungstensors Zu einem Zusammenhang V auf einem
Vektorbiindel E — M ist der Kriimmungstensor RY € T°°(A*T* M ® End(E)) definiert
durch

RYV(X)Y)=[Vx,Vy] - Vixy] (X,Y eT>(TM)) (A.15)

bzw. expliziter RV (X,Y )¢ = Vx(Vyy) — Vy(Vx¢) — V(x,y)%. Die Antisymmetrie in
X und Y ist sofort klar. Dass RV wirklich in allen Eintréigen ein Tensor ist, rechnet man
leicht nach (C°°(M)-Linearitét priifen).

Ist der Zusammenhang V zusitzlich metrisch beziiglich einer Fasermetrik (-,-) auf

E, so nimmt der Kriimmungstensor Werte in den beziiglich (-,-) schiefsymmetrischen
Endomorphismen von F an, d.h. fiir alle X, Y € I'*°(TM) und ¢, ¢ € I'*°(F) gilt

(R(X, Y)Y, ¢) = — (¢, R(X,Y)o) (falls V metrisch) . (A.16)

Lokale Darstellung des Kriimmungstensors Beziiglich eines lokalen Rahmens {s,}
von E iiber U C M l&sst sich der Kriimmungstensor zerlegen als

R(X,Y)sq = Q2(X,Y)sp (A.17)
mit den sogenannten lokalen Krimmungs-Zwei-Formen b e Q2(M).

Wiéhlt man weiter einen lokalen Rahmen {E;} von T'M, so lassen sich auch die
Kriimmungs-Zwei-Formen weiter zerlegen, indem man

Ri% = QB(E;, Ej) € C®(U) (A.18)

setzt. Es gilt dann ingsgesamt fir X = X'E;, Y = YjE]- und Y = YP%s,
R(X,Y ) = R, XY™ - 55 (A.19)
Man kann die Komponenten von R durch die Komponenten von V ausdriicken, indem

man einfach die Definition des Kriitmmungstensor einsetzt und sorgfiltig unter Beachtung
der Leibnizregel expandiert.
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Lemma A.7. Sei V ein Zusammenhang auf E — M und seien {so} und {E;} lokale
Rahmen von E bzw. TM iber U C M. Die Komponenten des Kriimmungstensors lassen

sich wie folgt durch die des Zusammenhangs ausdricken (mit [E;, Ej] Ek)l
QF =dwf —wl A wﬁ (A.20)
R = (AU, )(E) — (QU)(5) + T, ~ 1T, — AT, (A.21)
Rifa =0, — ;00 +T1,I —T0.T7  (nur fir E; = 0;). (A.22)

Ist V zusétzlich metrisch beziiglich eines faserweisen Skalarprodukts i auf F, so setzt
man auch wie iiblich

Rijoeﬁ = ha»yRijvﬁ . (A23)
Fir X = X'E;, Y = YIE;, 1 = 1%, und ¢ = ¢°sp gilt dann
(R(X,Y ), 0) = RijupX'Yiy"¢P . (A.24)

Ist E =TM, so ist es natiirlich wieder iiblich, nur einen Rahmen zu verwenden.

Symmetrien des Kriimmungstensors Im Allgemeinen erfiillt der Kriimmungstensor
nur die offensichtliche Antisymmetrie in den ersten beiden Argumenten. Unter zusétzlichen
Annahmen gelten jedoch weitere Symmetrien, wie in Tabelle zusammengefasst. Die
Kriimmung des Levi-Civita-Zusammenhangs erfiillt alle diese.

R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z | Rij'x = —R;i'x | Antisymmetrie
Falls V metrisch beziiglich (-, -):
(R(X,Y)Z,W) =—(Z,R(X,Y)W) | Rijre = —Riju | Schiefadjungiertheit
Falls V torsionsfreier Zusammenhang auf T'M
R(X,Y)Z + zyklisch(X,Y, Z) = 0 | Rij% + Rjx’i + Rii*; =0 1. Bianchi Identitst

(VxR)(Y, Z) + zyklisch(X,Y, Z) = 0 | Ri;*sm + Rit"m:j + Rim”j.0 = 0 | 2. Bianchi Identitit’]

Falls V der Levi-Civita-Zusammenhang:

(RX,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y) ‘ Rijie = Ripij ‘ Komische Symmetrie

Tabelle A.1.: Symmetrien eines Kriimmungstensors.

2In der ersten Identitiit ist dw? die dufere Ableitung der 1-Form w? und w) A w das Dachprodukt von
zwei 1-Formen. Wir werden diese vermutlich nicht benotlgen sie sind deﬁmert durch (dwf)(X,Y) :=
X(@A(Y)) = Y (@h(X) —wd(X, V) und (i} Awh)(X, V) i= wd(X)uf (V) = aZ(¥)al (X).
Die zweite Bianchi Identitét gilt in der Form dYR = 0 auch fiir allgemeine Zusammenhinge auf
beliebigen Vektorbiindeln, wobei d¥ die durch den Zusammenhang V , getwistete® dulere Ableitung
auf Q*(M;End(E)) ist.
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Ricci- und Skalarkriimmung  Fiir eine Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit Kriimmungstensor
R nennt man die beiden Kontraktionen

Ric(X,Y) == tx(Z — R(Z,X)Y) (X,Y € T,M), (A.25)
scal := tr, Ric = g”Ric;; (A.26)

Riccikrimmung und Skalarkrimmung. Die Riccikriimmung ist ein 2-Tensor und es folgt
aus der ersten Bianchi-Identitét, dass Ric symmetrisch ist, d.h. es gilt

Ric(X,Y) = Ric(Y, X)

fiir beliebige X, Y € I'*°(T'M). Die Skalarkriimmung ist eine skalare Funktion.

Ist {E;} ein lokaler Rahmen von T'M, so lassen sich die durch Ric;; := Ric(E;, E;) de-
finierten Komponenten der Riccikriimmung natiirlich durch die des Kriimmungstensors
ausdriicken. Konkret gilt

RiCZ‘j = Rkikj = Rikjggu . (A.27)

Schnittkriimmung  Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Kriitmmungstensor
R. Fiir v,w € T, M linear unabhéngig setzt man

K(v,w) = — 00w, v) 5. (A.28)
v |w]?* = (v, w)
Durch explizites Nachrechnen kann man zeigen, dass K(v,w) = K(a,b) gilt sofern

span{v,w} = span{a,b} gilt. Durch wird also eine (skalare) Funktion auf der
Menge der Ursprungsebenen (2-dimensionalen Untervektorrdumen) von 7,M definiert.
Diese wird Schnittkrimmung genannt.

In gewissem Sinne legt die Schnittkriimmung eindeutig den Kriimmungstensor fest
(siehe Lemma 23.2 in [§]). Ist M zweidimensional, so stimmt die Schnittkriimmung mit
der GauBkriimmung {iberein.

Theorem A.8 (Schur). Ist (M,g) zusammenhdngend und hangt die Schnittkrimmung
nur vom FufSpunkt ab, so ist sie schon insgesamt konstant.

Beweis. Siehe Kapitel 23 in [§]. O

A.2.4. Zuriickziehen von Vektorbiindeln und Zusammenhangen
Vergleiche Bemerkung 21. 4 in Kapitel 21 in [8&].

Gegeben eine glatte Abbildung f : N — M und ein Vektorbiindel p : £ — M mit
Zusammenhang V, lassen sich sowohl das Biindel als auch der Zusammenhang mittels
f nach N zuriickziehen. Man schreibt f*E — N und V/ fiir diese.
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Konstruktion des Pullbackbiindels: Wir setzen f*E := |J,cn{7} X Ef(;) und machen
daraus mittels Proposition ein Vektorbiindel iiber NN. Die nétigen lokalen Trivia-
lisierungen und Ubergangsfunktionen erhalten wir einfach aus denen von E. Sei dazu
{(Uq, ¢a) }aen ein Vektorbiindelatlas von E. Fiir jedes o € A setze V,, := f~(U,) und
definere
Yoo | Bra) = Va xRY, (2,0) = (z, (pryoa) (v))
TEVy

Fir a,8 € A mit Uy NUg # 0 sei 7,5 : Uy NUg — GLi(R) die glatte Abbildung mit
(pa © qbgl)(x,v) = (x,748(v)). Dann gilt einfach

(Yo 095" )(@,0) = (2, Tas(f(2))(v)).

Die Abbildung 74 0 f : Vo, N Vg — GLi(R) ist natiirlich wieder glatt. Somit sind alle
Voraussetzungen von Proposition erfiillt.

Lokale Basisschnitte Wichtig in der Praxis ist hdufig vor allem der Umgang mit Schnit-
ten und insbesondere die (geschickte) Wahl von lokalen Basisschnitten. Solche ergeben
sich fiir den Fall des Pullbackbiindels f*FE ganz einfach aus welchen von FE. Ist ndmlich
s € I'™°(F) ein Schnitt, so ist f*s = so f : N — FE ein Schnitt von f*F. Und sind
S1y...,8k € I'°(E|y) lokale Basisschnitte fir F iiber U C M, so sind f*si,..., f*sg
lokale Basisschnitte von f*E iiber f~1(U) C N.

Bemerkung A.9. Schnitte eines Pullbackbiindels f*FE werden auch als Schnitte von E

lings f bezeichnet. Vor allem wenn f eine Kurve ist und £ = T'M spricht man von
Vektorfeldern lings einer Kurve.

Konstruktion des zuriickgezogenen Zusammenhangs Der zuriickgezogene Zusam-
menhang V/ auf f*E ist eindeutig durch folgende Eigenschaft bestimmt:

VX € TN,s € T®(E):  V4(f*s) = Vpsx)s- (A.29)

Um dies einzusehen, sei ¢ € I'*°(f*E) beliebig und X € T'N. Wéhle lokale Basisschnitte
S1,...,8k € I'*°(E|y) und betrachte die zugehorigen lokalen Basisschnitte f*si,..., f*sg
von f*E iiber f~1(U), wobei der FuBpunkt von X in dieser Menge enthalten sein soll.
Schreibe ¢ = @¥(f*sq) mit ® € C(f~Y(U)), dann folgt sofern (A.29) als giiltig
angenommen wird:

[A29)

Vi = Vi (¢ fsa) = (Xo™) f*sa + ¢V (f*50) (X" f"sa + ¢*Vprx)Sa -
Nun kann man umgekehrt V/ dadurch konstruieren, dass man die rechte Seite als (lokale)
Definition verwendet. Entscheidend ist dabei, dass die Funktionen ¢ nur in Richtung
von X € TN abgeleitet wird. Man muss natiirlich noch nachrechnen, dass die rechte

Seite nicht von der Wahl der Basisschnitte sq, ..., s; abhéngt, was aber nicht schwer ist.
Wir halten die lokale Formel nochmals fest:
Vi = V4 (e f75a) = (X9 50+ ¢ Vis(x)5a (A.30)
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A.2. Vektorbiindel, Zusammenhénge, Kriimmung

Proposition A.10 (,Lemma von Schwarz*). Seien f : M — N eine glatte Abbildung
und V ein symmetrischer Zusammenhang auf TM, d.h. mit VxY — Vy X = [X,Y] fir
alle X,Y € T°(TM)F| Dann gilt fir alle V,W € T=°(TN)

V{Df(W) = Vi Df(V) = Df([V,W]). (A.31)

Insbesondere gilt beziiglich lokaler Koordinaten (U,x) auf M fir allei,j =1,...,n
1 Of _gr 9F A3
v@ii Oz V% oxt’ (A.32)

wobei 9L = Df(;%).

Bewets. Wir rechnen lokal und wéhlen Koordlnaten (U, a:) auf N und (V,y) auf N,
sodass f(U) C V gilt. Schreibe X = V’ und W= W’ -+ und erinnere, dass

) _ o) o
oxt)  Oxt  OyF’

Df(
Damit folgt

ko 0 I(y* o 0
V{/Df(W) :- <Wz (y ,f)>+WZ (y ‘f)va(V)ayk

oz’ oy oz
:(VWi)a(y;xj /) ai +(v (y&; DNyw 2, oo
L (ya;f) (yaxif)vaizaik
= wips (o) + L Dy D 2 e Dyt ey, D

symmetrisch in VW

Fiir die Symmetrie des allerletzten Terms ist wichtig, dass V symmetrisch ist (beachte,

dass [ 8?/“ %] = 0, da Koordinatenvektorfelder stets kommutieren). Damit fallt dieser

Term bei der folgenden Differenzbildung raus und es bleibt wie gewiinscht:

VD)~ Vi DI(V) = (VW WVIDF () = DF(X,Y)).

Die zweite Aussage folgt direkt aus der ersten, da der Kommutator von Koordinaten-
vektorfeldern stets Null ist. O

Bemerkung A.11. Ist f eine Einbettung, so kann man sich die ganzen Konstruktionen
einfach als Einschrinkungen der Objekte in M auf das Bild f(NN) C M vorstellen, welches
dann ja eine Untermannigfaltigkeit ist. Die obigen Konstruktionen funktionieren aber
auch dann, wenn f keine Einbettung ist. Zur Ubung iiberlege man sich etwa mal, wie
alles fiir den Fall einer konstanten Abbildung aussieht.

4Zum Beispiel der Levi-Civita-Zusammenhang einer Riemannschen Metrik.
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A. Wiederholungen aus der Differentialgeometrie und Notationen

Metrizitdt von Pullbacks des Levi-Civita-Zusammenhangs Der Levi-Civita-Zusam-
menhang V einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) erfiillt die als Metrizitdit
(oder vor allem bei Verwendung von Indexnotation auch als Ricci-Lemma) bezeichnete
Regel

X (Y, 2) = (VxV, Z) + (Y, 9x2)

fir alle X, Y, Z € I'°°(T'M). Diese Regel bleibt auch fiir Pullbacks erhalten.

Proposition A.12. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi- Civita-
Zusammenhang V und sei f : N — M glatt. Dann gilt

X (Y. 2) = (VLY. Z) + (Y. VL 2) (A.33)
fir alle X € T°(TN) und Y, Z € T°(f*TM)J]

Beweis. Man kann dies wieder lokal in Koordinaten nachrechnen und dabei die lokale
Formel (A.30) fiir den zuriickgezogenen Zusammenhang V/ verwenden. O

Kriimmung eines zuriickgezogenen Zusammenhangs

Proposition A.13 (Kriimmung des zuriickgezogenen Zusammenhangs). Sei E — M
ein Vektorbindel mit Zusammenhang V und f : N — M glatt. Dann gilt fir alle X,Y €
TN und s € (f*E); = Ey ) die Identitit

RN (X,Y)s = R(D,f(X),D.f(Y))s. (A.34)

°In (AZ33) sind natiirlich beide Seiten als Funktionen auf N zu verstehen.
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