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Blatt 6

Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 6.1. (Resultante und gemeinsame Faktoren) (143 Punkte)

(a) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die beiden Polynome f = z° — 32* — 22% + 322 + 72+ 6
und g = 2* + 2% + 1 einen gemeinsamen Faktor in Q[z] haben.

(b) Sei k ein Korper und seien f, g € k[z] zwei Polynome mit deg(f) > 0 oder deg(g) > 0.
Beweisen Sie, die folgenden beiden Aussagen:

(i) Res(f,g,x) = (—1)9e 4@ Res(g, f, ).
(i) Res(\f, pg, ) = \I°89) deelNRes(f, g, x) fiir alle A, € &\ {0}.

Aufgabe 6.2. (Eliminationssatz) (242 Punkte)

Sei I < Cl[z,y], sei I, = I N C[y] das erste Eliminationsideal und bezeichne 7;: C? — C die
affine Projektion auf die y—Achse. Zeigen Sie, dass V(I;) = m1(V(I)) in den folgenden beiden
Fallen gilt:

(i) Iy # {0}

(Hinweis: Verwenden Sie den Fortsetzungssatz.)

(i) I = (f,g) fur f,g € Clz,y] mit deg(f) > 0,deg(g) > 0 und Res(f,g,x) # 0.

Aufgabe 6.3. (Resultante und Polynomdivision) (242 Punkte)

Sei k ein Korper, seien f,g € k[x] zwei Polynome mit deg(f) > deg(g) > 0 und setze
¢ = deg(f), m = deg(g), sowie co = LC(f),dy = LC(g).

(a) Sei f:=f — g—gxf_mg so, dass f # 0. Zeigen Sie, dass

Res(f, g,2) = (~1)"¢~ 96D DRes(f, g, 2).

(Hinweis: Betrachten Sie zunichst den Fall deg(f) =¢—1.)
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(b) Seien q,r € k[z] so, dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g) oder r = 0. Zeigen Sie:

(i) Falls » # 0, so gilt
Res(f,g,z) = (—1)m(£_deg(’”))d€7deg(r)Res(r, g,1).

(ii) Falls » =0, so gilt
Res(f,g,x) = Res(r, g, 2),

wobei Res(0, g, z) := 0.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (Resultante und Minimalpolynom) (242 Punkte)

(i) Seien f,g € Clx]\ C zwei Polynome und setze g, := g(y —z) € C|z, y|. Zeigen Sie, dass
V(Res(f, gy, 2)) = V() +V(g).

(i) Konstruieren Sie mit Hilfe von (i) das Minimalpolynom von /2 + /3 iiber Q.

Abgabe: Donnerstag, den 4. Dezember 2025, um 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17. Achten
Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung und heften Sie lhre einzelnen Blatter zusammen.

2



