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Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 5.1. (3+1 Punkte)

Sei R ein faktorieller Ring, sei K := Quot(R) der Quotientenkorper von R, sei L/K eine
Korpererweiterung von K und sei o € L algebraisch tber K.

(a) Zeigen Sie, dass o genau dann ganz lber R ist, wenn das Minimalpolynom von « iiber K
bereits in R[X] liegt.

(b) Folgern Sie, dass ein § € K genau dann ganz lber R ist, wenn € R gilt.

Aufgabe 5.2. (14142 Punkte)

Sei B ein kommutativer Ring mit 1 und sei A ein Unterring von B, sodass B ganz iiber A ist.
Sei ferner b ein Ideal von B und setze a := b N A. Bemerken Sie zunichst, dass a ein ldeal
von A ist.

(a) Zeigen Sie, dass B/b ganz iiber A/a ist.

Sei nun S eine multiplikative Teilmenge von A mit 0 € S.
(b) Zeigen Sie, dass S™!B ganz iiber S7!A ist.

Seien nun zudem A, B integer und A ganz abgeschlossen.

(c) Zeigen Sie, dass S~ A ganz abgeschlossen ist.

Aufgabe 5.3. (2+2 Punkte)
Sei B ein Integritatsbereich und sei A ein Unterring von B, sodass B ganz liber A ist.

(a) Beweisen Sie, dass B genau dann ein Korper ist, wenn A ein Korper ist.

Sei nun ferner g ein Primideal von B und p := q N A. Bemerken Sie zunachst, dass p ein
Primideal von A ist.

(b) Zeigen Sie, dass q genau dann ein maximales Ideal von B ist, wenn p ein maximales Ideal
von A ist.



Definition
Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei n € N.

(i) Ein symmetrisches Polynom p € R[X\,..., X,] erfullt fir jede Permutationen o € S,
die Bedingung p (Xg(l), o ,Xg(n)> =p(Xy,...,X,).

(i) Die elementarsymmetrischen Polynome von R[Xj, ..., X,| entsprechen
S()(,le7 Ce ,Xn) =1
und
Sk(Xla-'-aXn) = Z leszeR[Xh,Xn]

1<iy<...<ip<n

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (ohne Abgabe)

Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei n € N.

(a) Zeigen Sie, dass jedes elementarsymmetrische Polynom von R[Xj, ..., X,] ein symmetri-
sches Polynom ist.

Sei nun R ein Integritatsbereich, sei K := Quot(R) der Quotientenkérper von R, sei f € R[X]|
ein normiertes Polynom, sei L/K ein Zerfallungskorper von f und seien aq, ..., a,, € L mit
m € Ny alle Nullstellen von f.

(b) Zeigen Sie, dass die Koeffizienten von f bis auf Vorzeichen durch elementarsymmetrische
Polynome von R[X1,...,X,,] in den Nullstellen a1, ..., a,, € L von f gegeben sind.

(c) Erlautern Sie den Wahrheitsgehalt der Aussage aus Teilaufgabe (b) anhand des Polynoms
F(X) = X1 +2X3 - 16X2 — 2X + 15 € Z[X].

Abgabe: Dienstag, den 20. Mai 2025, um 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17. Achten Sie
auf eine saubere und lesbare Darstellung und heften Sie lhre einzelnen Blatter zusammen.
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