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Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 2.1. (1414141 Punkte)

Sei K ein Korper, sei n € N, sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, sei B: V x V — K
eine symmetrische Bilinearform und betrachte fiir beliebiges aber festes x € V' die Linearform

B,V — K
y — B.(y):= B(z,y).

Die Bilinearform B ist nicht-ausgeartet, falls fir alle x € V\{0} stets B, # 0 gilt. Ist dies
nicht der Fall, so ist B ausgeartet.

(a) Zeigen Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn fiir alle Matrix-Darstellungen B
von B bereits det(B) # 0 gilt.

Betrachten Sie nun die lineare Abbildung

QOBIV — Vv
r — B,

(b) Beweisen Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn ker(pp) = {0} erfillt ist und
folgern Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn g ein Isomorphismus ist.

Sei B von nun an nicht-ausgeartet, sei B := {vy,...,v,} eine Basis von V' und setze w; :=
pp' (v7) € V firalle j € {1,...,n}. Bemerken Sie, dass {w, ..., w,} eine Basis von V ist.
Diese wird auch die zu B B-duale Basis genannt.

(c) Beweisen Sie fiir alle i, j € {1,...,n} die Kronecker-Delta-Beziehung B(v;, w;) = d;;.

n

(d) Zeigen Sie, dass die zu B B-duale Basis fir alle v € V mitv = 3 ¢;u;und ¢4, ..., ¢, € K,
i=1
und alle j € {1,...,n} bereits ¢; = B(v, w;) erfillt.



Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Sei L/K eine separable Korpererweiterung des Grades n := [L : K] € N, sei a € L und sei
K C E C L eine Zwischenkérpererweiterung. Zeigen Sie Sp, i (@) = Spp (SpL/E(a)).

Aufgabe 2.3. (242 Punkte)

Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung des Grades n := [L : K| € N, sei ) die
normale Hille von L/K, seien o4, ..., 0, die paarweise verschiedenen K-Einbettungen von L
in Q, sei {vy,...,v,} eine Basis von L/K, sei B beziiglich dieser Basis eine Matrixdarstellung
von By i und sei V := (V;;)1<i j<n definiert durch V;; := o;(v;) fir 4,5 € {1,...,n}.

(a) Beweisen Sie det(B) = (det V)2

(b) Folgern Sie, dass By,x nicht-ausgeartet ist.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (ohne Abgabe)
(a) Bestimmen Sie die folgenden Normen:

(i) N@(\/ﬁ)/@ (\/g)

(i) No(y3)/0 (V3)
(b) Bestimmen Sie die folgenden Spuren:

(i) Spg(va)e (V3)

(i) Spg(45)/0 (V3)

Abgabe: Dienstag, den 24. Juni 2025, um 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17. Achten Sie
auf eine saubere und lesbare Darstellung und heften Sie lhre einzelnen Blatter zusammen.
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